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分割量子セルオートマトンの一般化とその挙動について

Generalization of partitioned quantum cellular automata and their
behaviors

井口修一 (Shuichi INOKUCHI)’ 溝口佳寛 (Yoshihiro MIZOGUCHI)
乾徳夫 $($ Norio $\mathrm{I}\mathrm{N}\mathrm{U}\mathrm{I})^{\mathrm{t}}$

1 はじめに 子 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ に応用したものてある.

量子 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ の計算能力が十分あることは証明されてい
量子コンピュータは, 量子力学の原理に基ついて動 るものの, 一方で, 古典的な $\mathrm{C}\mathrm{A}$ は, 自然な拡張に対し

作するコンピュータのモデルであり, 従来のコンピュ– て, 量子 CA とはならない. また, 分割 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ は非分割
タよりも効率的に計算が行える可能性を秘めており近 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ を模倣することは出来るが, お互いの $\mathrm{C}\mathrm{A}$ の自然
年注目を集めている [1, 2, 3]. な包含関係は存在しない.
量子コンピュータのモデル構築には, 量子状態の保 そこで, 本稿では, 自然な拡張の可能性を考察するた

存機能, そして, 量子状態に対する演算操作 (ユニタリ めに, 有限セルサイズの巡回型 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ に対して, 量子 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ ,
変換) の定式化が必要である。一般には, 複数個の量子 分割量子 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ の定式化を行い, 局所関数が量子 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ を
状態を並べて保存し, それらのうちのいくつかに量子 定義するための条件を求めた. また, 1 次元 2 状態巡
論理ゲートと呼ばれる演算操作を行い量子計算を実現 回型量子 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ のうち, 古典的な 3 近傍局所関数と 2 次
するモデルが多く考えられている。 この量子論理ゲー 元のユニタリ変換との合成で構威される量子 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ の挙
トを用いた種々のアルゴリズムの実現, ならびに, 量子 動について考察する。 特に, 局所遷移規則番号 150 と
論理ゲートを実現する物理システムの構築が様々研究 204 の量子 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ の様相と周期に関する性質を示す。
されている。

その量子コンピュータの 1 つのモデルとして 1995
年 J.Watrous は量子セルオートマトン (量子 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ ) を提
案した [4]. 一般の量子 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ は局所関数が与えられた

ときに, 量子 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ を構成出来るかどうかの判定が難し
い. Watrous は, 分割量子 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ を提案し, 局所関数から
量子 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ を構成出来るかどうかを判定する簡単な条件
を示した. また, 分割量子 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ , 量子 CA ともに, 量子
チューリング機械 $(\mathrm{Q}\mathrm{T}\mathrm{M})[5]$ と同等の計算能力を持つ
ことを証明した.

古典的な $\mathrm{C}\mathrm{A}$ においては, 森田, 原尾ら [6] によって
セルを 3 分割することにより可逆な $\mathrm{C}\mathrm{A}[7,8]$ を一般

的に定義することが出来る. また, 非可逆な一般の 1
次元の $\mathrm{C}\mathrm{A}$ を可逆 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ で模倣出来ることが示されてい

る. Watrous の分割量子 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ は, この 3 分割 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ を量
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状態集合を $Q$ とし, その元の個数を $|Q|=s$ とする.

$\mathrm{A}\backslash .$ Watrous}f, $/\star 3\mathrm{J}\text{量子}\mathrm{C}\mathrm{A}\text{を}\not\in\not\cong\llcorner$ , $\mathrm{E}-\overline{\mathrm{p}}\mathrm{J}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{数}" 1\text{ら}$

$\mathrm{C}\mathrm{A}$ を考えるときのセルサイズを $n$ とする. $Q^{n}$ の元 $q$

$\text{量子}\mathrm{C}\mathrm{A}\text{を}$ ffiffi $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{来る}\mathrm{B}\backslash \text{と^{}\phi}0$

\check

$\mathrm{B}>\text{を}\phi\rfloor \text{定する}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\text{単^{}f}x\not\in l^{t}\not\in$
に対し, その $i$ 番目の要素を $q_{1}$

. と書く. また, 便宜上,

$\mathrm{a}\mathrm{e}/\overline{\mathrm{T}\backslash }\llcorner_{\vee}’$. $\text{ま}f’’,$ $\text{分}\#\mathrm{J}\text{量子}\mathrm{C}\mathrm{A},$ $\text{量}$\mp cA $\text{とも}\}^{\vee}.,$ $\text{量}$+ $q_{0}=q_{n},$ $q_{n+1}=q_{1}$ と考える.

$\neq_{\text{ュ}}-|)J^{\backslash }r\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathfrak{M}(\mathrm{Q}\mathrm{T}\mathrm{M})[5]\text{と}\prod\overline{\mathrm{p}}\not\in \text{の^{}-\#\text{算_{}\mathrm{R}}^{\mathrm{A}}\Xi X\text{を持_{}\backslash }\prime\supset}-$
量子状態に関する計算を考える前に, 非決定性状態

$arrow-\text{とを}\Phi-$ Rfl $\text{し}\gammaarrow-\cdot$ に関する計算について復習しておく.状態 $Q$ に対して,
非決定的な状態を表すために, $Q$ の部分集合全体, すな

$\text{古典}\mathrm{f}\backslash 6^{f_{1}}\epsilon \mathrm{C}$A $\}’.k^{\backslash }\nu\backslash \text{て}$ } $\mathrm{h}$ , ffiffl, $\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{E}\text{ら}[6]\}^{r}$.\ddagger $\text{って}$

わち, $Q$ から $2=$ {0,1} への関数全体の集合 $2^{Q}$ を用
$\text{セ}J\triangleright \text{を}3\text{分}\S\rfloor \text{する}-\text{と}\mathfrak{l}^{-}.\text{より}\urcorner_{\grave{1}}|\mathrm{l}\mathfrak{B}^{f}$X $\mathrm{C}\mathrm{A}[7,8]\text{を}-\Re^{\mathrm{m}}$

いる. $Q$ の元 $q$ は, $2^{Q}$ の元 $\{q\}$ と考えることで, $Q$ か
$\mathrm{f}\mathrm{f}\backslash ]\}_{-\hat{\not\subset}\mathrm{a}\mathrm{e}\cdot t\text{る}-\text{と}\mathrm{B}}’$i $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{来る}$ . $\text{ま}\sim\sim,$ $\neq \mathrm{F}\mathrm{p}\urcorner_{\grave{1}}\mathfrak{B}rx-\mathrm{f}\mathrm{l}_{\mathrm{R}}^{h}\text{の}1$

ら $2^{Q}$ への自然な包含写像が存在する. 有限集合 $\Sigma$ を
$\mathfrak{R}\overline{\pi}\text{の}\mathrm{C}$ A $\text{を}\mathrm{p}\urcorner_{\grave{1}}\mathfrak{B}\mathrm{C}$A $\text{て}.\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathfrak{M}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{来る}-arrow \text{と}\mathrm{B}^{\mathrm{i}},\overline{\tau\backslash }\text{さ}$ n\mbox{\boldmath $\tau$} $\mathrm{A}\backslash$

入力文字の集合とするとき, 決定性有限オートマトン6. Watrous $\text{の^{}\prime}\mathrm{A}\mathrm{F}1\Xi \text{子}\mathrm{C}\mathrm{A}$ }1, $-\text{の}3\mathrm{f}\mathrm{l}3\mathrm{I}\mathrm{C}$ A $\text{を量}$

の状態遷移関数は, $\delta$ : $Q\mathrm{x}\Sigmaarrow Q$ て与えられる. そ
$\overline{*\pi t11\star*\lambda*\mathrm{f}\mathrm{f}*\mathrm{E}}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{a}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{l}$

して, 入力文字列に対する遷移関数 $\delta_{*}$ : $Q\mathrm{x}\Sigma^{\mathrm{s}}arrow Q$
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り, 同*: $Q\cross\Sigma^{*}arrow 2^{Q}$ へ拡張出来る. 一方, $\delta_{*}$ の像を 出来る. そして, 番号 $i$ の元を乃番号 $j$ の元を $q$ とし
$2^{Q}$ の元と考えてffl来る関数を $[\delta_{*}]$ と書くことにする たとき, $\alpha_{ij}=\alpha_{F}$ (p, $q$ ) と書くことにすると $s^{n}\mathrm{x}s^{n}$ 行
と, $[\delta_{*}]=[\delta]_{*}$ が成立することが簡単な計算でわかる 列, $(\alpha_{ij})$ を定義出来る.
このことは, 決定性有限オートマトン全体が非決定性
有限オートマトン全体の中に自然な形で包含されてい 命題 2.1 行列 $(\alpha_{\mathrm{i}j})$ がユニタリ行列ならば, $\overline{F}$ はユニ

ることを示している. タリ変換てある.

一方, 古典状態の一般化として量子状態を考えた場
(証明) $(\alpha_{\dot{|}j})$ がユニタリ行列で, $\langle X, X\rangle=1$ とする.

合には, 計算機構の定式化を量子状態の計算に一般化
した場合ても, 古典的な計算機構の全てが自然な形で ( $\mathrm{F}(x).\mathrm{F}(\mathrm{x})\}$ $=$

$\mathrm{t}\sum_{\mathrm{Q}^{\hslash}p\epsilon}X(p)\mathrm{F}(p),\sum_{\mathrm{q}\in Q^{\hslash}}$
X(q)F(q)》

量子的な計算機構に包含されるとは限らない. それは, $=$
$\sum_{p\in Q^{n}}\sum_{\mathrm{q}\epsilon Q^{\mathfrak{n}}}(X(p)\overline{F}(p)$

,X(q)F(q)》

量子計算過程がユニタリ性を持っていなければならす,
$\sum_{p\in Q^{\hslash}}(X(p)\sum_{Q^{\mathrm{B}}\sigma\epsilon}(X(q)\sum_{r\epsilon Q^{\hslash}}(\mathrm{r}_{(p)(r)} .\mathrm{F}(q)(r))))$

古典的に定義出来る計算機構が全てユニタリ性を持っ
ているとは限らないからてある.

$\Leftarrow$

$\epsilon Q^{\mathrm{B}}\sum_{p}$

(X(p)
$\sum_{q\epsilon \mathrm{Q}^{\hslash}}($

X(q)
$\sum_{r\in \mathrm{O}^{\hslash}}(\alpha(p,’$

) $a(q,$ $r)))$ )

量子状態を有限集合 $Q$ から複素数 $\mathrm{C}$ への関数で表 =
$\sum_{p\in Q^{\hslash}}$

(
$X(p) \sum_{q\epsilon Q^{\hslash}}($

X(q)
$\sum_{r\in Q^{\hslash}}(\alpha(p_{1}r)\cdot\overline{\alpha(\mathrm{r},g}$

))) $)$

$\llcorner,$ $Q$ から $\mathrm{C}$ への関数全体を $\mathrm{C}^{Q}$ と書く. $Q$ の元 $q$ に
$-\Leftrightarrow$

$\nu\epsilon Q^{\hslash}\sum_{1}$

{X(p). $X(p))$

対して, $[q]\in \mathrm{C}^{Q}$ を以下のように定義する.

$[q](x)=\{$
1 $(x=q)$

0 $(x\neq q)$

$\mathrm{C}^{Q}$ は $Q$ の元を基底に持つ $\mathrm{C}$ 上の線形空間と考えら
れる. また, $\mathrm{C}^{Q}$ ての内積は, $lp,$ $q\rangle$

$= \sum_{x\in Q}(p(x)\cdot q(x))$

で定義する.
$\mathrm{C}^{(Q^{\mathrm{n}})}$ は $\mathrm{C}$ 上の線形空間としては, $n$ 個の $\mathrm{C}^{Q}$ のテ

ンソノレ積 $\mathrm{C}^{Q}\otimes \mathrm{C}^{Q}\otimes\cdots\otimes$ CQ すなわち, $p\in Q^{n}$ に–,
対して, $[\mathrm{p}]=[p_{1}]\otimes[p_{2}]n\otimes\cdots\otimes\triangleright,]$ と考えることが出
来る. $\mathrm{C}^{(Q^{\hslash})}$ での内積は, $p,$ $q\in Q^{n}$ に対して,

$([p]. [ \mathrm{q}]\rangle = \sum ([p]1\sim)\cdot[g)(\mathrm{r}))$

$\varpi\epsilon Q^{h}$

$=$ $\sum$ (( $[p_{1}](*_{1})[p_{2}](\mathrm{r}2)\cdots$ [$p$n](a. }}
( $oe_{1}.oe_{2},\ldots,\mathrm{r}$ n)\’e $Q^{n}$

. $([q_{1}](\mathrm{r}_{1})[q_{2}|(a_{2})\cdots[q_{\hslash}|(\mathrm{a}_{n})))$

$=$
$\sum_{\epsilon_{1}\epsilon 0}(\triangleright_{1}](\mathrm{a}_{1})|q_{2}][s_{1}))\cdot\sum_{\mathrm{a}_{2}\in Q}.([p_{2}](*_{2})[q_{2}](\mathrm{r}_{2}))$

. . .
$\sum_{\approx_{\hslash}\epsilon \mathrm{Q}}([\mathrm{p}_{\mathrm{B}}](\epsilon_{\mathrm{B}})[q_{\mathrm{h}}](\epsilon_{\pi}))$

$\wedge$ $([\mathrm{P}11. \mathrm{t}\mathrm{r}_{1}1)\{[p21,1\sigma \mathrm{a}]\}\cdots([p_{\hslash}], [q_{\hslash}])$

とをる.

関数 $F:Q^{n}arrow \mathrm{C}^{(Q^{\mathrm{B}})}$ に対して, $\alpha_{F}$ : $Q^{n}\mathrm{x}Q^{n}arrow \mathrm{c}$

を $\alpha_{F}$ (p, $q$ ) $=F$(p)(q) て定義する. また, $\overline{F}:\mathrm{C}^{(Q^{n})}arrow$

$\mathrm{C}^{(Q^{\hslash})}$ を
$\overline{F}(X)=\sum_{q\in Q^{\mathfrak{n}}}$

($X(q)(F$(q))) て定義する. 任

意の量子状態 $X\in \mathrm{C}^{(Q^{n})}$ に対して, $||X||=1$ のとき,
必す, $||\overline{F}(X)||=1$ となるとき, $\overline{F}$ を $\underline{\mathrm{n}_{-}-g\mathrm{l}}$) $\mathfrak{B}\mathrm{R}$ と

言う.
$Q$ は有限集合なのて, $Q$ の元には自然に 1 から $s$ ま

での番号付をすることが出来, 辞書式順序により, $Q^{n}$

の元にも自然に 1 から $s^{n}$ まての番号付をすることが

より, $\overline{F}$ がユニタリ変換てあることが示される. 口

命題 2.2 関数 $\sigma$ : $Q^{n}arrow Q^{n}$ に対して, $\hat{\sigma}$ : $\mathrm{C}^{Q^{\mathfrak{n}}}arrow$

$\mathrm{c}^{Q^{n}}$ を $\hat{\sigma}(X)(p)=X$ (\sigma (p)) て定義する. このとき,
$\hat{\sigma}=\overline{[\sigma]}$ てあり, $\hat{\sigma}$ がユニタリ変換であることと, $\sigma$ が

全単射てあることとは同値てある. 口

(古典的な) $\mathrm{t}$ lオ– ト 7 ト $\grave{d}(\mathrm{C}\mathrm{A})$ とは, 局所関数
$f$ : $Q\mathrm{x}Q\mathrm{x}Q$ \rightarrow Q に対して, 大域関数 $F:Q^{n}arrow Q^{n}$

を $F(q):=f(q_{\dot{|}-1}, q6q:+1)$ て定義して出来る, $Q$ 上の

状態遷移系のことである.

$Q=$ {0,1} のとき, 局所関数は, 8 つの値
$f(0,0, 0)=r_{0},$ $f(0_{\mathrm{I}}0,1)=r_{1},$ $f(0,1, 0)=r_{2}$ ,
$f(0,1, 1)=r_{3},$ $f(1,0, \mathrm{O})=r_{4},$ $f(1,0, 1)=r_{5}$ ,
$f(1,1, 0)=r_{6},$ $f(1,1, 1)=r_{7}(r:=0,1)$

て定まる.
$R=2^{7}r_{7}+2^{6}r$6 $+2^{5}r$5 $+2^{4}r_{4}+2^{3}r$3 $+2^{2}r_{2}+2^{1}r_{1}$

$+2^{0}r_{0}$

とすると, 全ての局所関数に 0 から 255 までの数を定
めることが出来る. この数 $R$ を局所関数 $f$ の規則番号
という. また, 規則番号 $R$ の局所関数を $f_{R}$ と書くこ
とにする. 次の表は, 規則番号 204, 240, 170 に対する
遷移表てある.

規則 10 101 100 01 010 001 000
204 10011 0 0
規則 10 101 $100^{---}01$ 010 $\mathrm{Q}\mathrm{Q}$) 000
240 1 1 1 0 0 0 0
規則 10 101 100 01 010 001 000
170 0 1 0 10 1 0
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$f_{204}$ は恒等写像, $f_{240}$ は右シフト, $f170$ は左シフト (ii) $\overline{G\mathrm{o}\sigma}$がユニタリ変換であることと, $\overline{G}$ がユニタ

を定める局所関数になっている. また, $R=0,$ $\cdots 1$
) 27 リ変換であることは同値である. $\square$

に対する $f_{R}$ と $R=255,$ $\cdots,$
$1$ 28 に対する $f_{R}$ は, それ

ぞれ, 0, 1 を反転したものであり, 同じ物と考えられる.
$Q^{n}$ $arrow\sigma$ $Q^{n}$ $arrow G$ $\mathrm{c}^{(Q^{n})}$

3 量子セルオートマトン $\mathrm{c}^{(^{\mathrm{n}}}\}_{)}\vec{\dot{\sigma}}\mathrm{c}^{(^{*})}1arrow\sigma$
$\mathrm{c}^{(Q^{\mathfrak{n}})}\#$

局所関数 $f$ : $Q\mathrm{x}Q\mathrm{x}Qarrow \mathrm{C}^{Q}$ に対して, 大域関 定理 4.3 関数 $e:Q^{3}arrow Q$ と関数 $g:Qarrow \mathrm{C}^{Q}$ の結合
数 $F$ : $Q^{n}arrow \mathrm{C}^{(Q^{n})}$ を $F$ (q)(x) $=f(q_{0}, q_{1}, q_{2})x_{1}$ $f=g\circ e$ て定まる局所関数 $f$ : $Q^{3}arrow \mathrm{C}^{Q}$ は, 以下の
$f$ (q1, $q_{2_{1}}q_{3}$ ) $x_{2}\cdots f$ ($q_{n-1},$ $q$n’ $q_{n+1}$ ) $x_{n}$ で定義し, $\overline{F}$ : 2 条件の両方を満足するときに量子 $CA$ を定義する.
$\mathrm{C}^{(Q)}.arrow \mathrm{C}^{\{Q^{\mathfrak{n}})}$ により, $\mathrm{C}^{(Q^{n})}$ 上の状態遷移系が定

(i) $F_{e}$ : $Q^{n}arrow Q^{n}$ が全単射となる.
まる. 局所関数 $f$ }ま, この $\overline{F}$ がユニタリ変換となると

き, 量子セルオートマトンを定義すると言う. (ii) $g$ : $Qarrow \mathrm{c}^{Q}$ から定まる行列 $(\lambda_{1j}.)$ がユニタリ行

古典的な $\mathrm{C}\mathrm{A}$ の局所関数 $f$ : $Q^{3}arrow Q$ に対する大域関 列である. $\square$

数を $F_{f}$ : $Q^{n}arrow Q^{n}$ とする. この $F_{f}$ の像を $\mathrm{C}^{Q^{\mathfrak{n}}}$ の元 例 4.4 有限集合 $L,$ $M,$ $R$ に対して, $Q=L\mathrm{x}M\mathrm{x}$

と考えて出来る関数を $[Ff]:Q^{n}arrow \mathrm{c}^{Q^{\hslash}}$ とする. 一方,
$R$ とする. $e$ : $Q^{3}arrow Q$ を $e(((l_{1}, m_{1}, r_{1}),$ ( l2, $m_{2},$ $r_{2}$ ),

$f$ の像を $\mathrm{C}^{Q}$ の元と考えて出来る関数を $[f]:Q^{3}arrow \mathrm{c}^{Q}$

$(l3, m3, r3)))=(l_{3}, m2, r_{1})$ とし, $g$ : $Qarrow \mathrm{C}^{Q}$ を
とする. この $[f]$ を量子 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ の局所関数と考え, 大域関 $g(q)=[q]$ とする. このとき, $f=g\mathrm{o}e$ とすると, $f$ :
数を $F(f$] : $Q^{n}arrow \mathrm{C}^{(Q^{\mathrm{B}})}$ とずる. このとき, $[F_{f}]=F_{[f]}$

$Qarrow \mathrm{C}^{Q}$ は量子 $CA$ を定義する. 実際, $F_{e}$ : $Q^{n}arrow Q^{n}$

が成立つことが簡単な計算て確かめられる. しかし, 任 は, $F_{e}(((l:, m_{i}, r_{i})))_{j}=$ ( $l_{\mathrm{j}+1},$ $m$j, $r_{j-1}$ ) であり全単射
意の局所関数 $f$ : $Q^{3}arrow Q$ に対して, $[f]$ が量子 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ を になり, $g$ から定まる行列 $(\lambda\dot{.}\mathrm{j})$ は単位行列となりユ
定義する , すなわち, $\overline{[F\prime]}$がユニタリ変換になるとは限 ニタリ行列である.
らない. そして, 次の命題が導かれる.

例 4.4 において, 異なる $g$ ; $Qarrow \mathrm{C}^{Q}$ に対しても,

命題 3.1 $F_{f}$ : $Q^{n}arrow Q^{n}$ が全単射のときに限り, $[f]$ $g$ から定まる行列 $(\lambda_{\dot{l}j})$ がユニタリ行列てあれば $f$ :
は量子 $CA$ を定義する. $\square$ $(L\mathrm{x}M\mathrm{x}R)^{3}arrow(L\mathrm{x}M\mathrm{x}R)$は量子 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ となり, こ

れが文献 [4] の $\underline{\theta \mathrm{f}\mathfrak{F}11\neq \mathrm{t}/\triangleright*-\text{ト}7\text{ト}\grave{\vee}}$てある.

4 分割量子セルオートマトン 例 4.5 $Q=$ {0,1} とし, $e$ : $Q^{3}arrow Q$ を $F_{e}$ : $Q^{n}arrow Q^{n}$

が全単射になる関数とする. 9: $Q$ \rightarrow CQ から定まる

関数 $g$ : $Qarrow c^{Q}$ に対して, $G$ : $Q^{n}arrow \mathrm{C}^{(Q^{n})}$ を行列 $\mathrm{A}=(\lambda\dot{.}j)$ を $\mathrm{A}=(\begin{array}{ll}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\theta -\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\theta\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\theta \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\theta\end{array})$ とすると,
$G(q)(x)=g(q_{1})x$ 1 $g$ (q2)x2. . $g(q_{n})x$, で定義し, $\lambda$ :
$Q\mathrm{x}Qarrow \mathrm{C}$ を $\lambda(p, q)=g$(p)(q) て定義する. $f=g\circ e$ で定まる局所関数は量子 $CA$ を定義する. こ

第 2 節と同様に, $Q^{n}$ の元に 1 から $s^{n}$ までの番号付 れは, 局所関数 $e$ と $e$ を反転した局所関数とを合或し

た量子 $CA$ が構威出来ることを示している.を行 $\mathrm{A}\mathrm{a}$ , 関数 $\alpha_{G}$ : $Q^{n}\mathrm{x}Q^{n}arrow \mathrm{C}$に対して, $s^{n}\mathrm{x}s^{n}$ 行

列 $(\alpha_{\dot{\mathrm{z}}j})$ が定まる. また, 同様に $Q$ の元に 1 から $s$ま例 4.6 $Q=$ {0,1} $\mathrm{x}$ {0,1} とし, $e$ ((a1, $b_{1}$ ), (a2, $b_{2}$ ),
ての番号付を行い, 関数 $\lambda$ に対して, $s\mathrm{x}s$ 行列 $(\lambda_{ij})$ $(a_{3}, b_{3}))=(a_{1}, b3)$ $g:Q$ \rightarrow CQ から定まる行夕 I\downarrow \Lambda $=$

が定まる. $(\lambda.\cdot j)$ を

ユニタリ行列であることは同値てある. 口

命題 4.1 $(\lambda_{1j}.)$ がユニタリ行列てあることと $(\alpha_{\mathrm{i}j})$ が
$\Lambda=(\begin{array}{llll}1 0 0 00 \mathrm{l} 0 00 0 0 10 0 1 0\end{array})$

命題 4.2 $\sigma$ : $Q^{n}arrow Q^{n}$ を全単射とするとき, 以下の
とすると, $f=g\mathrm{o}e$ て定まる局所関数は量子 $CA$ を定

性質が成立つ.
義し, $f$ ((a1, $b_{1}$ ), (a2, $b_{2}),$ $($a3, $b_{3})$ ) $=(a_{1}, a1\oplus \mathrm{k})$ て

(i) $\overline{G\mathrm{o}\sigma}=\overline{G}0\hat{\sigma}$ である. ある.
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5 挙動解析 $F_{f}$ が全単射になり, $f$ が量子 $CA$ を定義することがゎ
かる.

ここでは、例 4.5 と同様の、 古典的な 3 近傍局所関
数と 2 次元のユニタリ変換との合成で構成される量子 $g:Qarrow \mathrm{C}^{Q}$ で定義される関数 $G:Q^{n}arrow \mathrm{C}^{Q}$‘にょっ
$\mathrm{C}\mathrm{A}$ の挙動について述べる。 て定まる $2^{n}\mathrm{x}2^{n}$ 行列 $(\alpha_{ij})$ は、

$Q$ $=$ {0,1} とし、 セルサイズを n、 規則番号
$R$ の古典的 3 近傍局所関数を $e$ : $Q^{3}$ $arrow$ Q、 $( \alpha\dot{.}j)=\frac{\Lambda(\theta)\otimes\Lambda(\theta)\otimes\cdots\otimes\Lambda(\theta)}{n}$

$\Lambda(\theta)=(\begin{array}{ll}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\theta -\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\theta\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\theta \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\theta\end{array})$ から定まる関数を $g:Q$ \rightarrow

となる。 また、 同様にして、 $e$ : $Q^{3}arrow Q$ で定義され
$\mathrm{C}^{Q}$ とする。 合成関数 $f=g\circ e$ で定義される量子 CA る関数 $F_{\mathrm{e}}$ : $Q^{n}arrow Q^{n}$ によって $2^{n}\mathrm{x}2^{n}$ 行列 $(\beta_{ij})$ を
を $QCA-(R$, の (n) で表すことにする。 定めることが出来る。 この $QCA-$ $(R, \theta)$ (n) の大域関

2 状態, すなわち, $Q=$ {0,1} の $\mathrm{C}\mathrm{A}$ に対して,セ数 $F:Q^{n}arrow \mathrm{c}^{Q^{n}}$ }こよって定められる遷移行列 $\Gamma$ は、
ルサイズを 3 から 22 まで変えて, 局所関数 $f_{R}(R=$

128, $\cdots,$ $255$ ) が量子 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ を定義するものを計算実験で $\Gamma=(\beta_{1j}.)(a_{ij})$

探し列挙した,ものが以下の表である.
となり、 $F_{\mathrm{e}}$ が全単射であれば $\Gamma$ はユニタリ行列てある。
図 1\sim 8 に、セルサイズが 4 と $5_{\backslash }\theta$ を 0 から $\pi/2$ ま

て動かしたときの量子 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ の計算機実験の結果を示す。
この実験ては、 各セルが 1 になる確率を表しており、
セルが黒であれば、 1 になる確率が 1、 白であれば 1 に
なる確率が 0 (0 になる確率が 1) を示している。
ます、 $F_{e}$ が全単射となる一番単純な場合、すなわち、

$e$ が恒等写像 (規則番号 204) であるときを考える (図
1)。このとき、 $(\beta_{1j}.)$ が単位行列であり、 $\Gamma=(\alpha_{i\mathrm{j}})=$

$\Lambda(\theta)\otimes\cdots$ \otimes A(のとなり、以下がいえる。

補題 5.2 $F$ : $Q^{n}arrow \mathbb{C}^{Q^{\mathrm{n}}}$ を $QCA-$ $(204, \theta)$ (n) の大
域関数とし、

$A=$ { $1$ が偶数個ある様相全て} $\subset Q^{n}$

とする。 このとき、 $\forall X\in \mathbb{C}^{Q^{n}}$ $\forall y\in Q^{n}$ に対して、

1. $F(y)(y)=\cos\theta$

例 5.1 セルサイズが 4, または, 5 のとき, 局所関数
$fi_{50}$ (x, $y,$ $z$ ) $=x+y+z$(m0d2) は量子 $CA$ を定義す
る. 大域関数 $F_{f}$ は,

$F_{f}(x)$ : $=$ $x_{i-1}+xi$ $+xi+1$

2. $y\in A$ ならば、 $F(y)(\overline{y})=(-\sin\theta)$ n

3. $y\in Q^{n}-A$ ならば、 $F(y)(\overline{y})=-(-\sin\theta)^{n}$

4. ( $\Lambda(\theta)\otimes\cdots\otimes$ A($\theta$)) (A($\theta’)\otimes\cdot$ . . $\otimes$ A($\theta’$ ))
$=\Lambda(\theta+\theta’)\otimes\cdots\otimes\Lambda(\theta+\theta’)$

$\mathrm{z}_{f}^{2}(x)_{i}$ $=$ $x_{1-2}.+xi$ $+xi+2$

$F_{f}^{3}(x)_{\dot{*}}$ $=$ $x_{i-\theta}+$ x$:-2+xi+x*\cdot+2+x:+3$

となる。セノレサイズが 4 の場合, $F_{f}^{2}(x):=x_{\dot{\mathrm{s}}+2}+X:+$

$x_{1+2}.=x_{\dot{*}}$ となり, $F_{f}^{2}(x)=x$ となる。 セノレサイズが 5
の $\mathrm{a}\mathrm{e}_{\mathrm{I}3}^{\mathrm{A}}$ , $F_{f}^{3}(x)_{i}=x_{i+2}+X:+\mathrm{s}+x_{\dot{*}}+x:+2+x_{i+3}=x_{i}$

となり, $F_{f}^{3}(x)=x$ となる. すなわち, 任意の $x\in Q^{n}$

$(.n=4,5)$ に対して, $F_{f}(y)=x$ となる $y$ が存在し,

Im明. $\Gamma=\Lambda(\theta)\otimes\cdots\otimes\Lambda(\theta)$ の $(i, i)$ 戒分は、 $\cos\theta$
‘

$(i, 2^{n}-i)$ 成分は、 $\sin\theta$ もしくはー $\sin\theta$ となること
がわかる。 $n$ による帰納法により、 1\sim 3 が成り立っこ
とがわかる。 4 については、 自明てある。 口

このことから、 以下が言える。

定理 5.3 $QCA-(204, \theta)\Subset)$ は、 周期 $m$ をもっ。
ただし、
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. $n$ が偶数のとき、 $m$ は $m\theta=k\pi(k\in \mathbb{Z})$ を満た
す正整数. $n$ が奇数のとき、 $m$ は $m\theta=2k\pi(k\in \mathbb{Z})$ を満た
す正整数

図 1 と図 2 を比べてみると、規則 170 は左シフトであ
るので、規則 204 の時の挙動 (図 1) に各遷移ごとに状
態が左シフトしていることがわかる。左シフト (規則
170)、右シフト (規則 240) については、恒等写像であ
る規則加 4 の場合と同様の周期性を持っ。
次に、局所関数 $e$ の規則番号が 150 である場合につ

いて考える。先にあげた表により、セルサイズが 3 の
倍数でない場合に、 $e$ は量子 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ を定義する。 セルサ
イズが 4 のとき、 以下を示すことが出来る (図 3)。

定理 5.4 $QCA-$ $(150, \theta)$ (4) は、 周期 $2m$ をもっ。 た
だし、 $m$ は $2m\theta=k\pi(k\in$ 句を満たす正整数とする。

証明.
$\Gamma_{i\dot{l}}^{2m}=\cos(2m\theta)$ $(\forall n\in \mathrm{N},\forall i)$

となることを帰納的に示すことが出来る。 っまり、
$2m\theta=k\pi$ であれば、 $\Gamma_{\mathrm{i}}^{2m},\cdot=1$ となる。 口

また、 計算実験の結果 (図 3,4) より、 局所関数 $e$ の

規則番号が 150 であり、 $\theta=\frac{\pi}{4}$ のとき、 以 Tが予想さ
れる。

CA とは異なる. 従って計算能力はセルサイズが限ら
れれるため万能とはならないが, 一方で, 量子 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ を定

義出来るかどうかの条件は, より明確な形で定式化さ
れている. 今後は, 量子 CA として実現可能な具体的
な局所関数の構成, 合成などを考え, 計算機実験などと
通して、 一般的な量子計算機構の構成, 合威に関する
性質を考察していきたい.
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6 おわりに

本稿で取り扱った $\mathrm{C}\mathrm{A}$ は, 有限の巡回型 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ であり

Watous[4], 森田, 原尾ら [6] が取り扱った境界無しの
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0 0.01 0.1 0.2 0.5 $\pi$/6 $\pi$ /5 $\pi$/4 $\pi$ /3 $\pi$/2

図 1: 規則番号 204、 サイズ 4

.

0 0.01 0.1 0.2 0.5 $\pi$ /6 $\pi$ /5 $\pi$/4 $\pi$/3 $\pi$/2

図 2: 規則番号 17O、 サイズ 4

0 0.01 OJ 0.2 0.5 $\pi$ /6 $\pi$/5 $\pi$/4 $\pi$/3 $\pi$/2

図 3: 規則番号 150、 サイズ 4

0 0.01 0.1 0.2 0.5 $\pi$/6 $\pi$/5 $\pi$ /4 $\pi$ /3 $\pi$/2

図 4: 規則番号 150、 サイズ 5
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0 0.01 0.1 0.2 0.5 $\pi/6$ $\pi/5$ $\pi/4$ $\pi/3$ $\pi/2$

図 5: 規則番号 154、 サイズ 5
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0 0.01 0.1 0.2 0.5 $\pi/6$ $\pi/5$ $\pi/4$ $\pi/3$ $\pi/2$

図 6: 規則番号 166、 サイズ 5
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図 7: 規則番号 180、 サイズ 5

0 0.01 0.1 0.2 0.5 $\pi/6$ $\pi/5$ $\pi/4$ $\pi/3$ $\pi/2$

図 8: 規則番号 210、 サイズ 5


