
192

Z(p、代数上の $\overline{W}_{n}$ の $\hat{\mathcal{G}}^{(\mu)}$ による拡大について

中央大学・数学専攻 $(\mathrm{M}2)$ 新妻康弘 (Yasuhiro Niitsuma)

Department of Mathematics,
Chuo University

ff.
$S$ をスキー $\text{ム}$ , $G$ を $S$ の上の群スキー $\text{ム}$ , $H$ を $G$ が作用する $S$ の上の可換群スキー\Delta

とする. $G$ の $H$ による拡大の同値類の群 $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{S}^{1}$ (G, $H$) を決定すること, あるいは, $G$ と $H$

が線型的である場合に $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{S}^{1}$ (G, $H$) の部分群てある Hochschild cohomology群 $H^{2}.(G, H)$

を決定すること, さらに, $G$ が可換て $G$ の $H$ の上への作用が自明である場合に $H^{2}(G, H)$

の部分群である対称 Hochschild cohomolo釘群 $H_{0}^{2}(G, H)$ を決定することは群スキームの

理論の中でも重要な問題であるが, $S=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}K$ ( $K$ は体) の場合, 基本的な群スキーム

に対する結果が Demazure-Gabriel[1] に集大成されている.
このような研究を一般の環の上で展開することは自然な試みであるが, 長さ $n$ の Witt

vector の加法的群スキーム $W_{n}$ と乗法的群スキーム G。に関して, 関ロー諏訪 [3] では, –

般の $k_{\mathrm{P})}$ 代数 $A$ に対して $H_{0}^{2}(\overline{W}_{n,A},\hat{\mathrm{G}}_{m,A})$ や $H_{0}^{2}$ ( $W_{n,A},$
$\mathrm{G}$m,A) の記述が得られている. ま

た, 乗法 $T\mapsto T\otimes 1+1\otimes T+\lambda T\otimes T$ をもつ群スキーム $\mathcal{G}^{(\lambda)}=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}A$ [T, 1/(\lambda T+1)] に

関して, 関ロー諏訪 [4] では, 一般の $\sim_{p)}$ 代数 $A$ に対して $H_{0}^{2}(\hat{\mathcal{G}}^{(\lambda)},\hat{\mathcal{G}}^{(\mu)})$ や $H_{0}^{2}(\mathcal{G}^{(\lambda)}, \mathcal{G}^{(\mu)})$

の記述が得られている.

本稿ては, [3] の結果に [4] て提示されているWitt vectorの変形と, Artin-Hasse exponen-

tial series の変形を援用することによって, 一般の $\mathbb{Z}(p)$ 代数 $A$ に対して $H_{0}^{2}(\overline{W}_{n,A}, \mathcal{G}\hat("))$ や

$H_{0}^{2}(W_{n,A}, \mathcal{G}^{(\mu)})$ の完全な記述を与える. また, $A$ が離散付値環であるとき, $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{A}^{1}(W_{n,A}, \mathcal{G}^{(\mu)})$

の完全な記述を与え, 自然な写像 $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{A}^{1}$ (Wn,A, $\mathcal{G}^{(\mu)}$ ) $arrow \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{A}^{1}(\overline{W}_{n,A},\hat{\mathcal{G}}^{(\mu)})$ が単射である例

と単射でない例を与える.

1. [3] の主結果の復習.
この節では, 今回得た結果の基となる [3] の主結果を復習する.

1.L 多項式 $\Phi_{r,n}(T)\in \mathbb{Z}[T_{0},T1, ..., T_{n-1}]$ を

$\Phi_{r,n}(T)=\{\begin{array}{l}\Phi_{r}(T_{0},T_{1},\ldots,T_{r})(r\leq n-\mathrm{l})\Phi_{r}(T_{0},T_{1},\ldots,T_{n-1},0,\ldots,0)(r\geq n)\end{array}$

とおくとき, Artin-Hasse exponential series の変形 $E_{p,n}$ (U; $T$) は

$E_{p,n}(U;\mathrm{i})$ $= \exp[\sum_{r\geq 0}\frac{1}{p^{r}}\Phi_{r}(\mathrm{E}/)\Phi_{r,n}(\mathrm{J})]\in \mathbb{Z}_{(p)}[U][[T_{0}, T)_{\}}\ldots,T_{n-1}]]$
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によって定義される. また, 多項式 $S_{n,n+i}$ (X, $\mathrm{Y}$ ) $\in \mathbb{Z}[X_{0}, \ldots, X_{n-1} , Y_{0}, . . . , Y_{n-1}]$ を

$S_{n,n+i}(X, \mathrm{Y})=S_{n+i}(X_{0}, \ldots, X_{n-1},0, \ldots, 0, Y_{0}, \ldots, Y_{n-1},0, \ldots, 0)$

とおくとき, Artin-Hasse exponential series の変形 $F_{p,n}$ (U; $X,$ $\mathrm{Y}$) は

$F_{p}$ , $n$ (U; $X,$ $\mathrm{Y}$ ) $= \exp[\sum_{r\geq 0}\frac{1}{p^{r}}\Phi_{r}$(U) $\Phi_{r}$ ( $S_{n}$ , $n$ (X, $\mathrm{Y}$ ), $S_{n,n+1}(X,$ $\mathrm{Y}),$
$.$ ..) $]$

$\in \mathbb{Z}(p)[U][[X_{0}, X_{1}, \ldots, X_{n-1}, Y_{0}, i, \ldots, Y_{n-}1]]$

によって定義される.

1.2. $A$ を $\mathbb{Z}_{(p)}[M]$ 代数とする. 複体

$C^{1}(\hat{W}_{n,A},\hat{\mathrm{G}}_{m},A)arrow C^{2}(\overline{W}_{n,A},\hat{\mathrm{G}}_{m}\partial,A)$

は

$C^{1}(\overline{W}_{n,A},\hat{\mathrm{G}}_{m},A)=\{F(T)\in A[[T_{0},T_{1}, ..., T_{n-1}]];F(T)\equiv 1\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \deg 1\}$,
$C^{2}(\overline{W}_{n,A},\hat{\mathrm{G}}_{m},A)$

$=\{F(X, \mathrm{Y})\in A[[X_{0}, \ldots, X_{n-1}, Y_{0}, . .., Y_{n-1}]];F(X, \mathrm{Y})\equiv 1\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \deg 1\}$

によって定義される. ここで, boundary map は

�: $F(T)\mapsto F$ (X) $F$(Y) $F(S(X, \mathrm{Y}))^{-1}$

である. さらに, $B^{2}(\overline{W}_{n,A},\hat{\mathrm{G}}_{m,A})$ を

$B^{2}(\overline{W}_{n,A},\hat{\mathrm{G}}_{m},A)=\{F(X)F(\mathrm{Y})F(S(X, \mathrm{Y}))^{-1};F(T)\in C^{1}(\overline{W}_{n,A},\hat{\mathrm{G}}_{m,A})\}$

とおき, 対称な 2-cocycle の群 $Z_{0}^{2}(\overline{W}_{n,A},\hat{\mathrm{G}}_{m,A})$ を

$Z_{0}^{2}$ ( $\overline{W}_{n,A},\hat{\mathrm{G}}_{m}$,A)

$=\{\begin{array}{lll}F(X,\mathrm{Y}) .,F(\mathrm{Y},X)F(X,\mathrm{Y})= \in C^{2}(\hat{W}_{n,A},\hat{\mathrm{G}}_{m,A}) F(X,\mathrm{Y})F(S(X,\mathrm{Y}),Z)= F(X,S(\mathrm{Y},Z))F(\mathrm{Y},Z)\end{array}\}$

とおく。 そして, この場合の対称Hochschild cohomology群は

$H_{0}^{2}(\overline{W}_{n,A},\hat{\mathrm{G}}_{m},A)=Z_{0}^{2}(\overline{W}_{n,A},\hat{\mathrm{G}}_{m},A)$/B2(v $n$ ,$A$ , $\hat{\mathrm{G}}_{m}$

,$A$ )

によって定義される.
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1.3. 群の準同型写像 $\xi_{n}^{0},$ $\xi_{n}^{1}$ を, それぞれ

$a\mapsto E_{p,n}(a;T)$ : $W(A)arrow C^{1}(\overline{W}_{n,A},\hat{\mathrm{G}}_{m},A)$ ,
$a\mapsto F_{p,n}(a;X, \mathrm{Y})$ : $W(A)arrow Z^{2}(\overline{W}_{n_{\}}A},\hat{\mathrm{G}}_{m},A)$

によって定義する時, 次の複体に関する図式

$W(A)$
$arrow\xi_{n}^{0}$

$C^{1}(\overline{W}_{n,A\}}\hat{\mathrm{G}}_{m,A})$

$F^{\mathfrak{n}}\downarrow$ $\downarrow\partial$

$W(A)$
$\vec{\xi_{n}^{1}}$

$Z^{2}(\overline{W}_{n,A},\hat{\mathrm{G}}_{m,A})$ .

は可換である. さらに, この可換図式より cohomology群の準同型

$\xi$: : $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}[F^{n} : W(A)arrow W(A)]arrow \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{A-\mathrm{g}\mathrm{r}}(\overline{W}_{n,A},\hat{\mathrm{G}}_{m},A)$ ,
$\xi$ ! : $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}[F^{n} : W(A)arrow W(A)]arrow H_{0}^{2}(\overline{W}_{n,A},\hat{\mathrm{G}}_{m},A)$

が誘導される. この時, [3] では次のような結果が得られている :
関ロー諏訪 [3] の主結果. $A$ を $k_{\mathrm{P}}$) 代数とする. この時, 対応 $a\mapsto E_{p,n}$ (a; $T$) は同型

$\xi_{n}^{0}$ : $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}[F^{n} : W(A)arrow W(A)]$ $arrow\sim$ $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{A-\mathrm{g}\mathrm{r}}(\overline{W}_{n,A},\hat{\mathrm{G}}_{m},A)$

を与える. また, 対応 $a\mapsto F_{p,n}$(a; $X,$ $\mathrm{Y}$ ) は同型

$\xi$A: $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}[F^{n} : W(A)arrow W(A)]$ $arrow\sim$
$H_{0}^{2}$ ( $W_{n,A},\hat{\mathrm{G}}$

m,$A$ )

を与える.

群スキームの場合に対しても同様に, 次のような具体的な記述が得られている :
$A$ を $\mathbb{Z}_{(p)}$ 代数とする. この時, 対応 $a\mapsto E_{p,n}$ (a; $T$) は同型

$\xi_{n}^{0}$ : $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}$ [ $F^{n}$ : $\overline{W}(A)arrow\overline{W}($A)] $arrow\sim$
$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{A-\mathrm{g}\mathrm{r}}$( $W_{n,A}$ , Gへ,A)

を与える. また, 対応 $a\mapsto F_{p,n}$(a; $X,$ $\mathrm{Y}$ ) は同型

$\xi$A: $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}[F^{n} : \overline{W}(A)arrow\overline{W}(A)]$ $arrow\sim$
$H_{0}^{2}(W_{n,A}, \mathrm{G}_{m,A})$

を与える.

2. 主定理.

加法的群スキームと乗法的群スキームを結ぶ群スキーム $\mathcal{G}^{(M)}$ とその性質を復習する.

2.1. $A$ を $\mathbb{Z}[M]$ 代数とする. $A$ 上の群スキーム

$\mathcal{G}(")=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}A[T, \frac{1}{1+MT}]$
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は次によって定義される :

(1) multiplication : $T\mapsto T\otimes 1+1\otimes T+MT\otimes T\mathrm{i}$

(2) unit : $T\mapsto 0$ ;

(3) inverse : $T \mapsto-\frac{T}{1+MT}$ .
$\mathcal{G}^{(M)}$ は, $M$ が $A$ において可逆の時 $\mathrm{G}_{m,A}$ と同型であり, $M=0$ の時 $\mathrm{G}_{a,A}$ に一致す

る. また, $\hat{\mathcal{G}}^{(M)}$ によって $\mathcal{G}^{(M)}$ を zero section に沿って formal completion した形式群ス
キー\Deltaを表わす

2.LL $A$ を $\mathbb{Z}[M]$ 代数とする. $B=A[t]/(t^{2}-Mt),$ $\epsilon$ を $t$ の $B$ における像とする時,

formal group の split する exact sequence

$0arrow\hat{\mathcal{G}}^{(M)}arrow$
$(\overline{\prod_{B/A}\mathrm{G}_{m,B}})arrow\hat{\mathrm{G}}_{m}$, $Aarrow$ O

が存在する. ここで, $\hat{\mathcal{G}}^{(M)}arrow(\overline{\prod_{B/A}\mathrm{G}_{m,B}})$ の有理点の対応は $a\mapsto 1+\epsilon a$ で与えられ,

$(\overline{\prod_{B/A}\mathrm{G}_{m,B}})arrow\hat{\mathrm{G}}_{m,A}$ の有理点の対応は $b\mapsto b\mathrm{m}$od $\Xi$ で与えられる (cf. [4]).

[4] で提示されている Witt vector の変形 $W^{(M)}$ とその性質を復習する.

2.2. 多項式 $\Phi_{r}^{(M)}(T),$ $S_{r}^{(M)}(X, \mathrm{Y})$ , $P_{r}^{(M)}(X, \mathrm{Y})$ , $F_{r}^{(M)}(T)$ をそれぞれ

$\Phi_{r}^{(M})(T)=\frac{1}{M}\Phi_{r}$(Mn, . . . , $MT_{r}$ ) $\in \mathbb{Z}$ [M] $[T_{0}, T_{1}, . . . , T_{r}]$ ,

$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{M)}(X, \mathrm{Y})=\frac{1}{M}S_{r}$(MX0, . . . , $MX_{r},$ $MY_{0},$
$\ldots,$

$M\mathrm{K}$ ) $\in \mathbb{Z}[M]$ [X0, . . . , $X_{r},$ $Y_{0},$
$\ldots,$

$Y_{r}$],

$P_{r}^{(M)}(X, \mathrm{Y})=\frac{1}{M}7_{r}$ (X0, . . . , $X_{r},$ $MY_{0},$ . . . , $MY_{r}$ ) $\in \mathbb{Z}$ [M] [X0, $..$ ., $X_{r},$ $Y_{0},$
$\ldots,$

$Y_{r}$],

$F_{r}^{(M)}(T)= \frac{1}{M}F_{r}(MT_{0}, \ldots, MT_{r+1})\in \mathbb{Z}[M]$ [ $T_{0},$
$\ldots,$

$T$
r’

$T_{r+1}$ ]

によって定義する. この時 $\mathbb{Z}[M]$ 上の $W_{\mathbb{Z}[M]}$ -module

$W^{(M)}=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathbb{Z}$[M] [n, $T_{1},$ $T_{2},$
$\ldots$ ]

は次によって定義される :

(1) multiplication : $T_{i}\mapsto S$} $M$)
$(T\otimes 1,1\otimes T)$ ;

(2) action : $T_{i}\mapsto P_{i}^{(M)}(T\otimes 1,1\otimes T)$ .

また, 準同型写像 $F^{(M)}$ : $W^{(M)}arrow W^{(M)}$ は

$T_{0}\mapsto$ FdM)(T), $T_{1}\mapsto F\}M)(T),$ $T_{2}\mapsto F\mathrm{J}M)(T),$ . . $1$
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によって定義される.
$W^{(M)}$ は, $M=1$ の時 $W_{\mathbb{Z}}$ に一致し, $M=0$ の時 $\mathrm{G}_{a,\mathbb{Z}}^{\mathrm{N}}$ に一致する.

2.2.1. $A$ を $\mathbb{Z}[M]$ 代数とする. $B=A[t]/(t^{2}-Mt),$ $\epsilon$ を $t$ の $B$ における像とする時,

group の split する exact sequence

$0 arrow W^{(M)}arrow\prod_{B/A}W_{B}arrow$ L $arrow 0$

が存在する. ここて, 有理点の対応は
$W^{(M)} arrow\prod_{B/A}W$B の有理点の対応は (勾, $a_{1},$

$\ldots,$ ) $\mapsto$

(\epsilon 勾, $\epsilon a_{1},$ $\ldots$ ) で与えられ,
$\prod_{B/A}W$B $arrow W_{A}$ の有理点の対応は $(b_{0}, b_{1}, \ldots)\mapsto$ (b0mod

$\epsilon,$
$b_{1}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \epsilon,$ $\ldots)$ て与えられる (cf. [4]).

2.3. Artin-Hasse exponential series の変形

$E_{p,n}^{(M)}$ $(U;T)\in \mathbb{Z}(\mathrm{P})[M][U][[T_{0}, T1, . . . , T_{n-1}]]$ ,
$F_{p,n}^{(M)}(U;X, \mathrm{Y})\in \mathbb{Z}_{(\mathrm{p})}[M][U][[X_{0}, X\vdash. . , X_{n-1}, Y0, Y_{1}, \ldots, Y_{n-1}]]$

を, それぞれ

$E_{p,n}^{(M)}(U;T)= \frac{1}{M}[E_{p,n}(MU_{0}, MU_{1}, \ldots ; T)-1]$ ,

$F_{p,n}^{(M})$ (U; $X,$ $\mathrm{Y}$ ) $= \frac{1}{M}[F_{\mathrm{p}},n(MU_{0}, MU_{1}, \ldots ; X, \mathrm{Y})- 1]$

によって定義する.

2.4. $A$ を $\mathbb{Z}_{(p)}[M]$ 代数とする. 複体

$C^{1}$ ( $\overline{W}_{n,A},\hat{\mathcal{G}}$C1) $)arrow C^{2}(\overline{W}_{n,A},\hat{\mathcal{G}}\partial 00)$

を

$C^{1}(\overline{W}_{n},A,\hat{\mathcal{G}}"))=\{F(T)\in A[[T_{0}, \mathrm{n}, \ldots, T_{n-1}]];F(T)\equiv 0\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \deg 1\}$ ,
$C^{2}(\overline{W}_{n,A},\hat{\mathcal{G}}^{(M)})$

$=$ { $F$(X, $\mathrm{Y})\in A[[X_{0},$
$\ldots,$

$X_{n-1},$ $Y$0, . . . , $Y_{n-1}]];F$(X, $\mathrm{Y})\equiv 0\mathrm{m}$od $\deg 1$}

によって定義する. ここで, boundary map は

$\partial:F(T)\mapsto\frac{F(X)+F(\mathrm{Y})+MF(X)F(\mathrm{Y})-F(S(X,\mathrm{Y}))}{1+MF(S(X,\mathrm{Y}))}$

である. さらに, $B^{2}$ ($\overline{W}_{n,A},$
$\mathcal{G}$^(M)) を

$B^{2}$ ( $\overline{W}_{n,A},\hat{\mathcal{G}}^{(}$ M)
$)= \{\frac{F(X)+F(\mathrm{Y})+MF(X)F(\mathrm{Y})-F(S(X,\mathrm{Y}))}{1+MF(S(X,\mathrm{Y}))};^{F(T)}\in C^{2}$

( $\overline{W}_{n,A},\hat{\mathcal{G}}^{(}$M)}
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とおき, 対称な 2-cocycle の群 $Z_{0}^{2}$ ( $\overline{W}_{n,A},$
$\mathcal{G}$^(M)) を

$Z_{0}^{2}(\overline{W}_{n,A},\hat{\mathcal{G}}^{(}0_{)}$

$=\{F(\in C^{2}$ ( ,
$\hat{\mathcal{G}}X,\mathrm{Y}$

(M))
’

$.=F(X,S(\mathrm{Y},Z))+F(\mathrm{Y},Z)+MF(X, S(\mathrm{Y},Z))F(\mathrm{Y}, Z)F(X, \mathrm{Y})+F(S(X, \mathrm{Y}), Z)+MF(X, \mathrm{Y})F(S(X,\mathrm{Y}), Z)\}F(X,\mathrm{Y})=F(\mathrm{Y},X)$

とおく. そして, この場合の対称 Hochschfld cohomology群を

$H_{0}^{2}(\overline{W}_{n,A},\hat{\mathcal{G}}^{(M)})=Z_{0}^{2}$( $\overline{W}_{n,A}$ , \sigma ひ O)/B2(--Wn,A, \sigma ひ 0)

によって定義する.

以上の準備の下て, 我々は次の定理を得る.
定理 2.5. $A$ を $\mathbb{Z}_{(p)}[M]$ 代数とする. この時, 対応 $a\mapsto E_{p,n}^{(M)}(a;T)$ は同型

$\xi_{n}^{0}$ : $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}[F^{(M)^{n}} : W^{(M)}(A)arrow W^{(M)}(A)]$ $arrow\sim \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{A}$ -、(–Wn,A, $\hat{\mathcal{G}}^{(M)}$ )

を与える. また, 対応 $a\mapsto F_{p,n}^{(M)}$ $(a;X, \mathrm{Y})$ は $\prod\overline{\mathrm{p}.}$型

$\xi_{n}^{1}$ : $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}[F^{(M)^{n}} : W^{(M)}(A)arrow W^{(M)}(A)]$ $arrow\sim$ $H_{0}^{2}(\overline{W}_{n,A},\hat{\mathcal{G}}^{(M)})$

を与える.

例 2.5.1. $M=0$ とし, $[1]=$ $(1, 0, 0, \ldots)$ とおぐ この時,

$F_{p,n}^{(0)}([1]; X, \mathrm{Y})=S_{n,n}$ (X, Y) $=$ $S_{n}$ (X0, . . . , $X_{n-1},0$ , $Y_{0},$
$\ldots,$

$Y_{n-1},0$)

であり, これは拡大 $\overline{W}_{n+1}$ を決める $Z^{2}$ ( $\overline{W}_{n},$ $\mathrm{G}$^a) の 2-cocycleてある.

3. 証明の概略と考察.
定理 2.5 の証明の概略を紹介した後, 群スキームの場合に対する結果を紹介する.

3.1. 2.1.1 と 2.2.1 の exact sequenceから得られる複体に関する次の図式

0 $-C^{1}(\overline{W}_{n,A}, \mathcal{G}_{A}^{M)}\eta)-C^{1}(\overline{W}_{n,B},\hat{\mathrm{G}}_{m},B)-C^{1}(\overline{W}_{n,A},\hat{\mathrm{G}}_{m},A)-0$

$0$ $W^{(M)}(A)$

$1^{\partial}|$

$W(B)$

$\nearrow\xi_{n}^{0}$

$\downarrow|W(A) \nearrow\xi_{n}^{0}|\partial$

$\overline{\mathrm{I}^{\partial}}$

$0$

0
$-[_{-Z_{0}^{2}(\hat{W}_{n,A},\hat{\mathcal{G}}_{A}^{(M)})}^{(F^{(M)})^{\hslash}}-|_{arrow Z_{0}^{2}(\overline{W}_{n,B}}^{F^{\mathrm{n}}}\nearrow\epsilon_{n}^{1}$

’
$\hat{\mathrm{G}}_{m}$, $B$ )

$-\downarrow_{arrow Z_{0}^{2}(\overline{W}_{n}}^{F^{n}}\nearrow\xi_{n}^{1}$

’
$A$ , $\hat{\mathrm{G}}_{m}$ , $A$ ) $-0$

$0$ $W^{(M)}(A)$ $W(B)$ $W(A)$ 0
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は可換である. この可換図式より $\xi_{n}^{0}$ : $W^{(M)}(A)arrow C^{1}(\overline{W}_{n,A},\hat{\mathcal{G}}^{(M)})$ と $\xi_{n}^{1}$ : $W^{(M)}(A)arrow$

$Z_{0}^{2}(\overline{W}_{n,A},\hat{\mathcal{G}}^{(M)})$ が誘導される.

さらに, この可換図式の縦の準同型写像に関して $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r},$
$\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}$ をとることにより得られ

る本稿最終ページの図式は可換になる. この可換図式に, [3] の主結果を適用することに
より, 誘導された準同型写像

$\xi_{n}^{0}$ : $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}[F^{(M)^{n}} : W^{(M)}(A)arrow W^{(M)}(A)]arrow \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{A-\mathrm{g}\mathrm{r}}$ ( $\overline{W}_{n,A},\hat{\mathcal{G}}$(M)),
$\xi_{n}^{1}$ : $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}[F^{(M)^{n}} : W^{(M)}(A)arrow W^{(M)}(A)]arrow H_{0}^{2}(\overline{W}_{n,A},\hat{\mathcal{G}}$(\sim

が同型であることを得る.
さらに, 誘導された準同型写像 $\xi_{n}^{0}$ と $\xi_{n}^{1}$ の具体的記述が, それぞれ, 2.3 で定義した

Artin-Hasse exponential series の変形 $E_{p,n}^{(M)}$ $(U;T)$ と $F_{p,n}^{(M)}(U;X, \mathrm{Y})$ によって得られる.

また, 同様にして群スキー\Deltaの場合に対しても具体的記述を行うことができ, 実際, 次

の系を得る.

系 3.2. $A$ を $\mathbb{Z}_{(p)}[M]$ 代数とする. $M$ が nilpotent であれば, 対応 $a\mapsto E_{p,n}^{(M)}(a;T)$ は

同型

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ : $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}$ [ $F^{(M)^{n}}$ : $\overline{W}^{(M)}(A)arrow\overline{W}^{(}$M)(A)] $arrow\sim \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{A-\mathrm{g}\mathrm{r}}(W_{n,A}, \mathcal{G}^{(M)})$

を与える. また, 対応 $a\mapsto F_{p,n}^{(M)}(a;X, \mathrm{Y})$ は同型

$\xi$’ : $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}[F^{(M)^{n}} : \overline{W}^{(M)}(A)arrow\overline{W}^{(M)}(A)]$ $arrow\sim$
$H_{0}^{2}$ ( $W_{n,A},$ $\mathcal{G}$ (M))

を与える.

ここで, 群スキー $\text{ム}$の場合に, 拡大の同値類の群 $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{A}^{1}$ ( $W_{n,A},$ $\mathcal{G}$ (M)) との関係を次の
exact sequence を用いて考察する.

補註 3.3. $G$ を $A$ 上のアフィン群スキームとし, $F$ を fppf-sheaf とする. $\check{H}^{i}$ (F) を
$X\mapsto \mathrm{f}H_{\mathrm{l}}^{i}$(X, $F$) によって定義される $(\mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{h}/A)$ 上の presheaf とする. この時, 我々は次の

exact sequence

$0arrow H_{0}^{2}(G, F)arrow \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{A}^{1}(G, F)arrow H_{0}^{1}(G, \mathcal{H}^{1}(F))arrow H_{0}^{3}(G, F)arrow \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{A}^{3}(G, F)$

を得る (cf. [1, Ch.III.6.2.5]).

今の場合 $G=W_{n,A},$ $F=\mathcal{G}^{(M)}$ であり, $H_{0}^{1}$ $(W_{n},, {}_{A}H\check 1(\mathcal{G}^{(\mu)}))$ は $\mathrm{f}H_{\mathrm{l}}^{1}(W_{n,A}, \mathcal{G}^{(M)})$ におけ

る primitive element の集合である. この時, $\mathcal{G}^{(M)}$ が smoothであるので, $\mathrm{f}H_{\mathrm{l}}^{1}(W_{n,A}, \mathcal{G}^{(M)})$

を\’etale topology に対して計算してもよく, また, $M$ が $A$ において nilpotent である時,
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$H_{\mathrm{e}\mathrm{t}}^{1}(G, \mathcal{G}^{(M)})=0$ が知られているので, $H_{0}^{2}(W_{n,A}, \mathcal{G}^{(M)})arrow \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{A}^{1}$ (
$\sim$

Wn,A, $\mathcal{G}^{(M)}$ ) を得る.

4. 離散付値環上の場合.
この節では $M$ が nilpotent でない時, 特に離散付値環上の場合に $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{A}^{1}$ (Wn,A, $\mathcal{G}^{(M)}$ ) の

具体的記述を与える. この節を通して, $A$ を離散付値環とし, $\mathfrak{m}$ をその極大イデアルと

する. また, $\mu\in \mathrm{r}\mathfrak{n}$ とし, $A_{0}=A/(\mu)$ とする.

4.1. 補註 3.3 の exact sequence をこの場合に適用すると,

$H_{0}^{2}(\mathcal{V},,A, \mathcal{G}(\mu))=H_{0}^{3}(W_{n,A}, \mathcal{G}(\mu))=0$

である事から,

$\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{A}^{1}(W_{n,A}, \mathcal{G}^{(\mu)})arrow H_{0}^{1}(\sim W_{n},,{}_{A}\check{H}^{1}(\mathcal{G}^{(\mu)}))$

を得る. さらに, $H_{\mathrm{e}\mathrm{t}}^{1}$ ( $W_{n,A},$ $\mathcal{G}$ (M)) の primitive element の集合を計算し, 次のような群ス

キームを考えることで, 定理 4.3 を得る.

4.2. 多項式 $F(T_{0}, \ldots, T_{n-1})\in A[T_{0}, \ldots, T_{n-1}]$ が次を満たすとする :
(1) $F(X)\equiv 1\mathrm{m}$od degl ;(2) $F$ (X) $F(\mathrm{Y})\equiv F$ ( $S_{0}$ (X, $\mathrm{Y}$), $\ldots,$

$S_{n-1}($X, $\mathrm{Y})$ ) $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mu$ .
この時, $A$ 上の群スキーム

$\mathcal{E}_{n}^{(\mu;F)}=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}A[T_{0}$ , $T_{1},$
$\ldots,$

$T_{n-1},$ $T_{n},$ $\frac{1}{\mu T_{n}+F(T_{0},\ldots,T_{n-1})}]$

を次によって定義する :
(1) multiplication :

$T_{i}$ $\mapsto$ $S_{i}(T\otimes 1,1\otimes T)$ $(0\leq i\leq n-1)$ ,
$T_{n}$ $\mapsto$ $\mu T,$ $\otimes T,$ $+T,$ $\otimes F(T)$ $+F(T)$ $\otimes T,$

$+ \frac{1}{\mu}$ [F(T) $\otimes$ F(T)-F(S(T $\otimes 1,$ $1\otimes T$) $)$ ];

(2) unit :

$T_{i}$ $\mapsto$ 0 $(0\leq i\leq n-1)$ , $T_{n}$ $\mapsto$ $\frac{1}{\mu}[1-F(0, \ldots, 0)]$ ;

(3) inverse :
$T_{i}$ $\mapsto$ $I_{i}$ (T)

$T_{n}$ $\mapsto$ $\frac{1}{\mu}$ [
$\frac{(0\leq i\leq n-1)1}{\mu T_{\mathrm{n}}+F(T_{0},\ldots,T_{n-1})},-F(I_{0}$

(T), $I_{1}(T),$
$\ldots,$

$I_{n-1}(T)$ )].

ここで, $I_{0}(T),$ $I_{1}$ (T), . . . , $I_{n-1}(T)$ はWitt vector の加法的群スキームの inverse を決める
多項式であり, よく知られているように, $p>2$ の時, $I_{r}(T)=-T_{r}$ である.
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定理 43. 上の記号の下で, 対応 $F(T)\mapsto \mathcal{E}_{n}^{(\mu;F)}$ は同型

$\partial:\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{A\mathrm{o}-\mathrm{g}\mathrm{r}}(W_{n,A_{0}}, \mathrm{G}_{m,A_{\mathrm{O}}})$ $arrow$ $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{A}^{1}(W_{n,A}, \mathcal{G}^{(\mu)})$

を与える.

また, $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{A_{0}-\mathrm{g}\mathrm{r}}(W_{n,A_{\mathrm{O}}}, \mathrm{G}_{m,A_{\mathrm{O}}})$ の具体的記述は [3] で与えられている.

4.4. $A$ を混標数の環とする時, [3] の主結果や定理 25, 43等を用いることにより, 自然

な写像

$\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{A}^{1}(W_{n,A}, \mathcal{G}^{(\mu)})arrow \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{A}^{1}(\hat{W}_{n,A},\hat{\mathcal{G}}^{(}’))=H_{0}^{2}(\overline{W}_{n,A},\acute{\mathcal{G}}^{\mathrm{t}\mu)})$

が単射か否かの考察をしている. 今の所, 以下のような例を得ている.

例 4.4.1. $p$ \dagger $v$ (p), $v( \mu)\leq\frac{2p-1}{p^{3}-p^{2}}v$ (p) とする. この時,

$\mathcal{E}\mapsto\hat{\mathcal{E}}$ : $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{A}^{1}(W_{2,A}, \mathcal{G}_{A}^{(\mu)})arrow \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{A}^{1}(\overline{W}_{2,A},\hat{\mathcal{G}}^{(\mu)})$

は単射である.

例 4.4.2. $v( \mu)>\frac{v(p)}{p-1}+1$ とする. この時,

$\mathcal{E}\mapsto\hat{\mathcal{E}}$ : $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{A}^{1}(W_{2,A}, \mathcal{G}_{A}^{(\mu)})arrow \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{A}^{1}(\overline{W}_{2,A},\hat{\mathcal{G}}_{A}^{(\mu)})$

は単射てない.

最後に. 詳細については, [5] を御参照下さい.
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0 0 0

0 0 0
$1$

0
$-\downarrowarrow \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{A-\mathrm{g}}.(\overline{W}_{n,A},\hat{\mathcal{G}}_{A}^{\{M)})^{-\downarrow-}\nearrow_{\xi_{n}^{\mathit{0}}}|$

H
$\mathrm{o}\mathrm{m}_{B-}\nearrow\mapsto\epsilon_{\mathfrak{n}}^{\mathrm{o}}$

’

$(\overline{W_{n,B}|},\hat{\mathrm{G}}_{m},B)-\downarrow_{\mapsto}arrow \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{A-\mathrm{g}\mathrm{r}}(\overline{W}_{n,A},\hat{\mathrm{G}}_{m}\nearrow\epsilon_{n1}^{0}’ A)-0$

$\sim \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(F^{(M)})^{n}\overline{\downarrow}\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}[F^{n}W(B)arrow.\cdot W(B)]$ $\overline{\downarrow}\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}[F^{n}W(A)arrow..W(A)]$
$\overline{\downarrow}$

0

0
$-\downarrowarrow C^{1}(\overline{W}_{n_{\mathrm{I}}A},\hat{\mathcal{G}}_{A}^{(M)})\nearrow_{\xi_{n}^{0}}|-$l $arrow C^{1}(\overline{W}_{n,B}’\hat{\mathrm{G}}_{m,B}\nearrow_{\xi_{\mathfrak{n}}^{0}}|)$

$-\downarrowarrow C^{1}(\overline{W}_{n,A}’\hat{\mathrm{G}}_{m,A})\nearrow_{\xi_{n}^{\mathrm{O}}}|-$ 0

$W^{(M)}(A)$

$\mathrm{I}^{\partial}$

$W(B)$

$1^{\partial}$

$W(A)$

$\mathrm{T}$

0

0 $-\downarrow_{arrow Z_{0}^{2}(\overline{W}_{n,A},\hat{\mathcal{G}}_{A}^{(M)})-\downarrow_{\nearrow\xi_{n1}^{1}}^{F^{n}}}^{(F^{(M)})^{n}}W^{(M)}(A)W(B)\nearrow_{\xi_{n}^{1}}|-Z_{0}^{2}(\overline{W}_{n,B},\hat{\mathrm{G}}_{m},B)$

$-\downarrow_{-Z_{0}^{2}(\overline{W}_{n,A}’\hat{\mathrm{G}}_{m}}^{F^{n}}\nearrow\epsilon_{n}^{1}|$

’
$A$ ) $-$ 0

$W(A)$ – 0

0
$-\downarrow_{\nearrow\xi_{n1}^{1}}-H_{0}^{2}(^{\frac{\downarrow}{W}}n,A,\hat{\mathcal{G}}_{A}^{(M)})-1^{1}arrow H_{0}^{2}(\overline{W}_{n,B},\hat{\mathrm{G}}_{m}\nearrow P_{\xi_{n1}^{1}}’ B)$ $-|_{arrow H_{0}^{2}(\overline{W}_{n,A},\hat{\mathrm{G}}_{m}}^{\mathrm{I}}\sim\nearrow\xi_{n1}^{1}$

’
$A$ ) $-$ 0

$\sim \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(F^{(M)})^{n}|\overline{\downarrow 0}$ $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}[F^{n}W(B)arrow.\cdot W(B)]|\overline{\downarrow 0}$

$\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}[F^{n}$ :

$|$

$-0$

0
$W(A)arrow W(A)]$

$\downarrow$

0 0 0


