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1 Introduction

代数的場の量子論 (algebraic quantum field theory) とは, 時空領域てパラメトライズ
された作用素環の族によって場の量子論の数学的構造を明らかにする理論である. ([12]
が標準的な教科書である. ) 純粋に数学的な立場からは, これはしかるべき公理系を満
たす作用素環の族の研究と考えられるので, 基本的な問題は (自然な同型についての)
分類問題である.「時空」 としては 4次元 Minkowski 空間が伝統的にもつとも自然な設
定であるが, この場合は自明な例と考えられる自由場の例しか知られておらず, とうて
い分類理論を展開するような状況にはない. しかし 2次元 Minkowski 空間を分解する
ことによって, 1 次元空間上の領域, すなわち実軸上の区間によってパラメトライズさ
れた作用素環の族を考えることができ, これについての分類理論は近年大きく進展し
ている. この場合, 1次元ユークリツド空間をコンパクト化して $S^{1}$ とし, そこでより
「高い対称性」としての共形対称性を公理として要請した作用素環の族を考えることが
行われている. (これは, より強い公理系を要請しているということである. ) そのよ
うな作用素環の族が, 題名にある「作用素環の共形ネット」である. これは chiral な共
形場理論を作用素環論的に調べていることになる. もともと Minkowski 空間でしかる
べき形の時空領域たちを考えていて, その領域たちは包含関係について有向集合をなし
ているので, ネットという名前が使われている. $S^{1}$ 上で考える場合は,「時空領域」に
あたるものは,「開区間」, すなわち空でも稠密でもない連結開集合であり, これらは包
含関係について有向集合をなしていないので, もはやネットというべきではないが, 実
際にはよくネットと呼ばれている. ここでは, この, $S^{1}$ 上の作用素環の共形ネットに
ついて, やるべきこと, できるはずのこと, できていることを解説する. テクニカルな
ことにはほとんどふれず, できるだけ全体の概観を示したいと思う. $S^{1}$ 上の作用素環
の共形ネットは, 連続無限個からなる作用素環の族だが, $\lceil 2$個の作用素環の族」である
subfactor と似た点がたくさんある. この類似に重点をおいて解説を行う.
なお本稿の内容は, 立教 SFR 自由プロジエクトの研究会報告集「弦理論・共形場理

論と保型性」に私が書いた,「共形場理論の分類と作用素環」とかなり重なっているこ
とをお断りしておく.

2 公理系

上で述べた意味での $S^{1}$ 上の区間 $I$ に対して, 共通の Hilbert 空間 $H$ に作用している

von Neumann 環 $A$(I) が与えられており, この族が物理的に自然な公 H系を満たして
いると言う状況を数学的に研究することが目的である. $A$(I) は $I$ で観測可能な物理量
(に対応する自己共役作用素) たちの生成する作用素環と考えている. これは 2次元の
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conformal field theory (CFT) の分解に現れる状況なので, chiral な CFT ともよく呼
ばれる. 以下, 簡単に公理について説明する. 詳しくは [11], [15] などを見よ.
まず, $I_{1}\subset I_{2}$ ならば $A(I_{1})\subset A$ ( I2) というのが公理の一つである. これは広い時空

領域の方が, 観測可能な量がたくさんあるということなので当然の要請である.
次に局所性の公理について述べる. これは光の速度でも到達できないような時空領

域の間には何の相互作用もなく, したがって, それぞれの領域で観測可能な物理量を
表す作用素は交換する, という相対論的な要請である. これは chiral CFT の場合は
$I_{1}\cap I_{2}=\emptyset$ ならば $A$ (I1) の元と $A(I_{2})$ の元が交換するという簡単な形を取る.
次に共変性というものがある. これは, 時空の対称性を表す群 $G$ の projective unitary

表現 $u_{g}$ が今考えている Hilbert 空間上にあって, $u_{g}A$(I)u; $=A$ (gI) になるというも
のである. $G$ の取り方は一意ではない. たとえば Minkowski 空間で Poinc.ar\’e 群をとっ
た場合は Poincar\’e 共変性と言う. ここで考える「時空」 $S^{1}$ の対称性としては M\"obius
群 $PSL(2, \mathrm{Z})$ または, 向きを保つ微分同相写像の群 $\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(S^{1})$ を考える. どちらも 「共
形」共変性と呼ばれることがあるが, ここでは前者を M\"obius 共変性, 後者を共形共変
性と呼ぶことにする. もちろん後者の方力塙い対称性で強い条件である. (前者から後
者は一般には導かれないことは知られている. しかし,「まとも」な例では前者と後者.
はいつも同時に成り立っているので, 何らかの「よい」条件の下では両者は同値なのか
もしれない. )
さらに, 今考えている Hilbert 空間に真空ベクトルと呼ばれる特別なベクトルがあっ

てしかるべき性質を満たしているということと, エネルギーの安定性と言われるスペク
トルに関する条件があるが, 概略の説明にはとりあえず必要ないのでここでは省略す
る. (後者は $S^{1}$ の回転を表す olle-parameter unitary group の生成元が正であることを
要請する. この公理は, one-parameter unitary group がしかるべく解析接続できるこ
とを導くので重要であるが今はこれには立ち人らない. )
このような公理系を満たす作用素環の族が我々の研究の対象である.
以上が公理系の簡単な説明だが, 場の量子論には Wightman の公理系という別の

フオーミュレーションもあり, そちらの方が有名だとも言えるので, それとの関係につ
いても少しふれておこう. Wightman の公理系では, 作用素値の超関数 $\phi(x)$ の族を考
える. これらに対して, 共変性とか局所性とかのしかるべきフオーミュレーションを行
うのである. そこでこのような $\phi(x)$ たちがあったとすると, 時空領域 $I$ に対し, そ
こに台が含まれるような $C^{\infty}$ 級関数とペアリングをとって得られる作用素たちを考え
る. このフオーミュレーションではこれらの作用素は一般に非有界だが, それらの関数
を考えることにより, 有界な作用素を作ることができる. これらの生成する作用素環を
$A$ (I) とすれば上の公理系での作用素環の族が得られる. このようにして, Wightman
の公理系と上述の公理系の対応がつき, 両者の公理系は本質的には同等のものであると
信じられているが, 正確にいつ, どのような対応がつくかについては完全にはわかつて
いない. これについては数多くの論文がある.
また頂点作用素代数についても少し説明しよう. Wightman の公理形に現れる $S^{1}$

上の作用素値超関数たちを考えられるのだが, それらを Fourier 級数展開したものをモ
デルに代数的な公理系を考えて得られるものが頂点作用素代数である. もともとは代
数的場の量子論と同じものを研究するための数学的枠組みとして別々に考え出された
ものなので, 両者に多くの類似点があるのは明らかで, 多くの並行する結果が得られて
いる. しかし, 両者のより深い直接的な関係を明らかにすることはこれからの研究テー
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マである. たとえば頂点作用素代数の理論においては, 有限単純群モンスターとそれに
かかわるムーンシャインの研究が盛んであるが, 代数的場の量子論においては対応する
ものは (存在するに違いないと思われるが) まだ得られていない. (このことについては
2004年春にいくつかの進展が得られたが, まだ決定的なことを書く段階にいたってい
ないのでここでは書かない. )

3 Subfactor の分類との類似

さて, 上のような $S^{1}$ 上の作用素環の共形ネットは物理的な背景を忘れてしまえば単に,
ある条件を満たす作用素環の族である. そこで自然な同型類が考えられるのでそれに
よる分類問題というものが数学的に考えられる. これは, 作用素環の族の分類として,
Jones 理論における subfactor の分類と (少なくとも形式的には) よく似た種類の問題で
ある. 一般の作用素環, 特に Connes 以来の von Neumann 環の分類理論についてみ
ると, 基本原理は「amenability と総称される解析的にたちのよい条件の下では, 表現
論的な不変量によって完全に分類できる」というものである. したがって, $S^{1}$ 上の作
用素環の共形ネットについても同種の原理が成り立つことは確実であると思われる. す
ると問題は, ここでの amenability は何か, 表現論的不変量とは何か, ということであ
る. 歴史的な順番に従い, 後者の方から考えてみよう. なお, 多くの人が subfactor に
ついてある程度知っているであろうということと, subfactor の方が分類理論が先行し
ているということから, subfactor との類似についてしばしばふれるが, 実際には作用
素環のネットの方が subfactor より昔から研究されているものである.

$S^{1}$ 上の作用素環の共形ネットの表現論は, Doplicher蛋 $\mathrm{a}\mathrm{a}\mathrm{g}.$-Roberts (DHR) 理論 [6]
と呼ばれるものである. $S^{1}$ 上の作用素環の共形ネットを一つ固定しよう. 定義によって
もともと, このネットの各作用素環たちは真空ベクトルを持つ Hilbert 空間に作用して
いるのだが, 真空ベクトルを持たない別の Hilbert 空間への作用を考えることができる.
すなわちネット内の個々の作用素環が別のある Hilbert 空間に表現されており, それら
の間に compatibffity がある, ということで, このようなものを考えるのはごく自然な
ことである. DHR 理論の重要なポイントはこのような表現たちに対して, statistical
dimension と呼ばれる次元のようなものが定義できること, 表現のテンソル積によく似
た演算が自己準同型の合成によって定義できること, これらによって, $S^{1}$ 上の作用素
環の共形ネットの表現たちはコンパクト群の unitary 表現たちと非常によく似たふるま
いをすること, である.

DHR 理論の基本的な対象は $3+1$-次元の Minkowski 空間であったが, 時空の次元
が 2以下になると, 状況が変わるということはかなり前から認識されていた. ここで主
に考えたいのは, $S^{1}$ 上の chiral な CFT なので, DHR 理論をその場合に書き直した
ものを, Fredenhagen-Rehren-Schroer[9] に沿って説明しよう.

$S^{1}$ 上の作用素環のネット $A(I)$ を考える. (共変性は, M\"obius 群でも Diff でもよい.

あるいは表現論を考えるだけならもつと弱い仮定でもよい. ) このとき自動的に, 局所
性の公理はもっと強い形でなりたっていることがわかつている. すなわち, $S^{1}$ 上の区

間 $I$ について, その補集合の内部を $I’$ と書くと, $A(I)’=A$(I’) がなりたっている. こ

こで左辺の ’は, $A$(I) の commutant である. この等式を Haag duality と言う. さて,

$A$ (I) たちの表現 $\pi_{I}$ が与えられたとしよう. (ネットの表現は各作用素環の表現の族な
ので, 表現の方にも $I$ をつけた. ) すると各 $A$ (I) は自動的に III 型 factor になってお



り, $\pi_{I}$ たちの行き先の Hilbert 空間を, もとの真空ベクトルを持つ Hilbert 空間に取
り替えることができる. このとき表現の unitary 同値類は変えなくてよい. さらにこ
のとき, 一つの区間 $I_{0}$ を固定しておけば,

$\pi_{\underline{I_{0}}}$
は, 恒等写像であるようにできるので

ある. このとき, $A(I_{0}’)$ の元 $.x$ と, $A$ ( I0) の元 $y$ を任意に取ろう. もともとは局所性
によって $xy=yx$ であるから表現された後でもこの関係は成り立たなくてはならない.
しかし今は, 上の設定より, $y$ については表現した後でも $y$ のままである. したがっ
て, $\pi_{I_{\acute{0}}}$ (x) は, $y$ と交換している. このとき Haag duality によって, $\pi_{I^{J}}(x)\in A(I_{0}’)$ と
$fg\text{る}$ . A $\vee\supset \text{て},$ $\pi_{I_{\acute{0}}}(x)\mathrm{F}\mathrm{h}A(I_{0}’)\text{の自己準}\mathrm{r}\prod\overline{|}\#\mathrm{f}\mathrm{i}\text{を}\mathrm{s}\text{与}\mathrm{I}\int\overline{\kappa}\text{るのて^{}\backslash }\backslash \text{ある}$ . (– $\text{の}\mathrm{g}\text{己}.\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash \prod_{=\mathrm{E}}^{\pi\prime\rfloor}\overline{1\mathrm{J}}l\mathrm{h}\text{自}$

動的に単射になるが, 一般には全射ではない. 全射でなくなることはしばしばあり, そ
の場合の方がずっと興味深いケースである. (なお, 本当は $x$ の表現の扱いについて上
では少しごまかしているが, 本質には関係ないので気にしないことにする. ) さてこの
ようにして, 表現から自己準同型を作ることができた. 逆にしかるべき自己準同型が
そのまま表現を与えることも示せる. ここで, 上で問題になった表現のテンソル積の
演算を考えよう. これはある種の積演算であるが, 作用素環の自己準同型たちには明ら
かな積演算として合成がある. 実際, このように自己準同型を合成することによって
新しい表現ができることがわかる. これがテンソル積と呼ばれる演算であり, 実際に通
常の群の表現のテンソル積によく似た性質を持っていることがわかる. さらに表現の
statistical dimension という, 次元にあたる量が定義できるのだが, Longo [20] によっ
て, これは自己準同型の値域が持つ Jones index の平方根に等しいことが示された. も
ともとの DHR 理論の設定では時空の次元が 3以上であり, そのときはこの statistical
dimension はいつでも整数値を取るのだが, 時空の次元が 2以下の場合, 特に $S^{1}$ 上の
作用素環の共形ネットの場合は, 非整数値を取ることができる. たとえば, 2未満の値
は, 2 $\cos(\pi/n),$ $n$ =3, $4_{\mathit{5}}5$ , . . . の形である. その他, 直和とか既約分解とか, 群の表現
に類似の概念がうまく定義できる.
さらにテンソル積の演算についてもつと考えてみよう. 通常の群の表現論では, $\pi\otimes$. $\sigma$

と $\sigma\otimes\wedge\pi$ は明らかに unitary 同値である. しかし, 今テンソル積として考えている演
算は無限次元環の自己準同型であり, 合成演算が可換であるとはまったく期待できない
であろう. 実際, 勝手に作用素環の自己準同型を二つ取ったのでは, 合成演算はまった
く可換ではない. ところがここでは勝手な自己準同型ではなく, $S^{1}$ 上の作用素環の共
形ネットの表現から生じたものだけを考えているのであり, このときはネット全体の構
造が効いてきて, 二つの合成はみごとに unitary 同値になるのである. さらに実はこ
れ以上の興味深い現象がおきている. 群の表現のときは, テンソル積は言わば, trivial
に可換である. ネットの表現論でも, 時空の次元が 3以上のときは同様に trivial にテ
ンソル積は可換である. ところが, 時空の次元が 2以下になると, nontrivial に可換に
なるのである. これはつまり, unitary 同値を与える unitary 作用素が nontrivial な情
報をになっており, braiding と呼ばれるものを与えている. これによって. statistical
dimension が有限の表現たちは braided tensor category をなしている. これは, Jones
多項式に始まる 3次元トポロジーの量子不変量と密接に関係している.
また, $S^{1}$ 上の作用素環の共形ネットには共形共変性があるので, 表現の方にもその

効果を合わせて考えた, 共変表現と言うものが考えられる. しかし statistical dimension
が有限のときはこの条件は自動的に成り立つことがわかつているのでこの条件はあまり
気にしなくてよい.
さて上のように, $S^{1}$ 上の作用素環の共形ネットは表現論を通じて (braided) tensor



category を生じる. 一方, subfactor の理論においても, $N\subset M$ の表現論を通じて,
tensor category が生じる. こちらには一般には braiding はないが, このような意味で
$S^{1}$ 上の作用素環のネットと, subfactor にはよく似た点がある
さらに次のような見方をすれば, subfactor との別の関連もある. $S^{1}$ 上の作用素環

のネットが与えられたとき, 半円に対応する作用素環を $M$ , その半分である 1/\downarrow 円に
対応する作用素環を $N$ としよう. 通常いっでもするようにある種の既約性の仮定があ
れば, $M$ と $N$ は自動的に factor になるので, これによって subfactor $N\subset M$ が生じ
る. 後述の split 条件と言うのをさらに仮定すれば, $N,$ $M$ は両方とも自動的に injective
type $\mathrm{I}\mathrm{I}\mathrm{I}_{1}$ factor になる. これで III 型になったこと以外は普通の subfactor の設定に近
いようだが実はそうでもない. この subfactor は trivial relative commutant ところが
とても大きい relative commutant を持ち, index はいっでも無限大で, $M$ がら $N$ へ

の conditional expectation さえないからである. そうぃう意味で, 普通の subfactor 理
論とは違うのだか, それでも subfactor であるには違いない. また, 適切な付加条件を
つけておけばこの subfactor $N\subset M$ から $S^{1}$ 上の作用素環のネットが復元できること
も知られているので, この意味で, $S^{1}$ 上の作用素環のネットの研究はある種の index
無限大の subfactor の研究であるとも言える. また, この subfactor は, Wiesbrock の
half-sided modular inclusion [27] というものになっており, ここに出てくる大きい環
の modular automorphism group を小さい環に制限したものは, Longo の canonical
endomorphism のべき $\gamma,$

$\gamma^{2},\gamma^{3}$ . . $\mathrm{t}$ の連続版であるとも言える. すなわち Jones tower
が離散的に番号付けられているものを連続版にしたものがだいたい $S^{1}$ 上の作用素環の
ネットであると言ってよい. またこのときに重要なのは, $\Lambda I$ と真空ベクトルがら生じ
る modular automorphism group を $N$ に制限した, endomorphism の semigroup なの
で, injective type $\mathrm{I}\mathrm{I}\mathrm{I}_{1}$ factor の $E_{0}$-semigroup の研究であるともみなせる.
頂点作用素代数との対比を考えると,「表現論的な不変量」はこの tensor category だ

けでは不十分だと考えられるのだが, とりあえず amenability に移ろう. まず Jones の
subfactor 理論 [13] における, Popa [25] の分類定理を考えよう. Subfactor 理論では,
factor の包含関係 $N\subset M$ を考える. このとき, 個々の環, $N,$ $M$ の amenability と
「組の $\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}$」 を別々に考えなくてはいけないことがわかっている. 両者を仮定
したとき, 表現論のなす tensor category が完全不変量を与える, というのが Popa [25]
の分類定理である. (この tensor category につぃては詳しくは [7] を参照のこと. )

$S^{1}$ 上の作用素環の共形ネットについては個々の作用素環 $A(I)$ の an)enability はも
ちろん考えることができるが, ネットとしての split 条件と言うものが知られており,
これが個々の作用素環 $A(I)$ の amenability を導くことが知られている. すなわち, こ
れを仮定すると各 $A$(I) はすべて白動的に injective type $\mathrm{I}\mathrm{I}\mathrm{I}_{1}$ factor になって互いに同
型となる. そこでこの split 条件をたちのよい条件として最初から仮定してしまおう.
これが個別の環の amenability であると考えられる. さらに, 強加法性と呼ばれる条件
と $\mu$-index の有限性と合わせて三つを考えると, amenability にあたるよい条件が得ら
れる, ということが [18] で提案され, 完全有理性と名づけられた. ここでは各条件の
正確な形は述べないが, 強加法性こそが「族の $\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{h}.\mathrm{t}\mathrm{y}$」 に当たる条件であると考
えられ, $\mu$-index の有限性は, subfactor で言う global index の有限性にあたり, すなわ
ち finite depth 条件にあたると考えられる. [18] ではこの両方を仮定していたが, この
うち, 強加法性は, split 条件と $\mu$-index の有限性から従うことが最近, [23] によって示
された. これはすなわち,「finite $\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{t}\mathrm{h}\Rightarrow \mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{J}$ という subfactor 理論の命題の類



似と考えれる. (ただし証明はまったく簡単でもなく, 似てもいない. ) また subfactor
の場合には finite depth ではないが, (strongly) amenable であるということが考えら
れ, 重要なクラスであるが, $S^{1}$ 上の作用素環のネットでは, これに対応する広いクラ
スは存在せず, 既約表現の同値類の個数が可算であれば実は, 自動的に有限個になって
しまうということも [23] で示された. つまり, 離散的な可算無限群にあたるようなも
のはこの設定にはない, ということである. ただ, compact 群とその dual の直積のよ
うなタイプのものはあるので, この設定で無限群の amenability の類似は考えられるか
も知れない. また, split property と強加法性はある種の duality にあるとも考えられ
る. つまり, 個別の環の amenability と, 族の amenability が互いに対になった条件で
ある, ということである.

$S^{1}$ 上の作用素環のネットの重要な具体例は, Wassermann[26] によって構成された
SU(N),..ネットであり, WZW-mode垣こ対応するものだが, これは完全有理的であるこ
とが, Xu[29] の結果よりわかる.
また一般的に, 完全有理的である場合の表現論の tensor category の braiding は非退

化であることが, [18] で示されている. この非退化条件は tensor category の modularity
とも呼ばれ, 3次元トポロジーの量子不変量の理論において重要である.
頂点作用素代数や, 他のアプローチにおける共形場理論の研究と同様, $S^{1}$ 上の作用

素環の共形 $\grave{7}\backslash$ゝントにおいても, simple current extension, orbifold construction や, coset
construction [30] が研究されており, そこでも完全有理性が重要な役割を果たしている.
特に coset construction は後述の Virasoro ネットの研究において重要である.
この話題の最後に, 上述の完全有理性は頂点作用素代数における Zhu の $C_{2}$ 有限性

条件 $[10, 32]$ と形式的な類似性を持つことを指摘しておぐ [14] にこの類似性について
のもう少し詳しい説明があるが, 両者の真の関係はまだまったくわかっていない.

4 分類定理

次に $S^{1}$ 上の作用素環の共形ネットの表現論の応用として, $\alpha$-induction の説明をする.
これは本来分類理論とは独立な話題のはずだが, 以下で述べる現在得られている分類定
理では本質的な役割を果たすからである. 普通の群の表現論でも大きい群の表現を小さ
い群に制限する, 小さい群の表現を誘導して大きい群の表現を作る, という操作がある.
これに対応して, $A(I)\subset B$ (I) という inclusion の $S^{1}$ -b^の作用素環の共形ネットがあっ
たときに, $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}/\mathrm{I}^{\cdot}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ を考えてみたい. 大きいネットの表現を小さいネット
に表現する操作は自明だが, この操作は群のときと違い, テンソル積演算を保たないの
であまり役に立たない. 逆に induction の方は, 自己準同型で考えて, 小さいネットの
自己準同型を大きいネットに延長する, と考える. そのような操作は, LongO-Rehren
[22] によって導入された. その後, Xu [28] がこれについて興味深い例と性質を数多く
見出し, さらに B\"ockenhauer-Evans[1] がその路線の研究を続け, 多くの性質が明らか
になった. [1] 以来, この操作は $\alpha$-induction と呼ばれている. 本当は, これによって
できる自己準同型は大きいネットの表現ではなく, 一般には「表現もとき」にすきな
いが今は問題にしない. さらにここでは, modular in� riant の関連 [2, 3, 4] にしぼっ
て説明しよう. 実は, $a$’-induction には braiding のデータが必要であり, さらにその際
braiding の交差でとちらを選ぶかにより, $\alpha^{+}$-induction と, $\alpha^{-}$ -induction があるので
ある. そこで, 小さいネットの表現のなす $\mathrm{t}\mathrm{e}11\mathrm{s}^{1}\mathrm{o}\mathrm{r}$ category がmudular であると仮定し
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たとき, そこに現れる既約表現 $\lambda,$
$\mu$ に対し, $Z_{\lambda,\mu}=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(\alpha_{\lambda}^{+}, \alpha_{\mu}^{-})$ とお $\text{く_{}\mathrm{f}}$ これが,

modular tensor category から自然に生じる $SL$(2, Z) の unitary 表現の値域と交換する
ことがわかるのである. これが, [2] の主結果の一つである. この際に, $\alpha$-induction と

OcIleanu [24] の graphical な方法との関係を明らかにすることが重要になる. このよ

うな行列 $Z$ は, modular invariant と呼ばれ, 一般に「少し」 しかないことがわかつて
いる.
以上は, $S^{1}$ 上の作用素環の共形ネットに現れる modular invariant であったが, 1+1-

次元の Minkowski 空間上の共形共変性を持った作用素環のネットについても, 自然に
modular in� $\mathrm{I}^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}$ が自然に現れることが, Rehren, M\"uger によってわかつている. こ

こでも, 上記の [2] の結果が元になっており, こちらの結果も分類定理に本質的に必要
である.
さて最後に分類定理について述べよう. 分類のために必要な不変量の中に, 表現の

なす modular tensor category は必ず人っているべきだが頂点作用素代数で知られてい
ることと比較すると, それだけでは十分ではないと思われる. ほかの不変量として当然
に必要なものは, celltral charge であるが, これでも不足である. 次に考えられるもの
としては� cuum character があるが, これは各固有空間の次元を数えているだけなの
でこれでもやはり不十分のようである. 頂点作用素代数丸ごとが, 分類のための「表現
論的不変量」なのかもしれない. しかしはっきりしたことはまだよくわかつていない.

Central charge の方については多くの結果がある. ここでは, $S^{1}$ 上の作用素環の共
形ネットを考え, $\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(S^{1})$ についての共変性を仮定する. すると $\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(S^{1})$ の projective
unitary 表現から有名な Virasoro algebra の表現が現れ, そこでの central charge の値と
いうのが, 実数値の不変量として定義される. (詳しくは [15] を見よ. )Virasoro algebra
の (unitary) 表現論で, central charge の取りうる値についてはよく調べられており,
Friedan-Qiu-Shenker と Goddard-Kent-Olive によって, 取りうる値は, 1以上の実数値
と, $1-6/m(m+1),$ $m$ =2,3, 4, $\ldots$ であることがわかつている. (この取りうる値と,
Jones index の取りうる値との間に形式的な類似性があることは subfactor 理論の初期
から Jones によって指摘されていた. )
ここでは以下, $S^{1}$ 上の作用素環の共形ネット $A$(I) の central charge の値が 1 未満で

あったとしよう. このとき, $\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{l}.(S^{1})$ の projective unitary 表現によって, $\mathrm{s}\iota \mathrm{l}\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{a}$の

ネット $A_{0}(I)$ が生じる. ここで, $A_{0}(I)\subset A$ (I) は上述の $\alpha$-induction が使える形になっ
ていることがわかる. (これ lよ下記の Virasoro ネットの完全有理性から従う. この $\check{\mathrm{c}}$ とは

まったく明らかなことではない. ) このとき生じる $A_{0}(I)$ は, Virasoro ネットと言われ
る. これは, Wassermann [26] の $SU(2)_{k}$-7“‘ントに Xu [29] の coset construction を適用
して得られるものと同じであることがわかる. よって, $a$’-induction によって, modular
石� riant が生じるがここで生じる可能性のある行列はすでに, Cappelli-Itzykson-Zuber
によって分類がなされている. その行列は, Coxeter 数の差が 1 であるような, A-D-E
型の Dynkin 図形でラベノレがつけられる. そこで, やるべきことは, Cappelli-Itzykson-
Zuber のリストの各行列に対し, 対応する $A$(I) が存在するかどう力 $\mathrm{a}$ , また存在する
ときに一意的かとう力$\backslash$ , ということが問題になる. このような, 存在と一意性を扱う
枠組みとして考えられたのが, Longo の $Q$-system[21] である. 頂点作用素代数 $V$ の

ときは, $V$ の module $M_{i}$ たちに multiplicity $n_{i}$. をつけて, $\oplus_{i}n_{i}NI_{i}$ を作り, これが
いつまた頂点作用素代数になる力$\mathrm{a}$ , という問題が考えられているが, 共形ネットの延
長問題はこれと本質的に同じ問題である. (ただし, $NI_{i}$ が $V$ 自身のときの $n_{i}$ は 1 と
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し, Virasoro element は $V$ のものを使うとする. これについては [19] を見よ. そこ
では $Q$-system と言う言葉は使われていないが. ) この $Q$-system を扱う一般的な方法
は存在しないが, ここでは, ケースバイケースの論法によって個別に処理することが
できる. すなわち, modular invariant のうち, type I と呼ばれているもの, すなわち,
$A- D_{2n^{-}}E_{6,8}$ 型の Dynkin 図形だけを含むものについて, 一意的に対応する $A$(I) が存在
し, それ以外の場合は $A(I)$ はないのである. これによって完全な分類リストが得られ
る. これが, [15] の主結果である. 結局現れるものは,

1. Virasoro ネット

2. その simple current extension

3. 4つの例外 $(c=21/22,25/26,144/145,164/165.)$

となっている. ここで 3番目の 4つの例外は, $E_{6},$ $E$8 型の Dynkin 図形にかかわるも
のである. このうち, 二つが B\"ockenha\iota ler-Evans[1] によって予想された coset である
ことは比較的容易にわかる. 後の二つのうちの一つも K\"oster によって, coset であるこ
とが指摘された. $c=144/145$ である最後の一つは, simple current extension, orbifold
construction, coset consruction などの知られている方法では作れないと思われる新し
い例である.

Central charge の値がちょうと 1である場合には, 上の論法は適用できないが, Carpi
[5], Xu [31] によって部分的な分類リストが得られている. 後者の方が広い範囲をカバー
しており, この分類リストは実際は完全なのものであると予想されている.
また, $1+1$-次元の Minkowski 空間上の共形共変性を持った作用素環のネットにつ

いても, $\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{l}\cdot \mathrm{a}\mathrm{l}$ charge が定義でき, それが 1 未満の場合の分類が, [16] によって行わ
れている. やはり, modular invariant が現れ, $Q$-system の研究が問題になる. 新しい
道具は, tensor category の 2-cohomology 消滅である.

Central charge が 1 を超えた場合についての分類理論はまったくできていない. 基
本的な問題は, 当然次のものである. [ $S^{1}$ 上の作用素環の共形ネットで, 完全有理的な
ものを考える. 分類のための表現論的不変量は何か ?また実際に生じうる不変量を特徴
づけよ.」
最後に, 頂点作用素代数との類似, 関連についてさらに説明しよう. 頂点作用素代数

の参考書は上に述べた, [10] のほかに [8] がある. 頂点作用素代数の基本的な例を組織
的に作る方法としては, integral lattice を用いるものと, Kac-Moody algebra から出発
するものがある. (Orbifold construction, coset construction, simple current extension
などは, 基本的な例を作った後でそれを用いてさらに新しい例を作る方法である. ) $S^{1}$

上の作用素環のネットを考えると, 後者については, Wasserxnann [26] とその弟子たち
の仕事が対応しているが, 前者については対応するものがない. これを実行することが
まず重要な問題である. (これについては framed vertex operator algebra のアイディア
が有効であることが最近わかった. )
特にモンスター, ムーンシャインに関して $S^{1}$ 上の作用素環のネットの枠組みで考

えると次のことが期待される.「$c=24$ で表現のなす tensor category が自明であるこ
とを要求し, さらに $L_{0}$ の固有値 1 の固有空間がゼロになることを要求すれば, そのよ
うな $S^{1}$ 上の作用素環のネットは一意的に存在し, その vacuum character が, J-関数
( $SL$ (2, Z) の Hauptmodul) になり, さらに自己同型群が有限単純群モンスターになる
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であろう.」 これを確認せよというのが根本的な問題である. なおこ $\text{の}-\not\equiv$-‘性は, 頂点
作用素代数の枠組みでも未解決予想である.
さらに関連して, 上でほとんどふれなかった character についても次の問題が考えら

れる. 完全有理的な $S^{1}$ 上の作用素環の共形ネットの各表現に対し, character が weu-
definedであるか ? またそうであるとき, 各 character の変数変換 $\tau\mapsto-1/\tau$ としては
たらく $S$-行列の作用は braiding による $S$-行列の作用と一致するか? (T-行列の二つの
作用は, [11] の spin-statistics theorem によって一致することがわかつている. ) これ
は, “modular invariance” と総称されるタイプの問題であるが, 考えている $SL$(2, Z)
の作用の生じ方が頂点作用素代数の場合の変数変換 [32] と, $S^{1}$ 上の作用素環の共形ネッ
トの braiding というふうに違っていることが問題である. 具体的に知られている例で
はすべて両者は一致しているが, たとえば完全有理性のもとで両者が一致するかは重要
な問題である. この種の問題は black hole に対する非可換幾何学的アプローチ [17] と
も関係がある.
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