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$F_{4}$ 型 HECKE環のブロシクについて

NAGOYA UNIVERSITY HYOHE MIYACHI,$\cdot$ (,名古屋大学官地兵衛)

この報告ては $\text{、}$

.
$F_{4}$ 型岩堀 $-\mathrm{H}\dot{\mathrm{e}}\mathrm{c}\mathrm{l}\dot{\epsilon}.\mathrm{e}$代数のブロツクイデアルの表現型の決定や森印同値を除いて環構造のよ

り $\circ$正確な記述なとがてきる場合があることをレポートする. また、 $F_{4}$.}.こ限定した場合と Hecke \Re .一般に関
する質問等を個別に述べる.

1. $\ulcorner*$

ます$\text{、}$

. $F_{4}$ 型 He&e 環の定義をしておこう.\iota
. .

$.\dot{\mathrm{D}}$efinition1. $R$ を可逆な元 $u^{\}}.,v$$1 をもつ整域とする. $R$上のパラメータ $u,v$ をもつ $F_{4}$ 型岩堀-BecJCe
環 $\mathcal{H}.=\mathcal{H}_{R,u,v}(F_{4})$

.
とは生或元 $\prod_{\mathrm{A}}11,$ $T$2,

$\cdot$T3, $T_{4}$ と次の関係式て定義される結合的 R-代数てある.

$(T_{1}.\cdot-u)(Tt+1-)=0$ for $i=1,2,$ $(Tj - v)\langle$$T$ . $+1)=0$ for $j=3,4$,
$T_{\dot{\mathrm{t}}\dot{\mathrm{t}}l}TT.=T_{\dot{|}+1}T_{1}.T_{1+1}.$ for.i $=1,3$,

$T_{2}T3T2T3$ $=.\dot{T}_{3}T_{2}.T_{3}T_{2}$ ,
$T_{\dot{l}}T_{j}=T_{j}T_{1}$. $.f$or $1\leq i<j-1.\leq 3$ .

(–.般の type Xの 1-paraxneter Hecke7の定義はしないが fl上 parameter $u$ のものを $\gamma\{R,u.(X)$ と書くこ
と (こする. もしくはWeyl ffi $W$ に対して $\mathcal{H}_{R,\mathrm{u}}$ (W) と書くことにする. $[\mathrm{K}\mathrm{L}79],[\mathrm{G}\mathrm{P}00]$ とかを参照してくださ
い. ) なんだか $\mathcal{H}_{R,u,v}(\tilde{F}_{4})$ の雰囲気がわからんので、す= しコメントを書き足すと $R$ を (簡単\emptysetため代数閉)
体として $\mathcal{H}_{R,u,v}$ (F4) が半単純とずると $\mathcal{H}_{Ru,v}(|F_{4})$ は $F_{4}$. 型Weyl 群 $W$. $(F_{4})$ の群環 $R$ [$W$ (F4)]=HR山 1 (F4)
に同型になるような 2 変数 $u,$ $v$ で変形した 115.2$(=2^{7}\cdot 32)$ 次元 2 の環になっている.. この同型てもって

$\mathcal{H}_{R,u,v}(F_{4})$ の非同型既約表現は $R[W(F_{4})]$ の既約指標て label付けされるのて,.
$\cdot$ (近藤武氏には申し訳な

い $\vee \mathrm{c}$すが $a$-関数とのからみもあり) その名前 $\emptyset?,$? を Carter の本 [Car85] にあるものを採用する. また、 (岩
堀 $-\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{k}\mathrm{e}$環一般に言えることだが) $\mathcal{H}_{R,u,v}$ (F4) のランクはいつでも 1.152 であることもよい性質だ.

11. 起源: 元来この環は、とこに現れたのだろうか? $\mathrm{F}_{q}$ を.q-元体とし, $G^{F}$ を (この場合は stand可 d) $\mathrm{R}$. $0^{\cdot}$be-
niuB.写像 $F$ の固定点てある $\mathrm{F}_{q}$-構造をもつ $F_{4}$ 型有限 Che� lley群とする. $B^{p}$ を $G^{F}$ の Borel部 a群として
$B^{F}$ の自明な加群 $\mathbb{C}_{B}$ を $G^{F}$ べ誘導して、 その自己準同型環を考え $\epsilon_{rightarrow}k$ そこへ自然に $7\{\mathrm{c}_{q,q},(F_{4})$ が現れる.

$.(1)$ $\mathcal{H}_{\mathrm{C},q,q}(\dot{F}_{4})\cong \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\mathbb{C}G^{\dot{F}}}.(\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{B^{F}}^{G^{F}}\mathbb{C}_{B})$

.

バラメータ.$u$ , $v$ が等しくなっているときは 1-pararheta,岩堀-Hecke環と呼ぶ. (この場合は $q=u=v.$).こ
れで終いかというとぞうてはな $\langle$ Lie型の有限群に似たような形て自己準同型環として登場する. たとえば
Carter の本 {Car85] の 13率を見れば (Howlett-Lehrer theory[HL80],[HL94] に関する) データが載って $\mathrm{A}\mathrm{a}$ .る.

お決まりの情報を書くと $G$ を noben麺写像 $F$ による $\mathrm{F}_{q}$-構造をもつ連結な簡約群とし,P を $G$ の F-
stable な放物的部分群て $F$-sable Levi part $L$ をもつとする (特に $\exists U_{P}\triangleleft P\mathrm{s}\dot{\mathrm{u}}\mathrm{c}$h $\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t}.P^{F}/Ug\cong L^{F}.$) $X$ を
$L^{F}$ の cuspidal べき単指標に対応する $\mathbb{C}L^{F}$-加群とする. $R_{L}^{G}$ で I{ar紬 $\mathrm{h}$-Chandra誘導 $(i.e$. $P^{F}/U_{P}^{F}\cong L^{F}$

より, $X$ を $\mathrm{C}P^{F}$-加群へ lift してそれを $G^{F}$ へ誘導する関手) を表すと自己準同塁環 En邸$G^{F}$ ( $R_{L}^{G}$ (X)) が、 さ

きに 13 章がとうとかど言っていた Hecke環になるべき代物である.
$\cdot$

Date: 2004.
1数纏解析研究所講究録 Lusztig program にある堀田先生のコメントの通り安心なむきのため squate root を入れておく.$\cdot$ こうし

ておくと分解体となることが知られてい桑.
232 という数字も重要てこれがために Brou\’e’s abelian defect \mbox{\boldmath $\omega$}niへ$\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e}$ の針類似も想像てきて、実際分かる.
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$G^{F},L^{F}$ の type等の情報と EndcGp(RLG(X)).が標準的な方法で $7\mathrm{t}\mathrm{c},?,?(F_{4})$ と同型となるバラメータのと
り方を以下に記すと次のようになる:

$(2,1)(1^{3})(3)\{$

1
1

1

3加詳の存在が言えてるだけてナイーヴに加群が構或$\text{て}$.声ているわけ\uparrow はない.1-進コホモロジー群を使って指 Iの存在があるために
いえていることてある. このあたりコンクリートに加群が作れている場合.とそうてない場合は、 $\ell$-モジュラー表現論にと $\text{っ}$てかな $\gamma$) 重要

. なポイントてある.$GL_{n}(q)$
.
のとき $\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{p}\dot{\mathrm{p}}$ er-James のアルゴリズムが機能する理由は Celfaod から始まる (.べ g.単てはな $\mathrm{A}.\backslash$ ) cuspidml

加群がきちんと作れていることに行き着く.
$4GL_{n}$ のときは、つながるトリツクがある.
5技術的な言葉だが、 !は標数ゼロの体上の加群の係数を $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \ell$ して $\mathrm{k}$ 上の加群を作る仕組みくらいに思ってくだ襲い.
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特に $\mathcal{H}\mathrm{r},-1(A_{2}^{\cdot})$ の非同型既約表現は、 2 つてあることが分かる 6. この行列・を分解行列という. 今は Hecke
環を扱っていたが、このことは群環一般について戒り立ち $\mathrm{k}G^{F}$ についても同様の分解行列が定義できる..
これらの分解行列は、大変基本的重要事項でこのことが分かれば既約加詳の次元がわかることになる. しか
しながら、一般の $G^{F}$ の場合ではこの行列は分かっていない (open problem) 7. . さて Hecke環の分解行列
と $G^{F}$ のそれだが、つきのことが知られて \mbox{\boldmath $\nu$} $\sqrt$る:

(壱) $\mathcal{H}_{\mathrm{k},q,q^{\tau}}(F_{4})$ の分解行列は (表 1) において対応す $\text{る}$

.
$\mathrm{k}$ GF の分解行列の部分行列.

(弐) $\mathcal{H}_{\mathrm{k},q,q^{\tau}}(F_{4})$ の分ffl行列は,$\cdot$ $q\in \mathbb{C}$ 力 $[searrow] \mathrm{q}\in \mathrm{F}_{1}^{\mathrm{X}}$ の仮定のも $\text{と}$ て

(a) 1-parmeter のときは Geck-Lux[GL91] \leq おいて計算されている.
(b) $\dot{\mathrm{u}}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{l}$ parameter のとき・は Bre廿 $\mathrm{e}$ [Bre94] において計算されている.

なので Hede環のほうは Grothendiek 群レベノレの話は、 よく分かっている.

.
3. 日的と動機

3.1. 日的}2,仮定のもとて $\dot{\pi}_{\mathrm{k},q,q^{r}}(.F_{4})$ の表現険をアルチン環の言葉て精 $\mathfrak{F}$’化 $\text{す}$.
$\cdot$

るこどてある. また, 2.2 の
(壱) の埋め込みも精密化することてもある. ここて、アルチン環の言葉とは、 $n_{i_{l,l’}(F_{4})}$ の basic r化 g A の
quiver.と $\mathrm{r}\dot{\mathrm{e}}$lation を決めることや, 半単純,有限 , tame型, 婦$\mathrm{d}$ 型等の表現型を決定することなとてある.
ここて basic ringの意味てあるが、Aの既約表現はすべて 1

$\circ$

次元で, $?\mathrm{t}_{\mathrm{k},q,q^{r}}(F_{4})$の加群の圏と A.
$\cdot$

のそれが圏
同値になるものをさしている. なのでアルチン環の言業で Jま, up to.圏.$.\Pi\overline{-}$値てものをみるなめ Hb。),v,U(F4)
という環は $\mathbb{Q}(v)^{\oplus 25}$. という環と思っていることになる. (つまり体が25個あるだけの環.) 8

3.2. Poincar\’e 多項式. もうひとつの動機を述べるためにも Poincare’多項式をみておこう. $v$ を不定元とし
て.岩堀-Hecke環 $H_{v}$ に対して群環でいう自明な表現に対応する index 表現を Ind : $H_{v}arrow \mathbb{Q}(v)$ と書いて

$P_{H}(v) \cdot.\cdot=\sum_{w\in W}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}(w)$

$.\text{と}b.\langle H_{v}\text{の}\mathrm{P}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{n}\dot{\mathrm{c}}.\mathrm{a}\mathrm{r}\text{\’{e}} \mathscr{L}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{R}^{\cdot}\text{と}\Re \mathfrak{l}X\text{れる}..H_{v}=.7^{\cdot}\{_{\mathrm{Q}(v),vv}..(F_{4}),Hv--\dagger\ell*_{\Phi_{-}(v)\text{ちの}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}1^{arrow \text{分}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\acute{\text{す}ると次}}^{}v)_{1}v,v^{l}}\cdot(F_{4},), H_{v}^{\cdot}=H_{\Phi(v)v.v^{4}}.(F_{4})\geq 3^{\backslash }\mathrm{g}’\eta \text{を}-\vee\ell)\mathrm{f}\ddot{\mathrm{f}\mathrm{i}}\mathrm{g}\dot{\text{て}}|\mathrm{f}_{\text{、}}\yen\grave{\mathrm{x}}\text{て}\mathrm{A}\mathrm{a}_{-}^{*}.\mathrm{F}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\not\in \mathrm{j}\backslash \}_{\sim}^{-}\mathrm{t}\mathrm{f}_{\backslash }\mathbb{Q}\acute{\text{上}の}\mathrm{f}\dot{\mathrm{f}\mathrm{i}}i\mathrm{R}\text{分}\mathscr{L}\Re^{\Phi}\cdot\cdot$

.
のようになる:

$H_{v}=?\mathrm{k}(v)_{\mathrm{I}}v,\cdot v(F_{4})$ : $P$t $(v)=\dot{\Phi}_{2}^{4}$ .. $\Phi_{8}^{2}\cdot\Phi_{4}^{2}\cdot\Phi_{6}^{2}\cdot\Phi$8 $\Phi$

\sim 2,

(3) $H_{v}=$ $\mathrm{Q}_{(v),v,v^{2}}(F_{4})\cdot$ : $P_{H_{v}}(v)=\Phi_{2}^{4}$ . $\Phi_{3}^{2}\cdot\Phi_{4}^{2}\cdot\cdot\Phi$L $\Phi$ 8 $\Phi_{12}\cdot\Phi$ 18,
. $H_{v}=\sim t$ $(v),\mathrm{v},\mathrm{S}(F_{4})$ : $P_{H_{v}}(v)=I" B$ . $\Phi$M : $\Phi_{4}^{2}\cdot\Phi$g. $\Phi_{8}\cdot\Phi$Y0 $\Phi$?$2^{\cdot}\Phi_{1}$ 8 $\Phi_{20^{-}}\Phi$30.

3.3. Andersen-Kaneda. 以降 $e$ を $q$ の $\mathrm{k}$ ての乗法的位数とする.
.

.
$\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\dot{\mathrm{o}}$ rem2.(Geck). $\ell$ tよ有限 Weyl群 $W$ に対して bad てはないとする.. $\chi,\psi\in \mathrm{I}\mathrm{r}\mathrm{r}(.W)$ がパラメータを
$q\cdot 1_{\mathrm{k}}$ に特殊化された $W$ に付随する岩堀-Hoeke代数のあるブロックに属するとすると, $\chi,$

$\psi$ の generic deynz
pdynomid $D_{\chi}(v),D$\psi .(v) の.$\Phi_{e}$ -height (i.e. $D_{\chi}(v)$ を. $\Phi_{\mathrm{e}}$ (v) が割り切る回数と $D\psi.(v)$ を $\Phi_{e}$ (v) が割り切る
回数) は、等しい.

この定理があるのて次が定義てきる:

6岩堀-fle&e 環は、Robenius $\Re$ (もっと強く対称多元環) てあるのて正則表現に既約表現の非同型類がすべて現れる.
$\tau_{1\mathrm{I}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{e}}$ 環 $?\mathrm{t}\mathrm{k},q(W)$ の場合は分解定数は非常に界\sim 把な評価として $|W$ } て上から押さえられる. $G^{F}$ のほうは同じように $[G^{F}\mathrm{i}(q$

の多項式) て上から押さえられる. $\cdot$しかしここまてしか分か $\Leftrightarrow$ていない. 9 ま 1) $q$ と独立に定まることすら言えていないのてある. この
. ことが一般に解けているのは $A$ 型の場合のみである. $G^{F}=F_{4}(q)$ てはべき単ブロックのうち不足詳が巡回群となる場合と $?\dot{4},\mathrm{q}.q(F4)$

が半単純になる場合を除いて, 未だにべき単ブロックの分解定数が完全には決まっていない.
8ここて環論のひとてはない表現論/群論め方々は、猛\Delta な拒絶反応が起どる]分が尊歌する諸先生方の中には、[なんじやそりや]

や I寒々としてきた 1 醇のコメントを述べていた. 確かに $.\#$.気持ちは察する. というのは指標の値や次元という概念がなくな $’\supset$ \mbox{\boldmath $\tau$}、いま
まて主要日的だったことがらがすべて度外視されるからだ. も $\text{っ}$ と言えばセールの線形表現の本を読んて、指標が分がって嬉しいと述

. べていた学生に、その嬉しさを切り捨てなさいというようなものである. だが岩堀-Hecke環だうてこの方向の一例てあることを忘れ
てはならない. ,というのは、べき単指標の次数は $q$ の多項式て与えられ莫大てあるにもかかわらす岩堀 $- \mathrm{H}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{e}$ 環のほうは、つねに一

. 定の次数の既約指標だ. 加えて、今回主につかうのは Geck-Pfeiffer による $.\mathrm{a}\infty$堀-Hedoe 環の指標理論てあ $\circ$る.



174

Definition3. $W$ を有限.Weyl群として, $q\in\dot{\mathrm{k}}^{\mathrm{x}}$ を原始 $e$ -乗根とする. $B$ を $\mathcal{H}_{\mathrm{k},q}$

.
$($

.
$W)$ のブロツクイデアル

とするとき
. $\mathrm{w}\mathrm{t}_{\epsilon}(B):=\max\{i\in \mathrm{N}_{0}|P_{\mathcal{H}_{\mathrm{O}(v).v}}(v)/\Phi_{e}(v)|$

.
$\in.\mathbb{Z}[v]\}-\mathrm{h}\mathrm{t}_{\mathrm{e}}(\phi)$

. ここて, $\mathrm{h}\mathrm{t}_{e}(\phi)$ は $\phi$ の $\Phi_{\mathrm{c}}$ -height てあり, $\phi\in \mathrm{I}\mathrm{r}\mathrm{r}(\mathrm{W})$ で $B\not\in_{\tilde{\mathrm{c}}}\mathrm{E}$するもの. $\mathrm{w}\mathrm{t}_{\mathrm{C}}$ (B) を $B$ の $\Phi_{\mathrm{e}}$ -defect と力 1
$e$ -weight とと呼ぶ. $A$ 型で言えば. Young図形から $e$ -core にい $.’$. るときに{可回

.
$e$ -hook 荀取り外したかという.

こと. .

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ を $\mathcal{H}_{\mathrm{k}_{:}q,q^{\tau}}(F_{4})$ のブロシクイデアルどする. このとき $B$ に対してある $\mathrm{k}G^{F}$-加群. $M$が存在して次が明
.ら \mbox{\boldmath $\theta$}.‘に戒り立つ:

(i) $\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{1G^{p}}.(M)=,$ $B$ .
(ii) $M$ は

$\backslash$.
$\mathrm{k}G^{F}$ のブロックイデアル $A$ に属す $\dot{\text{る}}$ .

..さて、 も $\grave{\vee.)}$ ひとつの動.\Re が述べられる.

Conjecture 4. 上の記号を使って $.A$ 9不足詳がアーベル群とすゐ.
(i) 各直既約射影 B.加群の hew length9 は一定てある.

. (ii) $e>2$ と仮定する. このとき、各直既約射影 $B$-加群の Loewy leng怯.は 2 .帆。$(B)\dotplus 1^{\cdot}$に等しい.

.Co司 $\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{u}\dot{\mathrm{r}}\mathrm{e}$ $5$ . $B_{0}$ を $\mathbb{Q}(\dot{\zeta}_{\mathrm{e}})$ 上のパラメータが $\zeta_{e}(\in \mathrm{C})$ に特殊化された岩堀 $- H\epsilon cke$環とする.
(i) 各直既約射影 $B_{0}$-加群の Loewy leng伍 \Leftarrow 一定てある.
(ii) $e.>\cdot 2$ と仮定する. $’$. のとき.、 各直既約射影 $B0$ -加詐の Loewy kngth は 2 $\cdot$ $\mathrm{w}\mathrm{t},(B)\dotplus 1$

.
に $\not\in \mathrm{L}$い.

この予想は、 $\mathrm{w}\mathrm{t}_{e}(B)=1$ ては正しい. また, 有限 Weyl 群 $W_{1},$ $W_{2}$ の. Hecke 環について予想
$\theta^{\dot{\mathrm{f}}}$

正し

りとすると, $W_{1}$ $\cross W_{2}$ の He&e 環についても正し $\nu\backslash$ ことが分
$\circ$

かる. またすべての $\mathrm{w}\mathrm{t}_{\mathrm{e}}(B)=2$ となる 1-
.parameter め例外塁で確認が取れる. また、い. $\langle$ らでも大きい wら (B) については古典型では buquier のブ
ロックと呼ばれ.る場合については工しい.ことが示されている. ($A$ 型ては $[\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{u}99],[\mathrm{C}\mathrm{K}-2],[\mathrm{T}\mathrm{u}\mathrm{r}0.2\mathrm{J}$ [MiyOlc]
( $[.\mathrm{C}\mathrm{T}$0.2],[LM02],[HM00]) $B$ 塁てば [DJ92] により $A$ 型.$\text{の}$

.
$\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}\dot{\mathrm{o}}\mathrm{r}$積として実現てきる場合は正しい. つまり、

本質的には. $A$ 型の場合のみて分かつている. ):また、 この予想の希少性|,こついてだが、一般に $G$ を有限群
(例えば有限単純群).として群環 $\mathrm{k}G$ を考え $B$ を $\mathrm{k}G$ のブロックイデアルとしでとったときに Conjecture $4(\mathrm{i})$

の反例なといくらても (無限に) ある.
なせ Andersen-Kaneda という名がついているの力. $\mathrm{t}1$ , Andersen-Kaneda[AK89] にある. 実は Andersen-

Kaneda のように Loewy列の length どいう情報と Lusztig予想をつなけたように、 これの真似を He&e環
版てしたかったのでごのあたりをそそろ見てみたわけ $.*\cdot.\cdot$ だが、端的にいうと $\mathcal{H}_{\mathrm{k},-1}$ (A,) を考えてみる, (ブ
ロツクはひとつしかない.) この He&e 環\emptyset 分解定数は実は $\mathrm{k}$ の標数にはよらない. しかし, ch$k $=2$ のと

きとそうてな $\mathrm{A}\mathrm{a}$ ときでは $\text{、}-$ . 直既約射影的加群の. Loewy length が違うのてある [EN02]. (こういった判定を
高次ランクてするのは $\backslash \cdot$ きわめて難しい. つまり Grothen出$\mathrm{e}\mathrm{k}$群レベルの話に加群の情報を加味しようとす.
るのは難しいのである 10.) .

4. 表現型

表現型に関するもろもろの用語は、本講究録の有木氏の稿及ひ [Aria] を参照してください. [Erd90] $\langle$ ら
いはあけでおかないと失礼てすね. [special $\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}\Rightarrow \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{e}$型] どいうの.が、使いたいことの一つてす。

4.1. 仮定.
(i) 以降係数体 $\mathrm{k}$ の標数は、 2, 3 でないとする.(本質的なもので、分解定数が左セル等て影響を受ける

[Gyo96].) .
.
(ii) 2.1 にあった仮定も忘れてはならな\breve ‘.(群との関係から)
(iii) 特殊化するパラメー列 $\mathrm{h}$

$q\in \mathrm{c}^{\mathrm{x}}$ もしくは $q.\in \mathrm{F}_{\ell}^{\mathrm{x}}$ をみたす.(分解行列が知られているという理由
からのものて本質的とは限らない.)

.. となるため $J^{0}M\supset\cdots\supset J^{i}M\supset J^{\mathrm{i}+1}M\supset\cdots$ なる有限列がてきるがこれの長さのことを $M$ の Loewy length という.
.

$10\dot{\xi}$の $\propto\Re$ても $\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{n}-\cdot \mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{a}$ .の仕事はが $\text{っ}$ こいい.
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.4.2. 半単純. 一般論Gyoja-Uno[GU89],
$\cdot$

Geck-Roquier[GR97].もしくは $F_{4}^{\cdot}$ に特化 hた情報て Geck-Lux[GL91].,
Bremke[Bre94] を使う $\text{と}H_{v}(q)\neq 0$ ならば半単純で、先に述べた動機の意味てなにもす不ことがない. 山根
[Yam89] もしくは $F_{4}$ に特化

$\circ$

した情報て Geck-Lux[GL91],Bremke[Bre941を使うと既約射影的加群がみっか
る. このブロックについても先に述べた動機の意味ですることはない.

.
4.3. 非半単純有限表現型. ブロ. ツクィデアル $B$ が半単純てはな $\langle$ , 非同型直既約 B-加群の同型.類の個数が
有限,. i..e.

$\cdot$fi.限表現型のときは、次のように特徴づけられる 11. $\cdot$

.
Proposition $6$ . $\cdot r\in$ {1,2, 4} とする. $B$ を $H_{\mathrm{k},q,q^{7}}(F_{4})$ のプロックイデアルとする. 次は同値

(i) $B$ は非半単純, 有限表揖型,.
$(\mathrm{i}_{\grave{1}})\mathrm{w}\mathrm{t}_{\mathrm{e}}.(B)=$. $1$ .

$\acute{.}(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ $B$ は Bmuer tre4algebra てしかも一直線の tree に対応す慝.
このことは、分解行列 $\mathrm{G}\mathrm{e}\mathrm{c}\dot{\mathrm{k}}$ -Lux[GL91],Bremke[Bre94] と [Un092] を組み合わせるとすぐにてる.

.4.4. さて、 4.2,4]3 と 3-2 の式 (3) をみると Poincare’多項式に $\Phi_{:}$ が 2 つ以上てる場合だけが間真とな石..
一言宇野氏の早い時期の予想 [Un092] を述ぺておこう:

.
Conjecture 7 ($\dot{\mathrm{U}}$no).. $H_{v}\text{を}1$-parameter generic 岩堀-Hecke.ffi と -t $\text{る}.\cdot$ (pammeter は. 単純鏡映ごと} $\sim$.
等しい.). $q\in \mathrm{C}^{\mathrm{x}}$ とする. 次は同値ではないか ?.

(i) $H_{q}$ は有限表現型,$\backslash$.
(ii) $q$ は PH、(v) の単根もしくは根てはない.

.これを見れば、だれても正標数の場今も自然に思いつき宇野氏の予想は 4.1.仮定 (i),(i\"u) $\langle$ らいを仮定す
\hslash ば、証明がてきている [Arib],[.M$\mathrm{i}$yOlb].. Proposition 6 の (iii) から (i) は、本質的に宇野氏の仕事てある.
さて、 そうすると有限表現型てはない場合、 $i.e$. 無限表現型の場合は tame型になるのか wild型になるの
かを考える.のは自然な問いてある. tame や wild の言葉については本研究集会で有木氏が述べていたのてそ.
の部分を参照されたし.$\circ$ 一応無限表現型のブロッ $|\text{ク}$ のクラスを述べておくと

Proposition 8. $r\in$ {1,2, 4} とする. $B$ を $\mathcal{H}_{\mathrm{k}.g,q’}$ (F4) のブロックイデアルとする, 次は同値
(i) $B$ は無限表現型,

$\cdot$

(ii) $\mathrm{w}\mathrm{t}_{\epsilon}(B)>1$ .

4.5. 非有限型 tame型,wild型. $r\in.$ {1,2, 4}.
Theorem 9. $B$ を $\mathcal{H}_{\mathrm{k},q,q’}(F_{\dot{4}})$’のブロックイデアルとする. 次の $(\mathrm{i}),(\mathrm{i}\mathrm{i})$ と (iii) は同隼:

(i) B $\circ$は蝕me 型で有限型て\dagger :ない.
(ii) $B$ は special biserial (tani.e型) て有限溢 yてはない
(m) $B$ は次の何れかを満たす:

(a) $\cdot$

$\mathrm{r}=1,$ $\phi_{4,1}\in B,$ $e=2$ .
(b) $r=2,$ $\phi$1,0or $\phi_{2,4}’.\in B$ , $e.=41$2

(c) $r.=4,$ $\phi_{2_{1}4}’\in B,$ $e=8$ .
.

上記
$\circ$

定理にある $B$ は、森田同値を除いて完全に理解されたといえる. $\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{i}\dot{\mathrm{v}}\mathrm{e}\mathrm{r}$ と relations もわかる. ま
た、残り無限表現型は Drozd の分類で wild現に属することを示しているもいること.を意味する. 詳しくは,
次節により場合わけて調 $.\sim$“.る.

5. プロックイデアルの構造.

さて、 この節てはブロックイデアルの構造を (著者自身の能力できた限り) 詳しく $\dot{\text{考}}$察する. ます、 $r\emptyset$

.

とり方がいろいろあったが、同童となる場合も含ま.れているのてそのソートをしておく.

‘1実は 4.1 の仮定 (.iii) はいらない.
$\cdot$

12実は、 この主プロツクは現在まてに岩堀-Hecke環にあらわれるブロックの basic 代数が tame 型となるもののうち最大 (次元)

.
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5.1. 同型なもの. つぎは、必要なち生或元をス $.\hslash$ラー倍てひねつることによりす $\dot{\langle}^{\mathrm{v}}$にわかる:

Lemma 10: (i) $\mathcal{H}_{\mathrm{k},q,q^{2}}(F_{4})\cong\dot{?}t$k, $q$ , $q^{4}$ 04) if $\Phi$2(q). $=q+1.=0$ .

(iii) $\mathcal{H}_{*,q,q}^{\cdot}\mathrm{a}(F_{4})\cong?\mathrm{h}_{q,q^{4}}(1F_{4})$ if. $\Phi$6 $(q)\cdot=q^{2}-q.+$
.
$1=0$ .

この同型をもって以下て $\mathrm{I}\mathrm{h}$

. $r$ が小さいほうのみを採用して記述する. .

. 5.2. $r=$
.

$1$ のとき. $r=1$ のと $\dot{\text{き}}$ は、 1-parameter Hecke環を扱うのて既約 $\mathrm{b}\mathrm{U}$群の la.b$\mathrm{e}$l 付け力$\sigma$ Gaek[Gec9.8]
にある. この label 付けを ‘.つて $\phi$? に対応する既約加群を $\varphi?$

.
と書くこ. と |\check -.する. 13 $\text{ま}$

.
た、 この場,合は

[$..\mathrm{G}$RO1] にある直既約射影的加群の filtrat.ion の情報も使える. 14

5.2.1. e=3.のとき: $\mathrm{M}_{\mathcal{L}}^{\cdot}(B).>.1$ なる 7白ツクイデアノレは $\phi_{1},0\in B$ が $\dot{\phi}_{4,1}.\in B$ となる. [$\mathrm{M}\mathrm{i}\mathrm{y}$

.
$\mathrm{O}$ laJ から 2 つ.

書 $\langle$ と

Theoiem 11. Laet $\mathrm{k}$ be $a$ field with $1+q+q^{2}=0$ in $\mathrm{k}$ . $Th.en_{2}$ the p加$n\dot{\alpha p}a.l$ block $\cdot \mathit{0}.f\mathcal{H}_{\mathrm{k},q.q}(F_{4})$ is
$isomo.\iota \mathrm{p}hic$ to $\mathcal{H}_{l,q}.(\dot{A}_{2})\otimes_{\mathrm{k}}\cdot \mathcal{H}_{\mathrm{k},q}(A_{2})$ . The comsp.ondence at the $bas\dot{i}s$ kvel\not\equiv th飴 isO\eta lorphism嘉 j given
$.a\dot{s}$ follows:

.
$L\epsilon t\{T_{w}|\dot{\alpha \mathrm{p}}dblock$$w\in W(F_{4})idempote\mathrm{n}t$ $of\mathcal{H}_{\mathrm{k},q.q}(F_{4}).Put.a_{s}^{-}.=\mathrm{e}_{0}T_{s}\acute{f}orsimplerefl.e.ctions’ s.\in bethesta\mathrm{n}dardbas\dot{\iota}sfor\grave{\mathcal{H}}_{\mathrm{k},q}(F_{4}).Let\mathrm{e}_{0}\in \mathrm{Z}(7h_{q,q}(F4^{\cdot})be\{\begin{array}{ll}) \epsilon_{1},.s_{2},s_{3} s_{4}\end{array}\}$

$S(F_{4})$ . Then, $\{a_{S}|8\in S(F_{4}.)\}$ satisfy the following:

$(a_{e:}-q)(a_{\epsilon\iota}+1)=$. $0$

$a_{s_{1}}a_{s_{2}}a_{s_{1}}=a_{s_{2}}a$. ” $a_{s_{2}}$

. $a_{ss}a$s4 $a_{s_{\mathrm{S}}}=$. $a_{s_{4}}a_{s\mathrm{a}}a$s4.
$a_{e\mathrm{s}}a_{\theta g}=a_{tg}a_{\epsilon \mathrm{s}}fo$ ’ $|\dot{i}-j|>1$

.
$a_{s\mathrm{z}}a_{\iota_{\theta}}=a_{l_{\theta}}a_{\epsilon_{2}}$

.
Theorem12. $B$ を $\mathcal{H}_{\mathrm{k},q,q}(F_{4}.)$ のブロ $\backslash \cdot y$ クて, $\phi_{4,1}$ が属するとする. $B$ は $h_{q,q},(F_{4})$ の主ブロツクに森田
同値.

なのて、 この場合は、環構造が森田同値を除いて完全に把握された. とくに、 ...
$.l$ Proposition 13. Conjecture 4, $Co\mathrm{n}je\mathrm{c}t\dot{\mathrm{u}}\mathrm{r}$e5は正しい.

5.2.2: $e.\cdot=4$ . $\mathrm{w}\mathrm{t}_{\mathrm{e}}(B)>1$ となる $\mathcal{H}_{\mathrm{t},q,q}(F_{4})$ のブロツクイデアル $B$ は, 主プロツクのみてある.
-

. Proposition 14. Bを }$t_{\mathrm{k},q,q^{f}}(F_{4})$ の主ブロツクとする. 直既約射影的 $B$ -加群の Loewy列は次のように
なる:

$P(\varphi_{1},0).:\{\begin{array}{l}\varphi_{1_{|}0}\varphi_{9,2}\varphi_{1},\mathrm{o}\varphi_{41}|\varphi_{6,6}’\varphi_{9,2}\varphi_{1_{\prime}}\mathrm{o}\end{array}\}\cdot,P(\varphi.\mathrm{i}_{1},):\cdot\{\begin{array}{l}\varphi_{4,1}\varphi_{9.2}.\varphi_{1}.,.\mathrm{o}\varphi_{4_{|}1}\varphi_{12,4}\varphi_{9,2}\varphi_{4,1}\end{array}\}.,P(\varphi_{9,2}):\{\begin{array}{l}\varphi_{9_{\prime}2}\varphi_{1},\mathrm{o}\varphi_{4,1}\varphi!^{2_{\prime}4}\varphi_{6,6}’\varphi_{9_{\prime}2}\varphi_{9_{\prime}2}\varphi_{9- 2}\varphi_{1},\mathrm{o}\varphi_{4,1}\varphi_{12,4}\varphi_{6.6}’\varphi 9,2\end{array}\}\cdot$.

他は, Goldman $i\mathrm{n}volut\dot{\iota}on$ ([DJ89, p.24] にある $\#$ のこと, $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}$ と s群を入れ替 $\circ$える) により得る.

$\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{o}\dot{\mathrm{s}}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\dot{\mathrm{o}}\mathrm{n}15$. $\cdot Conjeaetu\mathrm{r}e\mathit{4},.Conject\mathrm{u}$. ℃ 5 は正しい.

–
$\cdot$

\sim ;能は、 まだ瑳論がてきていないが、uuequal parametar の場合も $F_{4}$ てはとうも話がうまくい Dている. ともかく、 こや方向の
一般論の作或には, $[\mathrm{L}\mathrm{u}\mathrm{s}03]$ にある 15 個\emptyset 予想がとかれることが必要なようだ. ,

14この ffitration は、 $A.’ B$ 型のときの .Specht ffitption より強い条件を与えている. ただし 1-parameter 限定てしか現在.は cか
えをい.
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5.2.3. $\dot{e}=6$ .
$\mathrm{w}\mathrm{t}\mathrm{t},(^{B}$

) $>.1$ となる $\mathcal{H}_{\mathrm{k}_{\iota}q,q}(F_{4})$のブロックは主プロックのみで、既約 B功 Q群は $\varphi_{1},0,\varphi_{2,4}^{t},\varphi_{24}’’,.\varphi_{8,3}’|’\varphi_{8,3}’’$,
$\varphi.12,4,.\varphi_{9,6}’,\varphi_{9,6}’’$ の計 8 っ非同型なものがある.

.

:.
$P(\varphi_{1,0}.):.\cdot\{\begin{array}{ll} \varphi_{1_{\mathrm{l}}0}..\varphi_{1,0} \varphi_{2,4}’,\varphi_{124}..\varphi_{2,4}’’.\varphi_{1,0}\varphi_{8,3}\acute{\varphi}_{8_{|}3}’’\varphi_{8.3}’\varphi_{8,3}^{ll}\varphi_{1,0}\end{array}\}’,$

$P(\varphi_{2,4}’..)$ : $[\varphi_{1,0}.\cdot\varphi_{2,4}^{j}.$

”

$.\varphi_{9,6}’]\varphi_{2,4}.$

.

$\cdot,$

$P(\varphi \mathrm{g}_{3},)$ :
$\varphi_{8,3}\varphi_{8,3}’\varphi_{24}’|$

$[\varphi_{2,4\varphi_{1_{1}0}\acute{\varphi}12,4\varphi_{9,6}}’\varphi_{2,4}’,\varphi_{1_{1}0}.$

”

$\varphi \mathit{1}24\varphi_{9,6]}’\varphi_{8,3}\varphi_{83}’\acute{\varphi}_{8,\}’\varphi_{8,3}\varphi_{8_{1\S}}’,$

.

$\cdot.$

.

他は Goldman involution とグラフ.自己同型 [BGK97] にょ.って得られる.
$\mathrm{P}$’roposition17. $Con.je\mathrm{e}t\mathrm{u}\Gamma e\mathit{4}$ , Conjeeture 5 は正し.$\mathrm{A}\backslash$ .
5.3. r=2,のとき. $\cdot$

$..\mathrm{a}\mathrm{e}|_{\mathrm{c}}^{\wedge\mp \mathrm{f}\overline{\mathrm{z}}\text{って}\mathrm{b}\text{らっ}k^{\mathit{0}}.\cdot \text{と}.\text{も}\cdot\mathrm{B}^{\mathrm{a}}\langle D_{4}\text{の}}5.3.1.e=...2\text{のと}\cdot \text{き}...\mathrm{A}[\mathrm{R}\mathrm{R}\mathfrak{Z}3]\dot{\text{を}}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\text{って}\mathcal{H}_{\mathrm{k},,1(F_{4})\text{の}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{報}\mathrm{B}^{\epsilon^{J}’}ae}\mathrm{i}_{\text{の場}-t\mathrm{f}\text{、}\mathcal{H}_{\mathrm{k}}}..\cdot$

.

元$\bigwedge_{\mathrm{a}\mathrm{B}^{\mathrm{f}}\mathrm{f}\mathrm{f}}\text{てき}(F_{4})$

.
$\frac{}\simeq}{\text{る}..H_{\mathrm{k},q}..(D_{4}).\dot{6}_{\theta}\text{と}.\text{な}.\text{り_{、_{}}}.\mathcal{H}_{\mathrm{k}}..’(D)\text{の}.\cdot \mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}".\cdot \text{と}\mathrm{r}\mathrm{e}1\dot{\mathrm{a}}\mathrm{t}\mathrm{i}.\mathrm{o}\mathrm{n}.\mathrm{B}^{1}\text{ら}\mathrm{B}[searrow] \text{れ}|ff\text{よ}\mathrm{A}\backslash \emptyset \text{て},q=-1\text{の場合}\dot{\text{限}}\dot{\text{定}}\emptyset \mathrm{b}’ Jy\text{ク}(\dot{e}=4,r=2(\mathrm{C}1\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{y})_{\check{}\llcorner}\text{の}\mathfrak{N}^{q}\text{大}\tau^{4}- \text{る}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{分}\}\mathrm{h}+\mathrm{a}\mathrm{e}\text{大の}\xi \mathrm{f}\dot{\mathrm{f}\mathrm{l}}\mathrm{a}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{e}$

のときに詳しく書く 9てそこを参照) を使ってこの場舎を頑張って計算すると $\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}\dot{\mathrm{r}}$ と telationが計 \mbox{\boldmath $\tau$}.き.る. 既約加群め label付けは Geck[Gec98] を採用すると,..$\cdot$

Proposition 18: $\mathcal{H}\dot{\mathrm{r}}$,-1(D4).の非同型既約加群の同型類は 2 うある. 直既約射影的加群 $P(.4),P$(1.3) の
Loewy列 1よ次のようになる:

$P(.4):.\{$

$(.4)(1_{\backslash }3)(1.3)$

(.4)(.4)(.4)(.4)

$(.4.)(.4)(.4^{\cdot})(.4)(.4.)(.4)(.4)(.4)(1.3)(1.3)(1.3)(1.3)(1.3)(1.3)(1.3)(1.3)(1.3)(1.3)(.4)(.4)].,P(1.3).:$

.
$[$

.

$(13):(1..3)(1.3.).(1.3)\langle 1.3)(.4)(.4)(.4)(.4)(.4)(.4)(.4)(.4)(.4)(.4)(1.3)(1.3)(1.3)(1.3)(1.3)(1.3)(.4)(.4)(.4)(.4)(1.3)(1.3)]$

.

(.4)(.4)(.4)(.4)(.4)
(1.3)(1.3)

こ\sigma )結果は.、計算機を使っている. [GPOO] にある岩堀-Hecke環の指標理論から中心的べき等元計算して
しまう. CAP version 3rele.as.e 4 $[\mathrm{S}^{+}95]$ のバッケージ $\mathrm{C}\mathrm{H}\mathrm{E}\vee 1\mathrm{E}$ [GL士郭 $\mathrm{I}$ には、, 指標表や standard bases

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 力\mbox{\boldmath $\tau$}実些され $\vee \mathrm{c}$いる: 使わなくても原理的に手て計算てきることは確認したが $\dot{\text{、}}$ $W$ (D4) の位数は 192 なの
$\circ$

て standard basae $T$, たち線形結合の積を計算するのに使う. (なのて実質手でゃる.のは無理だ.) MeatAxe
.等

$\lambda\iota\theta^{\mathrm{a}}\text{のよ}$ う. la\breve \tilde r#roSwusfl条 s#t.aln\breve \tilde .$\cdot$d\emptyset ar\mbox{\boldmath $\delta$}d\iota gbamse\succeq sT\vee w‘.ウ f\leftarrow b.$\text{ちの}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}W^{J}/f_{\backslash -\hat{-}\text{て}}\mathrm{F}\mathrm{J}\text{て}|\mathrm{g}f_{J^{\mathrm{A}.\text{実}}}\mathrm{l}$. 際$\mathrm{A}\backslash \text{て}\llcorner|_{-\mathrm{i}\Xi \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}}^{\sim}$

約
$\text{っ}\mathrm{E}\backslash \text{て}’\hslash \mathrm{k}’\mathrm{f}\mathrm{i}9$.n,J#.ffae,lJ\breve \tilde 対応す\mbox{\boldmath $\tau$}6. $\mathrm{t}\mathrm{f}\text{と}\mathrm{A}.\text{と}\mathrm{Z}[v].-\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{s}\text{と}$

,

数て $=\overline{\mathrm{H}}\dagger$.算し $\text{て}$ しまう. (ここは、 日のこてさがす.) そこで $\Phi_{\epsilon}(v)$ の係数がっく部分とそうではない部分に分
ける

$\circ$

ことで証明される. 15

この $\Xi\dagger\cdot.\mathrm{a}\mathrm{e}$例でもよくやってしまう間違いてある socie列と Loewy列の dumltiy から “真ん中がら折り返せ
るゝ》という勘違いの反例になってぃ枦 6.

$\mathrm{P}\dot{\mathrm{r}}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\dot{\mathrm{n}}1$ 9. Conjecture 4, Co.nje.cture 5は正しい.

15計算機
$\circ$

てこのことをしっがり計算しておこうと思ったのは、後の完全に埋論的に証明がつぃてぃる Corijecture おに役立っか
らと思っていることもある.

16僕自身も}$*$ じめは間違えた. これは、大御所ても間違えたことがある話が有名: 大御所は論文にて指摘した人に感謝してぃたと
いう. やはり大御所だ.
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5.3.2. $e=4$ . $\mathrm{w}\mathrm{t}_{\mathrm{e}}(B)>1^{\cdot}$ となる $\mathcal{H}_{\mathrm{k},q,q^{2}}\langle F_{4}$) の $\dot{7}!^{\supset}.$. ツクイデアル $B.${よ, $\phi_{1},0\in\dot{.}B$ が $\phi_{94}’$

}

$\in B$ のもののみ.
(ともに $\mathrm{w}\mathrm{t}_{\mathrm{e}}(B)=.2.$) この場合は、 tame になると主張してあった. unequal parameter の場合な 9で a-関
数で既約加群の名前をつけられるという一般論はまだないが, うまくいっているのでそれをもって既約加群.
の label付けをする. $\emptyset?\in \mathrm{I}\mathrm{r}\mathrm{r}(W\cdot(F_{4})..)$ で label される既約加群を $\varphi$ ? で書く. .

Proposition 20. 非同型直既約加詳 $P(\varphi_{1,0}),P$ (\mbox{\boldmath $\varphi$}9,2) $P(\varphi_{1,12}’..),\cdot P(\varphi_{9_{1}}’6)$ の Loewy $F$1は次のようになる:

$P(\dot{\varphi}_{1}.,0):..\{\begin{array}{lll}\varphi_{9,2} \varphi_{1,0} \varphi_{1,0}.\varphi_{1,0} \varphi_{9,2} \varphi_{1.0} \end{array}\}.,$ $P(\varphi_{9,2})$ : $\{\begin{array}{lll} \varphi_{9,2} \varphi_{\mathrm{l}_{\prime}0} \varphi_{9_{|}2} .\varphi_{1_{\mathrm{t}}}.\mathrm{o} \varphi_{9,2} \varphi_{9,6}’\end{array}\}$

. $\cdot$

他は ‘. Goldman involution を施して得られる.
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Lemma 22. For $i=2,3$ ,
$f_{\dot{\mathrm{t}}}^{0}=$. $f_{i,a}^{0}+fi0$,b’

$f_{i,a}^{0}f_{\dot{\mathrm{a}},a}^{0}=f_{\dot{l}_{\mathrm{t}}\emptyset}^{0},$ $f_{i,b}^{0}f_{i,b}^{0}=$ . $f_{i,b}^{0}.’ f_{i,b}^{0}f_{i,a}^{0}=f_{i\dot{\alpha}}^{0}f_{\dot{r},b}^{0}.=0|$.

Proof. $\cdot$ Since $(T_{i}+1)(T_{\dot{l}}+1)=0$ for $i=3,4$ , we have

(4) $g_{a}g_{\dot{b}}.\cdot=g_{b}g_{a}=0$.

$.g_{a}g_{a}.=(T_{3}+1.)(T_{4}\cdot+1)(T_{3}+1)(.T_{4}+1)$

$=(T_{3}+1+(.T_{3}+1)T_{4})(T_{3}+ 1.\dotplus(T\mathrm{a}+1)T_{4}.)$

$=\cdot(T\mathrm{a}+1)?+(T_{3}+1)^{2}T_{4}+(T_{3}+1)T_{4}(T_{3}+1)+(T_{3}^{\cdot}.+1)$ T4 $(\dot{T}_{3}\dotplus!)T_{4}$ .
$=(T\mathrm{a}+1)T_{4}(T_{3}+1)+(T_{3}+1)T_{4}(73+1)T_{4}$

$=(T3+1)\{T_{4}(T_{3}+1)+T_{4}(T_{3}+1)T4\}$

$=$
.

$(T_{3}+1.)\{T_{4}T3+T_{4}+T_{4}T_{34}T+T_{4}^{2}\}$

$=(T\mathrm{a}+1)$ {$T_{4}T_{3}+T4$ $+$ T4T3T4-2T4-1}
$=$

.
$(T\mathfrak{g}+1)\{T_{4}T\mathrm{s}\dotplus T_{4}T_{3}T_{4} -\dot{T}_{4}- 1\}$

$.=(T_{3}.+1.)\{-(T\iota+1)+T_{4}T_{3}+T_{4}T_{3}T_{4}\}$

$=g_{a}.+$ 73747 $3+$ 737473I$4\dotplus T_{4}T\mathrm{s}+T_{4}T_{3}T_{4}$

$=g_{a}^{!}+\cdot T_{3}T_{3}T_{4}T_{3}+T4T\mathrm{s}+2T\mathrm{s}T_{4}T\mathrm{s}$

$=g_{a}+(T_{3}T_{3}+2T\mathrm{s}.+1)$74l3
$=$

. $g_{a}$ .
.

So, we have.

(5) $g_{q}g_{a}=g_{\Phi}$ .

Similarly, we also have

(6) $g_{b}g_{\mathrm{b}}=g_{b}$ .

He.$\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}$, since $\hat{f}_{\dot{\mathrm{t}}}$ and 9? commute each other, we .deduce that for $i=2,3$

$f_{-,a}^{0}$

.
$f_{1a}^{0}.$

, � $f_{\dot{s},a}^{0},$ $.f_{1,}^{0}.b$ f|0.’ち $=f_{-.b}^{0}.’ f_{b}^{\underline{0}}f_{\dot{\iota},a}^{0}=f_{i,a}^{0}f_{1}^{0}.,b|$ $=0$ .
Now we look at the $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{m}.g_{u}+\cdot g$ b:

$.g_{a}\dotplus g_{b}=-$(n $+\cdot 1$ ) $(T_{4}\dotplus 1)-$ $(T_{4}+1)(T_{3}\dotplus 1)$

$.=-T_{3}T_{4}-\cdot T\S-T_{4}-1-T4T_{3}-T_{3}-\cdot T_{4}-\cdot 1$

$.=.-T\mathrm{s}T_{4}-T_{4}$T$\mathrm{s}-2T_{3}-2T_{4}-2$

On the other hand we look at a central primitive idempotent of the $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{a}1\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{a}.\langle T_{3},T_{4}\rangle$ 0(v) of
$H$q(v),v $(F_{4})$ , which is isomorphic to $’\mu$Q(v),$v$ (A2). Let $\hat{h}_{\lambda}$ be th.e. central primitive id.empotent of ( $T\dot{\mathrm{a}}$ , $T_{4}\rangle_{\mathrm{Q}}$(v5

corresponding to a partition $\lambda\dot{\mathrm{o}}\mathrm{f}.3$ . The, $\hat{h}_{21}$ is the following $\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}_{\dot{}}$

$\hat{h}_{21}=\frac{1}{v^{2}+1+v^{-2}}.\{2+(1-v^{-2})\dot{T}_{3}+(1$
.

$-v^{-2})T_{4}-v^{-2}T_{3}T_{4}-v^{-2}T_{4}T_{3}\}$

Clearly,
$\hat{h}_{21}|_{varrow q}=g_{a}+g_{b}$ .

$\mathrm{S}\mathrm{i}\dot{\mathrm{n}}\mathrm{c}\mathrm{e}$ the.brunching rule between the Weyl group of type A2 and the Weyl group of type $B_{3}$ is given as
TABLE 1, w.e..know that

$\hat{f}21$ . $=\hat{f}_{21}$ . $(\hat{h}_{3}\dotplus\hat{h},1\iota+\cdot\hat{h}_{21})=\hat{f}_{21}.‘\hat{h}_{21}(\hat{h}_{3}+\hat{h}_{111}.+\hat{h}_{21})\hat{f}_{21}$. $=\hat{h}_{21}\hat{f}_{21}.$ ,.$\cdot$

(.7), . $\hat{f}_{21}.=\hat{f}_{2\dot{1}}.\hat{h}_{21’}=\hat{h}_{21}\hat{f.}$

2’.
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$1^{l}$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{3}3$

.
$\cdot$

.

$\mathrm{E}$

$\fbox$

Put $\mathrm{q}..:=b_{0}ft$ for $i.=$. $1,4$ and $ej:=f_{j,a}^{0}$
. for $j=2,3$.

:Theorem 23.
.

$P(\phi_{1,0})\cong \mathcal{H}$e1, $P(\phi_{9,2})\cong \mathcal{H}$ e2, $P(\phi_{9_{1}6}’)\cong$. $\mathcal{H}$e3, $\dot{P}(\phi_{112}’.,)\underline{\simeq}$

.
$\mathcal{H}e4$ .

Let Abe ($e_{1}+$ e2 $+e\mathrm{a}+$.e4) $\mathcal{H}$(e$1+e2$ $+e3$ $+$ e4). Put
$\alpha$3 $:=e$271T27.374737271e1, $\alpha^{-}$

.
$:=e_{1}T_{1}T_{2}T_{3}.T_{4}.T_{3}T_{2}T_{1}e_{2}$ ,

$a:=e_{1}(T_{3}+1)$e1, $\beta^{+}:=e_{\theta}T_{1}e_{2}$
.

; $\beta^{-}$. $:=$
.

$e_{2}T_{1}e_{3}$ ,
$\gamma^{+}:=e$4717273 $c_{4}\gamma_{3}$ l271e3, $\gamma^{-}.=e3T_{1}T_{2}T_{3}T_{4}^{\cdot}T_{3}T_{2}T_{1}e_{4}$ ,
$b.\cdot.=e_{4}$ ($T_{3}+$ 1)e4

$\mathrm{T}\dot{\mathrm{h}}\infty.\dot{\mathrm{r}}\mathrm{e}\mathrm{m}24$ .
$a2=0$;
$a\alpha^{-}\alpha^{+}-\alpha^{-}\alpha^{+}.a=$

.
$0$ ,

$\alpha^{+}\alpha^{-}\alpha$3– 8$\alpha^{+}a$ $=$ . $0_{\dagger}$

$\beta^{+}\alpha^{+}.=$
.

$0$ ,

$\alpha^{-}\alpha^{+}\alpha^{-}-$ 8a$\alpha^{-}=0$ ,
$32\beta^{-}\beta^{+}+q\alpha^{+}\alpha^{-}.\alpha^{+}\alpha^{-}=0$ ,
$\gamma^{+}$

.
$\beta^{+}=0$ ,

$a^{-}\beta^{-}.=0$,
$32\beta^{+}\beta^{-}$ 十架-\gamma +\gamma -\gamma + $=0$ ,
$\gamma^{+}\gamma^{-}\gamma^{+}$ –8峙 3 $=0$ ,

$\beta^{-}\gamma^{-}$

.
$=0^{\cdot}$ ,

$b\gamma^{+}\gamma^{-}-\gamma^{+}\gamma^{-}b=0$,
$\gamma^{-}\gamma^{+}.\gamma^{-}-$

. 8\gamma -b=0》
$b^{2}=0$ .

. $\cdot$

$F\circ\dot{r}$.any $x$ \sim ) $x_{2},x3,x$4, $x_{5}.\in\{\alpha^{+},\cdot\alpha^{-}, \beta+,\beta^{-},\gamma^{+},\gamma^{-}., a\tau b.\}$ ,
$x_{1}x_{2}x\mathrm{s}x_{4}x_{6}=0$ :

.Lemma 25.. $\mathrm{d}\dot{\mathrm{m}}_{\mathrm{k}}\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}\tau \mathrm{s}(P(\phi_{1,0}.)\oplus P(\phi_{9,2}.)\oplus P(\phi_{9}’,6)$ .\oplus P.(.\phi ’l,l2) $)$ =.36=d石職 (A).

Prwf. This is clear by the Cartan matrix of the principal block of $\mathcal{H}$ . : $\square$
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Let

$.\cdot \mathrm{r}\mathrm{h}\infty \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}26ge\mathrm{n}e_{\iota}\mathrm{f}\mathrm{u}tedi_{y}.\cdot$

Let $\mathrm{k}[Q]$ be the
$p.ath$

algebfa $c\mathrm{o}$rresp$o$n4ing to Q. Let $\mathcal{T}b.e$ the $two\prime side$. $ide\dot{d}$ of $\mathrm{k}[Q]$

. a2,

$\alpha^{+}\alpha^{-}$. $\alpha^{\dotplus}-\cdot$ 8$\alpha^{+}a,$

$\beta^{+}.\alpha^{+}$ ,
. $\cdot$

$\alpha^{-}\alpha$1 $\alpha^{-}-8a\dot{\alpha}^{-}$
.

$32\beta^{-}$.
$\beta^{+}+q\alpha^{+}\alpha^{-}’\alpha^{+}a^{-}$,

. $\gamma^{+}\beta^{+}$ , $\cdot$

$32\beta^{+}\beta^{-}+q\gamma^{-}\gamma^{+}\gamma^{-}\gamma^{+}\alpha^{-}\beta^{-},$

,
$\gamma^{+}\gamma^{-}\gamma^{+}-\cdot$ 8的+,

$\beta^{-}\gamma^{-},$

$b\gamma^{+}\eta^{-}-\dot{\gamma}^{+}\gamma^{-}.b$ ,
$\gamma^{-}\gamma^{+}.\gamma^{\vee}$. $-8\gamma^{-}b,$

$b^{2}$ .
Then, Ais isomorphic to $\mathrm{k}[Q]/\mathrm{I}$ i.e. the principal block $o$f $7\{isMon\dot{\tau}ta$ equivalent t.o $\mathrm{k}[Q]/\mathrm{I}$ . In particular,
the principal block of H. is a special biseral algebm.

Pruof. First, we calculate the $\mathrm{A}^{\cdot}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\dot{\mathrm{s}\mathrm{i}}\mathrm{o}\mathrm{n}$ of $\mathrm{k}[Q]/\mathrm{I}$. The pathes starting ffom $e_{1}$ are given as $\mathrm{f}\dot{\mathrm{o}}\mathrm{u}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{s}$ :
Since.. $\beta" a"=0$ and $a^{2}=0.$’the pathes $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ .from $e_{1}$ whose length is less than or equal to 2 are as
follows$\cdot$.

$e_{1},\cdot a,\alpha^{+},$ $\alpha^{+}a,$ $\alpha^{-}\alpha^{+}$ .
Then, sinoe $\alpha^{-}\alpha^{+}a=a\alpha^{-}\alpha^{+}$ , we find all the length 3 pathes staxting ffom.ei as ’

$\alpha^{+}\alpha^{-}\alpha_{1}^{+}a\alpha^{-_{\alpha}\dotplus}$

.
$\cdot$

Since $\alpha^{-}\alpha^{+}\alpha^{-}.\cdot\alpha^{+}=8a\alpha^{-}\alpha^{+}$ , we exclude $\alpha^{-}\alpha$“ $\alpha^{-}$ q“from the length 4pathe8starting $\mathrm{b}\dot{\mathrm{o}}\mathrm{m}e_{1}$ . So, the
possible length 4 pathes.starting from $e_{1}$ are only $\alpha^{+}a\alpha^{-}\alpha^{+}$ . H$\mathrm{o}$vwver,

$8q\alpha^{+}a\alpha^{-}\alpha^{+}$

$=q\alpha^{+}\alpha^{-}.\alpha^{+}\alpha^{-}\alpha^{+}$

$=-32\beta^{-}\beta^{+}\alpha^{+}$

$=$. $0$

Hence, there is no length 4 path starting from $e_{1}$ . $\mathrm{P}\mathrm{o}$ , we conclude that the pathes’starting $\mathrm{f}.\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{m}e_{1}$ are
.the following 4+2pathes:

$e_{1}$ ,. $a,\alpha^{-}\alpha^{+},$
$a\alpha^{-}\alpha^{+}.$’

and
$\alpha^{+},\alpha^{+}\alpha^{-}\alpha^{+}$ .

In other word, the space
$\mathrm{k}e_{1}\oplus \mathrm{k}.a\oplus \mathrm{k}\alpha^{-}\alpha^{+}\oplus$ k$a\alpha^{-}\alpha^{+}\oplus$ k$\alpha^{+}\oplus$ k$\alpha^{+}\alpha^{-}\alpha^{+}$

is isomorphic to $\dot{\mathrm{t}}\mathrm{h}\dot{\text{\’{e}}}$ projective indecomposable $\mathrm{k}[Q.]/\mathrm{I}$-module $\mathrm{c}.\mathrm{o}\mathrm{r}.\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\dot{\mathrm{i}}\mathrm{n}\mathrm{g}$ to $e_{1}$ .
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Similarly, we can deduce that the $\dot{\mathrm{p}}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{e}$ starting from $e_{4}$ are
$e_{4},$ $b,\gamma-\gamma b+,\gamma\gamma\gamma\gamma\gamma\gamma^{-}\sim+,-,-+.\cdot$

Next, we’consider the pathe.$\mathrm{s}$ starting $\mathrm{f}\dot{\mathrm{r}}\mathrm{o}$m $e_{2}$ . The pathes starting f.rom e2 whom length is less than
or equal$\cdot$ to 2 are the following 6 pathes:

$e_{2},\beta^{+},$ $\alpha^{-},$ $\alpha^{+}\alpha^{-},\beta^{-}\beta^{+},$ $a\alpha^{-}$ ,

We shall show that.these are the bases for $(.\mathrm{k}[Q]/\mathrm{I})e_{2}$ .
(i) First, we consider a path $x\beta^{-}\beta^{+}$ for some arrow $x$ . Since $\beta^{-}\beta^{+}=$. $e_{2}\beta^{-}\beta^{+}e_{2}$, we consider

the po.ssible arrows $x$ with $xe2\neq.0$ which $\dot{\mathrm{a}}\mathrm{r}\mathrm{e}\beta$+and $a^{-}.$ . $\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}.\alpha^{-}\beta^{-}.\cdot=\dot{0}$ , we only con-
sider. $\beta^{+}\beta^{-}$

.
$\beta^{+}.$ . However, sirice $32\beta^{-}\beta^{+}=-q\alpha^{+}\alpha^{-}\alpha^{+}\alpha^{-}\mathrm{a}.$lld $\beta^{+}\alpha^{+}$. $=$ . $0,32\beta^{+}\beta^{-}\beta^{+}=$

.

-. $q(\beta^{+}\alpha^{+})\alpha^{-}\alpha^{+}$. $\alpha^{-}.=.0$ . So, there is no arrow $\dot{x}$ such that $x\beta^{-}\beta^{+}\neq 0$ .
(ii) Next, we consider a path $xa\dot{\alpha}^{-}$ for some arrow $x.$ Sirioe $a^{2}=0,$ $\mathrm{a}$uwe hav.e to consider is

$\alpha^{+}a\alpha^{-}.\cdot$
.

. Howev.er, since. $\cdot$

: $8q\alpha^{+}a\alpha^{-}=q\alpha^{+}\alpha^{-}.\alpha^{+}\alpha^{-}=-32\beta^{-}\beta^{+}.$ ,
$\dot{\mathrm{w}.}\mathrm{e}$ have already punted this element.

($!^{\mathrm{i}\mathrm{i})}.$ FinaUy, we consider $\mathrm{a}$ path $x\dot{\alpha}^{+}\alpha^{-}$ for 8Ome arrow $x.$ Sirice $e_{2}\alpha^{+}\alpha^{-}e_{2}=$
.

$\alpha^{+}\alpha^{-}$ , we only consider
the possible arrow $x$ with $xe_{2}\neq 0$ which are $\beta^{+}$ and $.\alpha^{-}$ . Since $\beta^{+}\alpha^{+}=.0$, we only consider
$.a^{-}\alpha^{+}.\alpha^{-}$ . However, we have already counted this element since $\alpha^{-}\alpha^{+}\alpha^{-}=$

.
$8a\alpha^{-}$ .

口

5.3.3. $e=6$ . この場合は、 $\mathrm{w}\mathrm{t}_{\mathrm{e}}(B)>1$ とすると主ブロックのみが残る. wild 型てあることは、 $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}|$認てきる
が Loewy列や quiver と relations は計算できていない.

. 5.4. $\mathrm{r}\cdot=4$ .
$5.4.1$ . $\cdot e=$. $4$ . $\cdot 5.3.1$ と同様にして $D_{4}$ の場金が分かればよい. $\mathcal{H}_{\mathrm{k},q}(D_{4}))$ の $\mathrm{w}\mathrm{t}_{\mathrm{G}}(.B)>1$ となるブロック $B$ は
主プロックのみ\mbox{\boldmath $\tau$}、非同型既約 $B$-加群の個数は 5 つでありラベルは (.4), $(.31)_{l}(2.\dotplus).’(2$ .-$)$ , (1.21) てある.

$\mathrm{P}\cdot \mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}.\mathrm{t}$ ion27. 直既約射影的加群 $P(.4.),\dot{P}$(.31) $)P(2.+),P(2.-),P$(l.2i) の Loewy列は次のようになる.

$P(.4):$

.

$[(.4)(.4)(.4)(1.21)(.31)(2.+)(2.-)(.31)(2.+)(2.-)(.4)(.4)],$ $P(.3.1):[$

.

$(.3^{\cdot}1)(2.+)(2.-)(.4)(1.21)(.4)(1.21)(.31)(.31)]$

.

他は,Goldman $inval\mathrm{u}\overline{t}ion$ とグラフ自己同型によって得られる . $J$ラフ自己同型は $(.\cdot 31),$ $(2.+),$ $(2.-)$ を入れ
替える.

この場合も $r=2,$ $e$ =4 の場合と同じよう iこ quiver と.relation が計算て・きる.

.5.4.2. $e=8$ . $\mathcal{H}_{\mathrm{k},q,q^{f}}(F_{4})$ の $\mathrm{w}\mathrm{t}_{6}(B)>1$ となるブロシク $B$ は $\phi_{2,4}’\in B$ となるもののみて、非同型既約 B-
加詳の個数は 2 つでありラベルを $a$-関数を用いて与えることにする \Leftarrow \mbox{\boldmath $\varphi$}2’,4’\mbox{\boldmath $\varphi$}53 てある.

.Proposition $28$ . $\cdot\phi_{2_{1}4}’.\in B$ となる $\dot{\mathcal{H}}u_{q,q^{f}},(F_{4})$ のブロックを考える. 直 $\dot{\text{既}}$約 $\#.1\backslash$影的 $B$ -加群の Loewy列は次
. のようになる:

$\dot{P}(\varphi_{2,4}’)$ : $[\varphi_{8_{1}3}’\varphi_{2,4}’\varphi_{8,3}’$ $\varphi_{2,4}’\varphi_{2.4}’$ $\varphi_{2,4}’],$ $P(\varphi_{8,3}’)\cdot...[$
.

$.\varphi_{8,3}’\varphi_{2,4}’\varphi_{2,4}$

’

.

$\varphi_{8_{1}3}\varphi_{8,3}’$

,
$\varphi_{8,3}’]\backslash$

Proposition 29. $Conjectu\dot{r}e\mathit{4}$ , Conjeeture 5 は正しい.

この場合も $r=2,$ $e.=4$ の場合と同じように quiver と $\mathrm{r}\dot{\mathrm{e}}$lationが計算てきる.
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5.4.3. $e=10$ . $\mathcal{H}_{\mathrm{k},q,q^{f}}(F_{4})$ の $\mathrm{w}\mathrm{t}_{\mathrm{e}}(B)>1$ となるブヮック $B$ は主ブロックのみて非同型既約 \beta -加詐の個数
は 5 つでありラベ)$\triangleright$ を $a$-関数を用いて与えることにすると $\varphi_{1_{l}0}’,\varphi_{4},\iota,$ $\varphi_{9,2},\varphi_{6,6\mathrm{J}}’\varphi$12,4 てある.

Proposition 30. $B$ を $\gamma\{\mathrm{k},q,q^{r}(F_{4})$ の主 $\dot{i}7$

ロックとする. 直既約射影的 B.-\not\supset .I群の L。.$ewy$ 列は次のように
なる:

$P(\varphi_{1,0}):..\{\begin{array}{l}\varphi_{1,0}\varphi_{9_{\prime}2}\varphi_{1_{\prime}0}\varphi_{4_{\prime}1}\varphi_{6,6}’\varphi_{9,2}\varphi_{1,0}\end{array}\},$ $P.(\varphi_{4,1})$ : $\{\begin{array}{l}\varphi_{4_{\prime}1}\varphi_{9,2}\varphi_{1},\mathrm{o}\varphi_{4,1}\varphi_{12,4}\varphi_{9- 2}\varphi_{4_{|}1}\end{array}\}.,$

$P(\varphi_{9,2}.‘)$ : $\{\begin{array}{l}\varphi 9,2\varphi 1,0\varphi 4_{|}1\varphi 12_{|}4\varphi_{6,6}^{l}\varphi_{9_{\mathrm{l}}2}\varphi_{9,2}\varphi_{9,2}\varphi.!.,\mathrm{o}\varphi_{4,1}\varphi_{12,4}.\varphi_{6_{-}6}\varphi_{9_{|}2},\end{array}\}$.

. 他は, $\cdot$ Goldman involution により得る.

Proposition 31. $Conje\iota t\mathrm{u}.oe\dot{\mathit{4}}_{r}.Conjectu\Gamma e.\mathit{5}$は正しい.

5.4..4. $e=12$ . $\mathcal{H}_{\mathrm{k},q},\gamma(F_{4})$ の $\mathrm{w}\mathrm{t}_{\epsilon}(B)>1$ となるブロック $B$ は主ブロック’のみて非同型既約 B-加群の可数
は 5 つてあり $\overline{7.}$さ $’\mathrm{s}$.を 関数を用いて与えることにする $.\text{と}\varphi_{1,0}’.,\varphi_{1,12}’,\acute{\varphi}_{s,\mathrm{a}}’,\varphi_{2,4}’’,\varphi s,6’\varphi_{16,5}$ てある.

Proposit.ion 32. $B$ を.
$\cdot$

$\mathcal{H}_{k,q,q^{f}}(F_{4})$ の主ブロックとする. 直既約射影的 $B$ -加群の LoeW.列は次のように
なる:

$P(\varphi_{1},0).:[.\varphi_{1}\varphi_{8_{1}3}’,,\varphi_{24}^{lJ}.\varphi_{165}0\varphi_{1},0\varphi_{1},0\acute{\varphi}_{9,6}’\varphi_{8,3}\varphi_{2,4}’’\varphi_{16,5}\varphi_{1,\mathrm{O}}\varphi_{1,0}.\cdot],$

$P(\varphi_{1,12}’.)$ : $[\varphi_{112}’,\varphi_{8,3}’\varphi_{1,12}’\varphi_{1,12}’\varphi_{9,6}’\acute{\varphi}_{9,6}],$ $P(\varphi_{8,3}’):$

.

$\{\begin{array}{l}\varphi_{8.3}’\varphi_{8}’,\mathrm{a}_{1,\mathrm{o}\varphi_{96}’}\varphi_{1,12}’\dot{\varphi}_{16,5}1,\mathrm{o}\varphi_{9,6}’|\varphi_{8,3}’\end{array}\}$

他は, .Gol.dman involution を施して得られる.

. $\cdot$ Proposition 33. $\cdot$ Conjecture 4, Conjecture 5}t正 $\text{し}$い.

この場合も $r=2,$ $e$ =4 の場合と同じよう $\mathrm{F}_{\sim}^{i}$ quiver と relationが計算てきる.

5.5. まとめ. $\mathcal{H}_{\mathrm{k},\mathrm{q},q^{r}}(F_{4}),r\in$ {1,2, 4} について、 ここまて何がどこまて分かって.$\mathrm{V}^{\mathrm{a}}$るのかを open problem. として記す.
.

5.5.1. $L$oewy列. 4.1 の仮定の下て直既約.fl$\backslash$ 影的加群の Loewy 列が分かってぃない場合は、
(i) $e=2,$ $\mathcal{H}_{\mathrm{k},q,q}(F_{4})$ の主ブロック,
(ii) $e=6,$ $H_{\mathrm{k},q,q^{2}}(F4)\cong.?t_{\mathrm{k},q,q^{4}}(F_{4})$ の主ブロック.

6.5.2. Quiver と telations. $4.\mathrm{i}$ の仮定の下で quiver と relation による表示が分かっていない場合は、
(i) $e=2,4,6$ , $\mathcal{H}_{\mathrm{k},q,q}^{\cdot}(F_{4})$.の主 $\text{ブロ}$. ツク,
(ii) $e=6,$ $\mathcal{H}_{\mathrm{k}_{\mathrm{I}}q,q^{2}}(F_{4})\cong \mathcal{H}_{\mathrm{k},q,q^{4}}(F_{4})$. の主ブロッ. $\text{ク}$ ,

(i.ii) $e=10,$ $\mathcal{H}_{\mathrm{k},q,q^{4}}.(F_{4})$ の主ブロック.

$\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{e}1\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{j}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e}[\mathrm{B}\mathrm{r}\mathrm{o}92].\text{を考}\grave{\mathrm{x}}\mathrm{g}_{1}6.5.3.Brou\acute{e}’sab\mathrm{e}liandefect\omega njectuoe\text{の}$

こと $\mathrm{B}\mathrm{s}\text{て}.\text{きる}$ .
$\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{B}^{\cdot}\backslash _{\mathrm{L}}\text{と}\#\simarrow \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}11,\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}’ \mathrm{e}\mathrm{m}12\text{て}\mathrm{t}1_{\text{、}そ}\phi_{-}^{\backslash }\downarrow \mathit{9}\ell=3\text{と}\llcorner \text{て}\mathrm{W}\mathrm{e}\mathrm{y}1\mathrm{a}\mathrm{e}W(F_{4})\text{の},\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\Re 3!\cdot \mathrm{M}\text{する}\mathrm{B}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{u}\acute{\mathrm{e}}’ \mathrm{s}$

の架鎖似が成り立っている. (ただし森田同値として実現されてぃる. )
. $\cdot$

このことは、 $A$ 型では [Tur02] もしくは {MiyOlc] (ただし Hecke 環の parameter $q$ は素体か $\mathrm{C}$ に入ると
きのみ) と\not\in 近各地て講演している Rickard,Cliuang-Rouquier の. derived $\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{i}\backslash \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}$ を使う.とすべてのブ
ロックイデアルでその.q-類似が戒り立つことが確認できる. (係数体の標数 $p$ は $e$-weight よ.り大きいが 0.)
実は、他にもある. $\mathcal{H}_{\mathrm{k},q.q^{f}}$ (F4) を扱ってきたが、次が分かってぃる. [宮地兵衛, Some degenerate unipo.tent

blocks, 2003 年度の有限群のコホモロジー論, 佐凌木 ed.],[Miy03a]..
$\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}.3.4$ .q.は奇素数のべきとする. $B_{6}(q)$. を有限 $Cheval\dot{l}ey$群とする. $\mathrm{k}$ を標数 $\ell>0$ の十分大き.な体
て $q\cdot 1_{\mathrm{F}_{\ell}}$ の位数が 4 となると仮定する. $D_{4}(q)$ を $sim\dot{p}l$ \epsilon roots を $E_{6}$ のそれからとってきた $B_{6}$ (q) の $D_{4}$ 型の
Levi部分群とする $A$ を $\mathrm{k}[E_{6}(q)]$ \rho 主ブロックィデアルとして、 $B$ を正規化群 $N_{B_{6}(q)}(D_{4}(q))\cong,$ $D_{4}(q).6_{3}$

主ブロツクイデアノ$\mathrm{s}$ とする. (Sylow $\Phi_{4}$-torus[BM92] が共通な状況) このとき, $A$ と $B$ は森.田同値となる.
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そして、上記定理の系として Hecke環版の次が戒り立暇 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

Theorem 35: $q$ を $\mathbb{C}^{\mathrm{x}}$ が $\mathrm{F}_{\ell}^{\mathrm{x}}$ の原始 4 乗根根とする. $A$ を $\mathcal{H}_{\mathrm{t}\dot{q}}$, (E6) の主ブロックィデアルとして、$.B$ を
$\gamma\{_{*,q,q^{4}}(F4)$ の主ブロツクイデアルとする. このとき, $A$ と $B$ は森田同値となる. 17

.!

17森田同値を与える両側 $(\dot{A},B)$-加群を $M$ とすると, $\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}\dot{4}(M)\underline{\simeq}B$ となって.いる $*\cdot p$けなのて,. $\mathcal{H}_{\mathrm{k}_{\mathrm{l}}\mathrm{g}}$, $1(F_{4})\subset \mathcal{R}_{\mathrm{h}.\mathrm{q}}(B\epsilon)$ があり
そうな雰M気. 少なく $\text{と}$ も $b$ を H紀,.\sim F0 の主ブロックベき等元とすれば、 $b?11,q.1(F4)\subset?4,q(E\epsilon)\}$*正しい. ある $i\geq 0$ と良い
$\mathcal{H}_{\mathrm{Q}(v),v.v^{\ell}}^{\cdot}(F4)\subset m_{(v),v}.\cdot\{B_{6}$ ) なる埋め込みを見っけるこ,とがてきれば, Cheva]ley 群 free な証明て $\mathrm{T}\mathrm{h}\infty \mathrm{r}u\mathrm{n}3$5 の拡張がてきる
だろう. $arrow\wedge\sim$な埋め込みや folding の話が open problem てあることは、庄司先生に $\dot{5},6$ 年前に電車の中て話に聞いた. それがら, し
ばし時が流れて (parameter の七 $\mathfrak{l}$) 方に制限がすこしあるものもの) 先生は $B$ 1の場合に放物的部分群てはない鏡映部分詳}�対応す
る Hecke 部分代数を定義することに戒功した. 標語としては $B$ 型 He&e 環のながに $B\mathrm{x}B$ 型 Hecke 環を作ってしまう, こうぃっ
た今まてにない部分代散をつくると這った functor やら加群を提供して新しい可能性を与えてぐれる.
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No でも Yあでもよ \mbox{\boldmath $\nu$}). $\cdot$

のてある. どちらか $\text{を}$判定できないということは, 岩堀 $- \mathrm{H}\mathrm{e}\ \dot{\mathrm{e}}$
$1^{\cdot}$ に登場するブロッ

クイデアルを森田同値て分類てきないことになる. ちなみに面白いこととして左辺にはグラフ自己同塁が
ある力\sim 右辺のグラフ自己同型はよく分からないのてある. それがら同じ問題として、 このブロックの直既約
射影的,加群の Loewy 列パターンは、他ても登場してぃる. 非結晶型の $H_{4}$ 型 Hecke環にでる $\Phi_{3^{-}}$ブロック
イデアル 2 つと $\Phi \mathrm{s}-$ブロックィデアル 2 っだ. $\cdot$ ちなみにとの場合も $a$-.値にょる行列のソー,}‘ にょり同じ形に
な.っている [M\"u197].

6. $F_{4}$ 型 cHEVALLEY 群.

例外製有限 Chevalley群すべての場合を含む $\ell-\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{l}\dot{\mathrm{a}}\mathrm{r}$ 表現論の主要な参考 $\dot{\mathrm{X}}$ Rは、 [Sch85], $[\mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{M}93.]$

$\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{数}l>0\text{の体}\cdot\ell.\{q’t.\text{るも_{のと}\llcorner_{\text{、}}^{}p\text{のきとする}.\text{さて_{}\tilde{}}^{}\text{で}\dot{F}_{4}\text{型有}\#\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{y}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\dot{F}_{4}(q)\dagger^{\sim}.\hslash\cdot\Leftrightarrow \text{て}\langle \text{る}.\mathrm{k}\text{を}であ}\dot{\text{る}}. q112,3\mathrm{k}^{\backslash }\mathrm{J}\theta \mathrm{t}\text{の}\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{数}..\sim..e\text{を}q\cdot.1\mathrm{r}_{\dot{p}}\text{の}\mathrm{f}\mathrm{f}\text{数}.\text{とする}.\cdot \mathrm{W}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{s}\}’.\cdot \text{より}l\mathrm{I}\}\phi.\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\text{の}\mathrm{m}\mathrm{o}.\ \cdot \mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\dot{\mathrm{a}}\mathrm{h}.\mathrm{z}\mathrm{d}$ .
$\cdot$

$\mathrm{G}\mathrm{d}\mathrm{f}.\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}-\dot{\mathrm{G}}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{e}_{J\text{クの}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{約}\backslash \text{表現の}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}1\dot{\mathrm{e}}\mathrm{n}\mathrm{i}T\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{B}^{\mathrm{a}}\text{れて^{}\mathrm{A}\backslash }\dot{\text{る}}}\mathrm{v}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}[\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{w}85],[\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{w}86]\text{の}\wedge^{*}\text{き単}\not\in\Leftrightarrow \text{の}\Xi \mathfrak{X}\mathrm{R}\mathrm{B}^{s\frac{-}{6}\dagger}\text{の}\backslash \text{き単ブ^{ロ}\backslash }\backslash s.\cdot$

と
$\text{さ}\langle$

に,$\text{て}\mathrm{G}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{k}-\cdot \mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{s}\text{の}\yen.\text{想}[\mathrm{G}\mathrm{H}97]\mathrm{A}\backslash \text{る_{}}^{}l\iota\#^{\vee}\text{より}\mathrm{k}[F_{4}$

が
解ける. ごの既約表現のラベル付けは Hecke環側の $a$-関数にょるソートと仲良しにな 2てぃる. ますこのこ
と}:注意する. $D(\phi)$ でべき単指標 $\phi$ てラベルされ々ffl約 $\mathrm{k}[F_{4}(q)]$-加群を表す. 次に, $e>1$ なる条件のもと.
ては $M:=\mathrm{k}_{B(}$,)

$\mathrm{t}^{F_{\alpha}(q)}$ (ただし $B$ (q) は $F_{4}(.q)$ の $\mathrm{B}\mathrm{o}\dot{\mathrm{r}}\mathrm{e}\mathrm{l}$詳) は射影的加群てあるのて、前節の直既約射影的
.加群の Loewy 列の系として, っきが分がる :.

$\mathrm{T}\mathrm{h}\infty \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}3$ 8. $e>1$ を仮定する. お 9おの $\phi,$ $\phi’\in \mathrm{I}\mathrm{r}\mathrm{r}W(F_{4})$ が \mbox{\boldmath $\alpha$}.関数にょる分類て $H_{\mathrm{k},q,q}(F_{4})$

.
の既約表現

$\varphi.$ ’\mbox{\boldmath $\varphi$}宝対応すると仮定する.

. (i) $\dim\iota \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{\mathrm{k}[F_{4}(q)]}^{1}(D(\phi), D(\phi’)).\leq \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{k}\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{\mathcal{H}_{\mathrm{k},\mathrm{q},\mathrm{q}}(F_{4})}^{1}($\mbox{\boldmath $\varphi$}, $\varphi’)$ (右辺は、 この報告で分かった)
(\"u) $e$ >2 ならば Ex母 [入 (.q)] $(D(\phi), D(\phi))=\{0\}.$

(iii) $P$ (\phi ) を $D$ (\phi ) の射影被覆して、 $B$ を $\phi$ が属する $\mathrm{k}[F_{4}(q)]$ のブロッグイデアルとする. すると, $P($

.
$\phi)$

.

の.Loewy列の長さは 2就。$(B)+1$ 以上となる.

同様の二とが, Steinberg群 $G^{F}=2E_{6}(q)$

.
てぃえる.. Bord部分群の位数を割ちない素数 $\ell$ に関して言える.

7. $F_{4}$ 型 HEcKE環に関する情報
7.1. $\cdot$

文献.

(i) ここて今回扱っていない場合 $F_{4}$ の岩堀-H.e&e環の modular表現の話は [Gy096] $\cdot[\mathrm{M}\mathrm{P}99],[\mathrm{M}\mathrm{P}00]$

なとがある.
(襲).左 $*j\mathrm{s}$ .こ関する情報は,[Tak90] がある. unequml parameterのことは,

$\cdot$

[Lus03],[Gec02].
(\"ui) generic.Hecke 環 $7\{\mathrm{Q}(\mathrm{u},v),\mathrm{u},v(F_{4})$ の既約青現行列は $[\mathrm{G}\mathrm{e}\mathrm{c}94],[\mathrm{R}\Gamma 99]$. がある. ただし [RT99] は de-no. ina坊$\mathrm{r}$ を含んでいるので $\mathrm{m}\dot{\mathrm{o}}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}.\mathrm{r}$表現には使えな $\mathrm{A}.\backslash .\cdot$ [Gec94] は $W$-鮮 aph の構造 [GPOO] を

もっている.

7.2. Lusztig’s isomorphism.
$\cdot$

[Lus81] にある $\mathrm{L}\mathrm{u}\mathrm{g}\backslash \mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{g}$の同型の $F_{4}$ の場合の. $\oplus\varphi \mathrm{h}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{t}$ な像が分がったので
興味のあ.る方は、 ご一報ぐださい. $F_{4}$ の Hecke環の定義を除くとわすが 3頁てすが....

8. $E_{6}$ ,励, $E_{8}$

8. $\mathrm{i}$ . $E_{6}$ . $E_{6}$ Q岩堀-Hecke環の既約表現に対する $W$-gaph を岡山の或瀬氏 [Nar03] が、計算さ
$\circ$

れました. J.
Michel の web p.age にある CHEV」l*y-LIE beta版に, 干の data が入って.います. manual には書いてありま
ん. 余談だが, beta版には庄司の定理による Lusztig($\mathrm{t}\mathrm{w}.\mathrm{i}\mathrm{s}$te.d) $\mathrm{i}\mathrm{n}.\mathrm{d}$uciion や muuml に書いてぃない情報

がいつばい入っています.$\cdot$ ソースをよく読まれたし.

8.2. $E_{7}$ . $E\tau$の岩堀-He&環の既約表現に対する $.W$-graph を千葉の吉田憲秀氏とともに計算しました. 興
味のあるかたは、 ご一報ください.

$\cdot$

$\mathrm{T}\mathrm{h}\infty \mathrm{r}\mathrm{e}\infty 3$5, Conjecture 36 は実は $B_{7}$ 型にも関係がある. 導*.同値を
構戒・して $E_{7}$ 型に現れるプロックの記述をするためにも使えるのである.



188
;

た見回した. ( $i.\cdot e$. Rouquier block を. $A$ 型以外の古.典型や例外型に探す $.arrow\vee$ と. なせなら Puig[Pu.
$\cdot$

i90] の定理
は $A$ 型の場合に Rouquier block の特殊例になっているからてある. 実際, Chuang-Kessar[CK02] の定埋
の証明は、Puig のに非常に類似して $1_{\mathit{1}^{\mathrm{a}}}$ る. LLT-有木 picture の affine 量子群サイドで Takemura-Uglov の
higher level Fock 空間へ行きたかったわけである. $i.e$ . 前回の [てかいが流れの緩夕かな $\text{と}$ ころへ行って,
そこから Fock とい $\grave{\eta}$ 川を上って (下って) こよう]. と思ったわけである. bipartition のサイズが 16 までは頑
張ったが, $A$塁のときのような満足い $\langle$ series はみつからなかった. A. Mathas も同じことを考えていたよ
うです. お互い苦笑いしました. 加群め圏のほうの状況て, Brauer tree の wreath積と圏同値になるものが
いつてもめるわけではないようてある. やはり, Hecke環のほうて separation condition を満たさ.ない場合
は、明らかに $A$ 型と $B$ 型て違いがでてくる. ここを何とか実り豊かにてきな $\mathrm{A}.\cdot\backslash$ものだろうか... $D$ 型つま
り B-型 Hecke環を使って Clifford $\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\}’$を使う場合は $D$ 型の Chevalley詳のプロツク間もし. $\langle$ は $D$ 型の

$\mathrm{H}\mathrm{e}\dot{\mathrm{c}}\mathrm{k}\mathrm{e}$のブロツ.$\text{ク}$ 間て $\mathrm{i}\dot{\mathrm{n}}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}$ groupが index 2 だけ違う場合, degena.te unipotent block と non-degenerate
$\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{b}1\mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{k}\text{の場_{}\mathrm{D}}^{\mathrm{A}|\mathrm{h}\text{実}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\prod\beta}\text{を}\ovalbox{\tt\small REJECT} 4\cdot \mathrm{l}\# 1\text{る_{}\check{}}\text{と}\mathrm{B}\sigma \text{てき}.\text{て}\mathrm{A}\backslash t_{I}$

.

$\mathrm{A}^{\mathrm{a}}.$ )
値

$*\Pi\pi \text{値を}\mathrm{A}\backslash \langle\dot{\text{つ}}\mathrm{B}\backslash \dagger\not\in c.\text{を}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}ffi\llcorner \text{て}.’$

.
$E_{8}\llcorner$

.か
$|’\llcorner$.組 $\text{れるみ_{}E\mathit{1}}^{A}\text{ブロ}\backslash \backslash \lambda\supset\# 5,m\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}$

p $\text{の^{}\underline{\mathrm{g}}}\mathrm{E}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\downarrow_{-}’\epsilon\mathrm{A}.\mathrm{a}$

う.
$\text{す}\mathrm{A}$

.
$\mathrm{a}_{\text{っ}}..’ \mathrm{b}1\dot{\mathrm{o}}_{\wedge}.\mathrm{c}\mathrm{k}\mathrm{B}^{1}\text{る}.-b\mathrm{F}_{\vee}\text{も使}$

えるのである. 実際、 $e.=4,6$ のときに $E_{6}$ の主プロツクと森田同値となるブロツクが $E\mathfrak{g}$ にはある. Scopes
型の森田同値が構或てきる $[\mathrm{M}\mathrm{i}\mathrm{y}03\mathrm{b}]$.
また、有限Weyl群の generic 岩堀-Hecke環の既約表現行列が与えられていないのは, あとは $E_{8}$ だけに

なりました. $W$-graph込みのものがてきていないのは, $B,D$ と $E_{8}$ . 存在は保証されている $[.\mathrm{G}\mathrm{y}\mathrm{o}86]$ .
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お詫び: 最後に、講究録原稿提出の締め切りをとっくに過ぎて,しまい organizer の山根さんに $\grave{\}}*\dot{n}\backslash$ くお詫びい
たします. .

名古屋大学多元数理科 $\dot{\mu}\neq$研究科 宮地兵衛: 面 yachiのmath.nagoya-u.ac.jp
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