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一般的待ち行列システムへの並び方に関する研究

鳥取大学工学部 小柳 淳二, 河合

1 はじめに

本研究では、待ちを伴う仕事を行う場合、 どのようなタイミングで待ち行列に並べばよいかを考える.
2種類の仕事を処理する必要があり, そのうち 1 種類は待ち行列に並ひ自分の順番がくるのを待ち, サー

バーて処理してもらう必要がある. 他方の仕事は待つ必要がなく処理てきるが, 待ち行列に並んでいる間

は処理てきないものとする. 例えば, コピーとプリントの 2種類の処理のてきる複合機があるが, コピー

機能は故障しており, 修理にださなければならないとする. この機械を使っていくつかの印刷物をプリン
トし, コピーをして資料を作成する場合, 印刷は修理に出していない間はてきないが, 修理に出していな

い間は印刷は実行てきる. しかしいすれはコピー機能を修理にださねばならない, この場合, 修理を行う

場所で修理を待つ機械が多数たまっている場合は印刷を行い, 少数の場合に修理にだし, 修理が終わって

から印刷とコピーをおこなったほうが得策てある. このような研究では期待処理時間最小化を扱ったも
の [1] や決められた時間内に処理を済ませる確率を最大化することを目的としたもの [2] があるが, 本研究

ては系内時間の 2乗に待ちコストが比例するような場合など、やや一般のコスト構造を持つ場合に待ち行
列に並ぶタイミングについて考察する. このような待ち行列に並ぶ場合の最適政策については [3] に多く
の研究戒果が収められている.

2 モアル

待ち行列に並ぶかどうかを決定するのに $L$ 回の決定時点があり、決定時点ごとに待ち行列人数を観測し
て、 各決定時点て待ち行列に並ぶか次の決定時点を待つかを決める. 各決定時刻間隔は $T$ で一定てあると

する. $k$ 回目の決定時点て次の決定時点を待つことにした場合、 $c(k)$ のコストがかかり、待ち行列長は時

間 $T$ の間に到着率 \lambda 、 処理率 $\mu$ の $M/M/1$ 待ち行列システム $(\lambda/\mu<1)$ にしたがって変化する. 並ぶ

ことにした場合、行列長 $i$ \dagger こ対して $A$ (i) のコストが課されて、決定は終了する. ただし $L$ 回目の決定時

点ては行列に加わる決定だけができるものとする.

3 定式化

状態として $k$ 回目の決定時点で行列長 $i$ を観測したとし、そのときの最適コストを $V$ (i, $k$) とする.

のとき、行列に入ったときのコストは $A$ (i) であり、次の決定を待ったときのコストを $B$ (i, $k$) とする.

れらは次の最適性方程式をみたす.
$k=1,$ $\ldots,$

$L$ -l に対して

$B(i,k)$ $=$
$c(k)+ \sum_{j=0}1P_{j}.\cdot V(j,k+.1)$

$V(i,k)$ $=$ $\min\{A(i),B(i,k)\}$

$k=L$ に対して $V$ (i, $L$) $=A(i)$

ここて $P_{j}\dot{.}$ は次の決定までの $T$ 時間後に待ち行列人数が $i$ から $j$ に変化する確率てある.

ここて以下の仮定をおく、

条件 1 待ちコスト $A$ (i) およひ決定を延期することによるコスト $c(k)$ は以下の条件を満たす.

(1) $A$ (i), $c(k)$ は $i,$ $k$ に関して増加
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(2) $A(i)- \sum_{\mathrm{j}=0}^{\infty}P_{ij}A(j)\leq A(i+1)-\sum_{j=0}^{\infty}P_{i+1j}A(j)$.

(2) の条件は一回待つことによる行列長コストの低下が人数増大するにつれ大きくなることを示す.

この仮定のもとで, 最適政策は以下のような単調に変化する性質を持つことが証明できる.

定理 1
状態 $(i, k)$ で行列に加わることが最適ならば, $j\leq i,$ $l$ \geq k となる状態仏 $l$ ) でも行列に加わることが最適
てある.

すなわち下図のように状態空間は単調増大する関数て区切り, 上側では行列に入り, 下側ては待つことが

最適政策となる.

$k$

$i$

この定理の証明には以下の補題が必要となる.

補題 1

(1) $V$ (i, $k$ ), $B$ (i, $k$ ) は $k$ に関して増加

(2) $V(i+1, k)-V$(i, $k$ ) $\leq A(i+1)-A$(i) かつ $B(i+1, k)-B$ (i, $k$ ) $\leq A(i+1)-A(i)$

証明.
$L$ 回目の決定では行列に加わる決定のみとれるので $V$ (i, $L$) $=A$ (i) となる. $V$ (i, $L-1$) $\leq A$(i) なのて

$V$ (i, $L$) $\leq V$ (i, $L-1$), 以下

$B(i, k+1)-B(i, k)$ $=$
$\mathrm{c}(k+1)-c(k)+\sum P\dot{.}j\{V(j, k\infty+1)-V(j,k)\}$ (3)

$j=0$

$V(i, k)$ $=$ $\min\{A(i), B(i,k)\}$ (4)

より $k$ に関する帰納法により題意が証明できる.

2. を示すために $v$ (l, $k$ ) $=V$ (l, $k$ ) $-V$ (l1, $k$) (ただし $V$ (-1, $k)=0$) を定義する.

$B(i+1,k)-B(i,k)= \sum_{j=0}^{\infty}P_{+1j}\dot{.}V(j, k)-\sum_{j=0}^{\infty}P_{1j}.V(j, k)$
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$=$ $\sum_{j=0}^{\infty}P_{i+1j}\sum_{l=0}^{j}v(l, k)-\sum_{j=0}^{\infty}P_{ij}\sum_{\mathrm{t}=0}^{j}v(l, k)=\sum_{t=0}^{\infty}v$ (l, $k$ ) $( \sum_{j=l}^{\infty}P_{i+1j}-\sum_{j=\downarrow}^{\infty}P_{ij})$

$\leq$ $\sum_{\iota=1}^{\infty}(A(l)-A(l-1))(\sum_{j=l}^{\infty}P_{i+1j}-\sum_{j=l}^{\infty}P_{ij})=\sum_{j=0}^{\infty}P_{+1j}.\cdot A(j)-\sum_{j=0}^{\infty}P_{ij}A(j)\leq A(i+1)-A(i)$

ここで $M/M/1$ 待ち行列長の推移確率の性質 $\sum_{\mathrm{j}=l}^{\infty}P_{+1j}\dot{.}-\sum_{j=l}^{\infty}P_{j}\dot{.}\geq 0$ を用いている.

定理の証明は以下のようになる.

状態 $(i, k)$ で行タリにカ Iわることが最適ならば, $A(i)\leq B$ ( i, $k$ ) ここて $B$ (i, $k$ ) $\leq B$ (i, $l$ ) より $A(i)\leq B$ (i, $l$ )

また補題の 2 の性質から $A(j)-A(i)\leq B$(j, $l$ ) $-B$ (i, $l$ ) なので $A(D\leq B$ (j, $l$ ) が戒立する. よって状態

$(j, l)$ での最適アクションは行列に加わることである.

4 待ち行列長に関するコスト

待ち行列長に関するコストの条件

$A(i)- \sum_{\mathrm{j}=0}^{\infty}P_{ij}A(j)\leq A(i+1)-\sum_{j=0}^{\infty}P_{i+1j}A(j)$

は以下のような場合に満たされる.

条件 2

(1) $\lambda\leq\mu$

(2) $A(i+2)-A(i+1)\geq A(i+1)-A(i)$

(3) $A(i+2)-2A(i+1)+A(i)\leq A(i+1)-2A(i)+A(i-1)(A(-1)=A(0))$

これは待ち行列長の推移確率行列 $\{P_{ij}\}$ が行列 $Q$

$Q_{00}=\mu$/ $(\lambda+\mu)$ , $Q_{i:-1}=\mu$/ $(\lambda+\mu)$ , $Q_{:}.\cdot=0,$ $Q_{i:+1}=\lambda/(\lambda+\mu)(i\geq 1),$ $Q_{ij}=0(|i-j|\geq 2)(5)$

を用いて

$P= \sum Q^{n}\frac{(\lambda T+\mu T)^{n}}{n!}$。
$-(\lambda+\mu)nT$ (6)

$n=0$

とあらわされることより $n$ に関する帰納法で証明することができる.

証明.

$Q!_{j}^{n}.)$ を $Q^{n}$ の $i,j$ 成分, $L!^{n}.$
) $= \sum Q!_{j}^{n)}.A\infty$ (j) とする. これに対して $L_{+1}^{\underline{(}n)}-L!^{\hslash}.$

) $\leq A(i+1)-A$(i) を示
$j=0$

す. $n=0$ のとき不等式は明らかに成立する.
次に $n\geq 0$ のとき

$L!_{+1}^{n)}.-L_{1}^{(\hslash)}.\leq A(i+1)-A$ (i) ならば $L_{+1}^{\underline{(}n+1)}-L_{i}^{(n+1)}\leq A(i+1)-A(i)$

を示す.

行列 $Q$ の形から

$(\lambda+\mu)(L!_{+1}^{n+1)}.-L_{i}^{(n+1)})=\mu$ L} $n$ )
$+\lambda L1+2n$

)
$-\mu$L} $n-\sim$ $-\lambda L$} $+1n$

)
$\leq\mu$(A(i)-A(i-1)) $+\lambda$ ($A(i+$ 2)-A(i $+1)$ ).



51

ここで, 条件 2. (1), (2), (3) を用いて

$(\lambda+\mu)(A(i+1)-A(i))-\mu(A(i)-A(i-1))-\lambda(A(i+2)-A(i+1))$

$=$ $\mu(A(i+1)-2A(i)+A(i-1))-\lambda(A(i+2)-2A(i+1)+A(i))\geq 0$

が成立する. よって各 $n$ に対して $\sum Q_{i+1j}^{(n)}A(j)-\sum Q_{ij}^{(n)}A(j)\leq A(i+1)-A$ ( i) となる.
$j=0$ $j=0$

これ上り

$\sum_{j=0}^{\infty}P_{i+1\mathrm{j}}A(j)-\sum_{j=0}^{\infty}P_{\dot{l}j}A(j)=\sum_{n=0}^{\infty}\frac{(\lambda T+\mu T)^{n}}{n!}e^{-(\lambda+}$
’)nT

$| \sum_{j=0}^{\infty}Qi_{+1j}^{n)}A_{\mathrm{j}}-\sum_{j=0}^{\infty}Q_{\dot{l}\mathrm{j}}^{(n)}A_{j}|\leq A(i+1)-A(i)$

が成立.

条件 2 は $A$ (i) が待ち行列長に比例するような場合 (期待処理時間) や $A(i)=(i+1)^{2}$ のようにコス

トが待ち行列長 (自分も含めた) の 2乗であらわされる場合には満たされている. また $A$ (i) が $k$ の関数
$A(i, k)$ になっているような場合も考えられるが, そのような場合に対しても本モデルで得られたような最
適政策の性質が成立するかどうかの研究は今後の課題である.
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