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Riemann ゼータ関数のスペクトルにつぃて

名大多元 神谷論一 (Yuichi Kamiya)
Graduate School of Mathematics

Nagoya University

$s=\sigma+\backslash$ it を複素変数とする. Riemannゼータ関数 $\zeta(s)$ が有する重要な
性質とし\mbox{\boldmath $\tau$}次の 5 っを挙けよう.

1. $\sigma>1$ では $\zeta(s)=\sum_{n=1}^{\infty}1/n^{s}$ なる Dirichlet 級数表示を持っ.
2. $\zeta(s)$ は $s=1$ を除き正則である. $s=1$ では一位の極を持ち, 留数は 1
てある.

3. $\zeta(s)$ は Euler積を持つ.
4. $\zeta(s)$ は関数等式を持っ.
5. 次の平均値定理が威立する :

$\lim_{Tarrow\infty}\frac{1}{2T}\int_{-T}^{T}|\zeta(\sigma+it)|^{2}dt=\zeta(2\sigma)$ , $\sigma>1/2,$ a 71,

$\lim_{Tarrow\infty}\frac{\mathrm{l}}{2T1\mathrm{o}\mathrm{g}T}\int_{-T}^{T}|((1/2+it)|^{2}dt=1$.

5 の平均値定理は上の性質 1,2,4からの帰結である. 即ち, 性質 1,2,4 から
$\zeta(s)$ の近似関数等式と呼ばれる表示式を作り, その表示式の絶対値の二乗を
上手に評価して行くことにょって導かれる.
私はこの平均値定理を勉強して以来, この定理に関数解析的な意味があ

るかもしれないと思ってきた. $L^{2}$ ノルムに似てぃるなあと思ってきた. この
疑問を動機として Riemann ゼータ関数を関数解析的な立場がら勉強してお
り, ,若干, まとまった考察ができたのでここで報告したいと思う.
その前に次の二点を注意しておこう、 $\zeta(s)$ が Euler積を持っという事実に

ついては何も考察が進んでぃないこと, 平均値定理が成立する理由へのーっ
の美しい研究が Besicovitch氏によってなされてぃるということ (Besicovitch
の概周期関数の理論) である.

Riemannゼータ関数 $\zeta(\sigma+it)$ について $\sigma$ を $\sigma<1$ の範囲に固定し $t$ 変数
の関数とみたとき, これに関数解析的な意味を持たせたいのであるが, ます
は $\sigma$ を $\sigma>1$ に固定した場合で考えてみることが肝要であろう. $\sigma>1$ のと
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きは性質 1 からただちに

$| \zeta(s)|\leq\sum_{n=1}^{\infty}\frac{1}{n^{\sigma}}<\infty$

を得る. 従って $\zeta(\sigma+it)$ について $\sigma$ を $\sigma>1$ の範囲に固定し $t$ 変数の関数と
みたとき, これは $\mathrm{R}$上の有界関数である. さて, ここて Banach 空問

$L^{\infty}=$ { $\Phi$ : R. $arrow.\mathrm{C}$ ;可測 $s.t. \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\sup_{t\in \mathrm{R}}|\Phi(t)|<\infty$}

を導入しよう. $\zeta(\sigma+it),$ $\sigma$ >1, は L�に属す $L^{\infty}$ と密接に関連する Banach
空間

$L^{1}=$ {$f:$ $\mathrm{R}arrow \mathrm{C}$ ; 可 $\mathrm{I}\mathrm{J}$ $s.t. \int_{-\infty}^{\infty}|f(t)|dt<\infty$}

を導入することは当然であろう. というのも, $L^{1}$ の共役空間

$(L^{1})^{*}=$ { $\varphi:$
$L^{1}\prec \mathrm{C}$ ;線型かつ有界}

が次の意味で $L^{\infty}$ と同型であるからである.

事実 1 $L^{\infty}$ と $(L^{1})^{*}$ は Banach 空間として同型である。即ち, \Phi \in L�に対し
$\varphi\in(L^{1})^{*}$ を

$\varphi(f)=\int_{-\infty}^{\infty}\Phi(t)f(t)dt$ , $f\in L^{1}$

によって与える写像は全単射かっ等長である.

さて, $\zeta(\sigma+it),$ $\sigma$ >1, は $L^{\infty}$ (こ属すので

$\varphi\zeta(f)=\int_{-\infty}^{\infty}\zeta((\mathit{7}+it)f(t)dt$, $f\in L^{1}$

によって定まる $\varphi_{\zeta}$ が $\zeta(\sigma+it)$ に対応する $(L^{1})^{*}$ の元である.
とにかく , $\sigma>1$ のとき Riemannゼータ関数を $L^{1}$ 上の有界線型汎関数と

みることができたわけだけれど, このままでは何も面白いことはない. 有界
線型汎関数とみることによって関数解析的な考察をしなければならない. こ
こで, $L^{\infty}(=(L^{1})^{*})$ の元を三角多項式で (弱い意味で) 近似する場合に議論す
べきスペクトル集合という概念について述べよう.

$L^{\infty}(=(L^{1})")$ に $L^{1}$ から導入される $*$ 弱位相を導入しておく {e|.\lambda t},6。で
張られる空間の $*$ 弱閉包が L�に一致することに注意しよう. $L^{\infty}$ の元 $\varphi$ を
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$*$ 弱位相のもとで $e^{i\lambda \mathrm{t}},$ $\lambda$ は実数, たちで近似することを考えるとき, $\lambda$ はど
のような集合であるべきか (なるべく小さい方がよい), を問題にする. これ
がスペクトル集合の概念であり, 正確な定義は次のようになる.

定義 1 $\varphi\in L^{\infty}$ に対し

$\mathrm{S}\mathrm{p}(\varphi)=\cap\{\lambda\in \mathrm{R}s.t.\hat{f}(\lambda)=0\}f\in L^{1},f*\varphi=0$

と定義する. Sp(\mbox{\boldmath $\varphi$}) を $\varphi$ のスペクトル集合という.

次の事実がある.

事実 2 $\varphi\in L^{\infty}$ とする. $\mathrm{A}\subset \mathrm{R}$ は, L�において $\{e^{i\lambda t}\}_{\lambda\in\Lambda}$ で張られる空間の
$*$ 弱閉包を考えたときこの中に $\varphi$ が入る, ものとする. このとき

Sp(\mbox{\boldmath $\varphi$}) $=\cap${そういう $\Lambda$ }
$\Lambda$

となる.

この事実から次の予想を立てることは自然であろう.

Beurling の Spectral Synthesis 予想任意の $\varphi\in$ L�は, L�において
$\{e^{i\lambda t}\}_{\lambda\in \mathrm{S}\mathrm{p}(\varphi)}$ で張られる空間の $*$ 弱閉包に入る.

$L^{\infty}(\mathrm{R}^{3})$ における類似の予想に対する反例が与えられているけれども,
Spectral Synthesis 予想が果たした貢献は極めて大きいそうである.

私は, $\zeta(\sigma+it)$ について $\sigma$ を固定し $t$ 変数の関数とみたとき, そのスペ
クトノレ集合を研究した. $\zeta_{\sigma}(t)=\zeta(\sigma+it)$ とおこう. $\sigma>1$ のとき, $\zeta_{\sigma}$ は $L^{\infty}$

に属すので Sp(\mbox{\boldmath $\zeta$}\sigma ) が考えられ, 容易に

Sp$((,)$ $=\{-\log n\}_{n=1}^{\infty}$

がわかる. 一方, $\sigma<1$ のとき, $(_{\sigma}$ は $L^{\infty}$ に属さないことが知られてぃるの
で, この場合どのようにスペクトル集合を定義するかが問題になってくる.
この場合に関しても Beurling [1] によりその定義が与えられてぃる.

定義 2 $\varphi$ は $\mathrm{R}$上の可測関数で, 任意の正数 $\mathrm{u}$ に対して

$\int_{-\infty}^{\infty}|\varphi(t)|e^{-u|t|}dt<\infty$ (1)
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を満たすものとする. この $\varphi$ に対し $U_{\varphi}(u, v)$ , $u>0,$ $v$ \in R, を

$U_{\varphi}(u, v)= \int_{-\infty}^{\infty}\varphi$(t)e-u[t $|-$“vdt

で定義する. $\mathcal{O}$ は $\mathrm{R}$ の開区間で, $\mathcal{O}$ に含まれる任意の $v$-閉区間上で $uarrow+0$

のとき $U_{\varphi}(u, v)$ は一様に 0 に収束する, ものとする. このとき

Sp’(\mbox{\boldmath $\varphi$})=(J{そういう $\mathcal{O}$ } $)$ の補集合

と定義する.

例として, $\sigma>1$ のとき, $\mathrm{S}\mathrm{p}’(\zeta_{\sigma})$ を求めてみよう.

$U_{\zeta_{\sigma}}(u, v)= \int_{-\infty}^{\infty}$ $\zeta(\sigma+it)e^{-u|t|}$ dt

$= \sum_{n=1}^{\infty}\frac{1}{n^{\sigma}}\int_{-\infty}^{\infty}e^{-u|t|-it(v+\log n)}dt$

$= \sum_{n=1}^{\infty}\frac{1}{n^{\sigma}}\cdot\frac{2u}{u^{2}+(v+\log n)^{2}}$

となり, この表示から

Sp’ $((,)$ $=\{-\log n\}_{r\iota=1}^{\infty}$

がわかる.
定義 2 の利点としては, 非有界な関数でも条件 (1) を満たしてぃれば考察

できうることと, 精密な計算に持ち込めるかもしれないこととである. もち
ろん, $\varphi$ が有界であるとき, Sp(\mbox{\boldmath $\varphi$}) と $\mathrm{S}\mathrm{p}(’\varphi)$ の関係が気になる. これにつぃ
ては, $\varphi\in L^{\infty}$ }こついて Sp(\mbox{\boldmath $\varphi$}) $=\mathrm{S}\mathrm{p}(’\varphi)$ となることが知られてぃる.

それでは, $0<\sigma<1$ のとき, $\mathrm{S}\mathrm{p}’(\zeta_{\sigma})$ を考察し $\vee C$みよう. っまり $U_{\zeta_{\sigma}}$ (u, $v$ )
の $uarrow+0$ としたときの挙動を調べるのであるが,

$\cdot$

細かい計算をする必要が
あり, ここでは詳細を述べることができない. 大雑把な説明にょって雰囲気
を伝えたいと思う.

$N$ が大きいとき

$\zeta_{\sigma}(t).=.\sum_{n=1}^{N}\frac{1}{n^{s}}-\frac{N^{1-s}}{1-s}$
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という表示がある (もちろん, この近似の誤差は $t$ に依存しているので全く
いい加減であるが). 右辺第 2項は $\zeta(s)$ 力]

$\backslash ^{\backslash }$

$s=1$ に極を持つことから生じてい
る. この表示を用いて

$U_{\zeta}$, $(u, v).=. \int_{-\infty}^{\infty}\sum_{n=1}^{N}\frac{1}{n^{\sigma+it}}e^{-}u\mathrm{l}$$t|-itvdt- \int_{-\infty}^{\infty}\frac{N^{1-\sigma-it}}{1-\sigma-it}e^{-}u|$
t$|-uvdt$

$= \sum_{n=1}^{N}\frac{1}{n^{\sigma}}\int_{-\infty}^{\infty}e^{-u|t|-it(v+\log n)}dt$

$-N^{1-\sigma} \int_{-\infty}^{\infty}e^{-u|t|-:t(v+\log N)}\int_{-\infty}^{0}e^{y(1t)}-\sigma-|.dydt$

$= \sum_{n=1}^{N}\frac{1}{n^{\sigma}}\cdot\frac{2u}{u^{2}+(v+\log n)^{2}}$

$-N^{1-\sigma} \int_{-\infty}^{0}e^{y(1-\sigma)}\frac{2u}{u^{2}+(v+1\mathrm{o}\mathrm{g}N+y)^{2}}dy$

$=I1+I2$

と計算できる. $I_{1}$ の表示から, この部分のスペクトル集合への貢献は $\{-1o\mathrm{g}n\}_{n=1}^{\infty}$

であろうことが推測される. 一方, $I_{2}$ のスペクトル集合への貢献は何であろ
うが.

$I_{2}=-2 \pi N^{1-\sigma}\int_{-\infty}^{0}e^{y(1-\sigma)}\frac{u}{\pi(u^{2}+(-v-\log N-y)^{2})}dy$

と変形しておく. 次の記号を導入しよう :

$g(y)=\{$
0, $y\geq 0$ ,
$e$y(1-“), $y<0$ ,

$P_{u}(y)= \frac{u}{\pi(u^{2}+y^{2})}$ .

ここで, $P_{u}$ (y) は $\mathrm{R}$ 上の Poisson核である. これらの記号と通常の合成積の
記号 $*$ を用いることによって

$I_{2}=-2\pi$N$1-\sigma(g*P_{u})(-v-\log N)$

きかける. Poisson核の性質から, $uarrow+0$ としたとき, $(g*P_{u})(-v-\log N)$

はほとんど至るところ $g(-v-\log N)$ に収束する. よって, $N$ を調節してお
いて

$I_{2}arrow-2\pi e^{-(1-\sigma)v}$ , $uarrow+0$ , ほとんど至るところ $v$
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となることがわかった. 従って, $I_{2}$ のスペクトル集合への貢献は $\mathrm{R}$全体にな
るであろうことが推察される. 以上のアイデアをもとに厳密に評価を行うこ
とによって次を得る.

定理 $0<\sigma<1$ のとき. $\mathrm{S}\mathrm{p}(/\zeta_{\sigma})=\mathrm{R}$ となる.

以下では, この定理の応用を考察しよう.
$\sigma<1$ のとき, $\zeta_{\sigma}$ を何らかの Banach空間の元とみたい. 一方, その Banach

空間の元 $\varphi$ について, 定義 1 の類似を考え, その類似の定義と定義 2 の $\mathrm{S}\mathrm{p}’(\varphi)$

がどのような関係にあるかを議論したい. どのような Banach空間がふさわ
しいかはもちろんよくわからないけれど, ここでは平均値定理の性質を活が
したものを考察しよう.

$B=$ { $\Phi:$ $\mathrm{R}arrow \mathrm{C}$ ;局所的に二乗可積分 $s.t. \sup_{T>0}\frac{1}{1+2T}\int_{-T}^{T}|\Phi(t)|^{2}dt<\infty$}

は Banach 空間てある. $1/2<\sigma<1$ のとき, 平均値定理にょり $\zeta_{\sigma}$ は $B$ に属
す この空間は Beurling の Banach環 $A$ (定義は原論文 [2] を参照してくだ
さい) の共役空間 $A^{*}$ に, Banach 空間として同型であることが証明されてぃ
る ([2] の Theorem 1,2). そこで, $B(=A^{*})$ に $A$ から導入される $*$ 弱位相を
導入しよう. やはり, $\{e^{\dot{l}\lambda t}\}_{\lambda\in \mathrm{R}}$ で張られる空間の $*$ 弱閉包が $B$ に一致するこ
とがわかる.

定義 3 $\varphi\in B$ に対し

Sp$(\varphi)$

$=\cap\{\lambda\in \mathrm{R}s.tf\in A,f*\varphi=0^{\cdot}\hat{f}(\lambda)=0\}$

と定義する. Sp(\mbox{\boldmath $\varphi$}) を $\varphi$ のスペクトル集合という.

$\varphi\in B$のスペクトル集合に関して, 以下の結果が Wermer [5] にょっで証
明された (今, 簡単のため議論を $B$に制限してぃるがWermerの結果はいくっ
かの公理を満たす広いクラスの Banach 環につぃて導かれてぃる) $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

事実 3 $\varphi\in B$ とする.
$\mathrm{S}\mathrm{p}’(\varphi)\subset \mathrm{S}\mathrm{p}(\varphi)$

とオる.
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事実 4 $\varphi\in B$ とする. $\Lambda\subset \mathrm{R}$ は, $B$ において $\{e^{i\lambda t}\}_{\lambda\in\Lambda}$ で張られる空間の $*$

弱閉包を考えたときこの中に $\varphi$ が入る, ものとする. このとき

Sp(\mbox{\boldmath $\varphi$})=\cap {そういう $\Lambda$ }
A

となる.

事実 5 $\varphi\in B$ とする. $C$ は $\{\varphi(t+\tau)\}_{\tau\in \mathrm{R}}$ で張られる空間の $*$ 弱閉包とする.
このとき

Sp(\mbox{\boldmath $\varphi$}) $=$ {A $\in \mathrm{R}s.t$ . $e^{1\lambda t}.\in C$ }
となる.

$1/2<\sigma<1$ のとき, 定理と事実 3 により, Sp$((,)$ $=\mathrm{R}$がわかる. このこ
とと事実 4, 5 によりただちに次を得る.

系 $1/2<\sigma<1$ とする.
(i) どんな $\mathrm{A}\subseteq \mathrm{R}$ をとってきても, $B$ において $\{e^{i\lambda t}\}_{\lambda\in\Lambda}$ で張られる空間

の $*$ 弱閉包に $\zeta_{\sigma}$ は属さない.
(ii) $B$ と, $B$ において {(,(t+\mbox{\boldmath $\tau$})}\mbox{\boldmath $\tau$}\in 。で張られる空間の $*$ 弱閉包は集合と

して等しい.
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