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保型 $L$ 関数の $d_{- \mathrm{a}\mathfrak{Z}}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}$ について

慶應義塾大学 理工学部 数理科学科 上西千春 (Chiharu Kaminishi)
Department of Mathematics, Keio University

1 凸評価と aspect

本稿の目的は, 判別式 $d$ の虚 2 次体で定義される Bianchi group に対す
る保型 $L$ 関数の $d$-aspect の凸評価を求めることである. 本節では凸評価と
aspect について説明する.

Riemann zeta 関数 $\zeta(s)$やそれに類似した $L$ 関数 $L$ (s, $f$ ) の $\Re(s)=1/2$ 上

での値の評価を考える問題がある. ここでは $L$ 関数の臨界線が $\Re(s)=1/2$

であるように, (すなわち関数等式が $s$ と l–s の間で成り立っように) $L$

関数が正規化されているものとする. $L$ 関数の収束域に $\mathrm{k}^{\wedge}$ける評価と関数
等式を用いることにより, 臨界領域 $0\leq\Re(s)\leq 1$ 以外の部分における評価
はよくわかる. 臨界領域内において良い評価を得ることは一般に困難であ
るが, Phragm\’en-Lindel\"of の凸定理を用いて荒い評価を得ることができる.
.これを凸評価と呼ぶことにする. 以下に凸評価の例を挙ける.

例 1Riemann zeta 関数

$\zeta(s)=\sum_{n=1}^{\infty}\frac{1}{n^{\mathit{8}}}$

の凸評価は

$\zeta$ ($\frac{1}{2}+it)=O(t^{\frac{1}{4}+\epsilon})$ , $le>0$ , $tarrow\infty$ .
例 2 合同部分群 $\Gamma_{0}(N),$ $N\in \mathrm{N}$ に対する 2 次元上半平面 $\mathbb{H}^{2}$ 上の正則な
Hecke eigen cusp form $f_{N}$ (z) の $L$ 関数

$L(s, f_{N})= \sum_{n=1}^{rightarrow}\frac{\lambda_{N}(n)}{n^{\mathit{8}}}$

(ここで $\lambda_{N}$ (n) は Hecke 作用素に対する $f_{N}($z) の固有値. ) の $\Re(s)=1/2$
上の N- aspect の凸評価は

$L$ ( $\frac{1}{2}+it,$ $f_{N})=O_{\epsilon,t}(N^{\frac{1}{4}+\epsilon})$ , Ve $>0$ , $Narrow$r $\infty$ .
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例 2のように, $N$以外の変数にょる値を定数とみなし, $Narrow\infty$の振る舞い
のみに注目するという意味を込めた変数 $N$ に関する評価のことを N-aspect
という このほか, Dirichlet $L$ 関数で指標の導手を動かす $q$-aspect, 保型 $L$

関数で保型形式の重さを動かす $k$-aspect, Maass fornn の $L$ 関数でラプラ
シアンの固有値を動かす $r$-aspect などがこれまでに研究されてぃる.
本稿では, $L$ 関数の評価に関する新たな aspect として虚 2 次体 $K$の判別
式 $d<0,$ $d\neq-3,$ $-4$ を動かす ’ $d$-aspect’を提唱する. 評価の対象となる
$L$関数は, $K$ の整数環 $\mathcal{O}_{d}$ 上の Bianchi group PSL $(2, \mathit{0}_{d})$ に対する Maass
form $\phi_{d,r}$ (\mbox{\boldmath $\omega$}) の $L$ 関数 $L$ ( s, $\phi_{d,r}$ ) であり, 以下のような $d$-aspect の凸評価を
得ることができた. (注 1)

$L( \frac{1}{2}+it,$ $\phi_{d,r})=O_{\epsilon,t,r}(|d|^{\frac{1}{2}+\epsilon h(d)})$ , $\forall\epsilon>0,$ $|d1arrow 0.$ (1)

ここで $h$ (d) は $K$ の類数である. また同様に $t$-aspect, $r$-aspect も得ること
ができる. (注 2)
次節より表記が煩雑にならないように添え字を省略して $\phi_{d,r}=\phi$ と書く
ことにする.

2Maass form と $L$関数の定義

本節では, 本稿で扱う Hecke eigen even Maass cusp form と $L$ 関数の定
義を説明する.

$\mathbb{H}^{3}$ を 3 次元上半空間

$\mathbb{H}^{3}=\{\omega=(y, z)|y>0, z=x_{1}.+ix_{2}\in \mathbb{C}\}$

とすると $\Gamma=\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{L}(2, \mathcal{O}_{d})$ は $\mathbb{H}^{3}$ に一次分数変換で離散的に作用する. 商空
間 $\Gamma\backslash \mathbb{H}^{3}$ 上のラプラシアン

$\triangle=-y2$ $( \frac{\partial^{2}}{\partial x_{1^{2}}}+\frac{\partial^{2}}{\partial x_{2^{2}}}+\frac{\partial^{2}}{\partial y^{2}})+y\frac{\partial}{\partial y}$

は $L^{2}(\Gamma\backslash \mathbb{H}^{3})$ 上に自己共役拡張を持ち, $\Delta$ の固有値 $1+r^{2}$ は正の実数とな
る. この固有値 1+ 一に対する固有関数を Maass form $\phi(\omega)$ といい, さら
に全ての cusp $\alpha_{n}$ ( $1\leq n\leq h$ (d), $a_{1}=\infty$ ) に対して \phi (顯)=0であるとき,
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$\phi$ を Maass cusp form.lという. Maass cusp form の集合を $S$ $($ \Gamma , $r)$ とおく

[7] (1) 式より $\phi\in \mathrm{S}$ (F) $r)$ の cusp $\infty$ での Fourier 展開は以下のように表
される.

$\phi(\omega)=\sum_{0\neq\nu\in O_{d}}c(\nu)yK_{i\mathrm{r}}(2\pi|\frac{2\nu}{\sqrt{d}}|y)e(\Re(\overline{\frac{2\nu}{\sqrt{d}}}z))$

ここで $K_{ir}$ (z) は $K$-Bessel functionである.
$\iota$ を $\mathbb{H}^{3}$ 上の作用素 $\iota(y, z)=(y, -z)$ とする. $\phi\in \mathrm{S}$ (F, $r$ ) に対して $\phi 0\iota\in$

$S$ (r, $r$ ) である. $\iota^{2}=1$ より固有値は $\pm 1$ であり, $\phi 0\iota=\phi$のとき, $\phi$ を even
といい, $c(\nu)=c(-\nu)$ が成り立つ. また $\phi 0\iota=-\phi$のとき $\phi$ を odd といい,
$c(\nu)=-c(-\nu)$が成り立つ.

Hecke作用素 $T$ (\mbox{\boldmath $\nu$}): $L^{2}(\Gamma\backslash \mathbb{H}^{3})arrow L^{2}(\Gamma\backslash \mathbb{H}^{3})$ を以下のように定義する:

$T( \nu)\phi(\omega)=\frac{1}{|\nu|}$
$\sum_{\alpha\delta-\nu,\Re(\delta\overline{)}>0}\sum_{\beta \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \delta}.\phi(\frac{1}{\sqrt{\nu}}(\begin{array}{ll}\alpha \beta* \delta\end{array}) \cdot\omega)$

$\mathrm{S}$ (r, $r$ ) には, 全ての Hecke 作用素の同時固有関数からなる基底が存在し,
これらを Hecke eigen Maass cusp form という, $T$ (\mbox{\boldmath $\nu$}) に対する $\phi(\omega)$ の固
有値を $\lambda(\nu)$ とする. 即ち,

$T(\nu)\phi=\lambda(l$/ $)\phi$ .

また, Hecke 作用素の性質から以下が成り立つ.

$c(\nu)=c(1)\lambda(\overline{\nu})$ . (2)

この性質より $c(1)\neq 0$ であることがわかる. 以降では, $d\neq-3,$ $-4$ に関す
る Hecke eigen even Maass cusp form $\phi$ について扱う.
任意の $\phi$ に対して保型 $L$関数を以下のように定義する:

$L(s, \phi)=\sum_{0\neq(\nu)\in O_{d}}\frac{\lambda(\nu)}{N(\nu)^{s}}$ .

ここで $N$ (\mbox{\boldmath $\nu$}) は $\nu$ のノノレムである. この定義は $\phi$が evenのとき well-defined
と $\mathrm{f}$る.
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3 主定理

本節では前節で定義した保型 $L$ 関数の $d$-aspect の凸評価を求める.

[定理 3.1 の証明] ます Rankin-Selberg method を用いて $\lambda(\nu)$ の平均的
な評価を得る.

補題 3.2 より $L$ (s, $\phi$) は $\Re(s)>1$ において絶対収束し, 以下の評価が得ら
れる.

$L(1+\epsilon+it.\phi)<<$,,$r|$ d $|$ ’h(d), $\forall\epsilon>0$ . (3)
次に $L$ (s, $\phi$) の関数等式を explicit に書き下す

補題 3.3 より

$|$ L(s, $\phi$) $|=( \frac{\sqrt{|d|}}{2\pi})^{2-4\sigma}$
$\frac{\Gamma(1-s+\frac{ir}{2})\Gamma(1-s-\frac{ir}{2})}{\Gamma(s+\frac{ir}{2})\Gamma(s-\frac{ir}{2})}$ $|$ L(1-s, $\phi$) $|$
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であるから, (3) 式を適用して

L(-\epsilon +iち $\phi$) $\ll_{\epsilon,t,r}(\sqrt{|d|})^{2+4\epsilon}|d|^{\epsilon h(d)}$ , $\forall\epsilon>0$ .

よって再び (3) 式と併せて, Phragm\’en-Lindel\"of の凸定理 $([6]\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}2)$ よ
り臨界帯 $0\leq\sigma=\Re(s)\leq 1$ での評価を得る.

$L$ $(\sigma+it, \phi)<<$ ,,t,$r|$d$|^{1+\epsilon-\sigma+\epsilon h(d)}$ , $\forall\epsilon>0$ .
よって $\sigma=1/2$ を代入し定理 3.1 が成り立っ. 口

4 補題 3.2の証明

本節では補題 3.2の証明の概要を述べる. 証明の方針は Iwaniec[2]The0rem
8.3 と同様である.

cusp $a_{n}$ に対する Fourier係数を $c_{a_{n}}$ (\mbox{\boldmath $\nu$}) とおき, 以下のように normalize $\mathrm{L}$,

ておく

$\hat{c}_{a_{n}}(\nu)=(\frac{\sqrt{|d|}}{||\phi||e^{\pi|1+ir|}})\frac{1}{2}c_{a_{n}}(\nu)$ .

この
$c_{a_{n}}$ (\mbox{\boldmath $\nu$}) を用いて Rankin-Selberg $L$ 関数を以下のように定義する :

$L_{a_{n}}$
$(s, \phi\otimes\overline{\phi})=\sum_{0\neq\nu\in \mathcal{O}_{d}}\frac{|\hat{c}_{a_{n}}(\nu)|^{2}}{N(\nu)^{s}}$ .

$|\hat{c}_{a_{n}}$ (\mbox{\boldmath $\nu$})|2 の有限和の評価について

$\sum_{N(\nu)\leq X}|\hat{c}_{a_{\mathfrak{n}}}(\nu)|^{2}<<|1+ir|+\frac{X}{|1+ir|}$ (4)

が成り立つことから $L_{a_{n}}$ (s, $\phi\otimes\overline{\phi}$) は $\Re(s)>1$ で絶対収束し, Eisenstein級
数 $E_{a_{n}}$ $($ \mbox{\boldmath $\omega$}, $s)$ を用いて以下のような積分表示を満たす

$\Lambda_{a}$n(s, $\phi\otimes\overline{\phi}$) $= \int_{\Gamma\backslash \mathbb{H}^{3}}E_{a_{n}}(\omega, 2s-1)|\phi.(\omega)|^{2}\frac{dzdy}{y^{3}}$ (5)

ここで

$\Lambda_{\alpha_{n}}(s, \phi\otimes\overline{\phi})=\frac{|d|^{s+\frac{1}{2}}\Gamma(s)^{2}\Gamma(s+ir)\Gamma(s-ir)}{16(2\pi)^{2s}\Gamma(2s)}L_{a_{n}}(s, \phi\otimes\overline{\phi})$ ,
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$E_{a_{n}}( \omega, s)=\sum_{\gamma\in\Gamma_{a_{n}}\backslash \Gamma}(y(\sigma_{a_{n}}^{-1}\gamma\Gamma\omega))^{s-1}0$

(5) 式と Eisenstein 級数の関数等式 ([1] Theorem 5.8) より $h$ (d)個の成分か
らなるベクトノレ { $L_{\infty}(s,$ $\phi\otimes\overline{\phi}),$ $L_{a_{2}}($s, $\phi\otimes\overline{\phi}),$

$,$

$\mathrm{r}|,$ $L_{a_{h(d)}}($s, $\phi\otimes\overline{\phi})$ } は全複素
平面に有理型関数として解析接続され, $s$ と $1-s$ の間で関数等式が成り立
つ. $\Re(s.)>1/2$での極は $s=1$ のみで 1位, 留数 $R=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{s=1}L_{a_{n}}$ (s, $\phi\otimes\overline{\phi}$) は

$R= \frac{512\pi^{4}}{|d|\Gamma(1+ir)\Gamma(1-ir)\zeta_{K}(2)e^{\pi|1+ir|}}\gg\frac{1}{|dr|}$ (6)

である. ここで $\zeta_{K}$ (s) は $K$ の Dedekind zeta関数である. (4)式と関数等式,
Phragm\’en-Lindel\"of の凸定理より $L_{\infty}(s,\phi\otimes\overline{\phi})$ の $\Re(s)=1-1/(h(d)+2)$
上での評価を得ることができる.

$\exists C_{1}>0$ $s.t$. $(s-1)L_{\infty}(s, \phi\otimes\overline{\phi})<<|d$ ( $1+|$ t $|+|$r $|$ ) $|^{C_{1}}$ . (7)

Perron の公式と (7)式より, 任意の $X>0$ に対して以下を得る.

$\sum_{N(\nu)\leq X}|\hat{c}(\nu)|^{2}=RX+O(X^{1-_{h}}\urcorner_{d\mp 2}7^{1}|d(1+|r|)|^{C_{1)}}$ (8)

ここで� (\mbox{\boldmath $\nu$}) $=\hat{c}_{\infty}(\nu)$ である.
$X$が次を満たす程度に十分大きい場合に, 補題 3.2が成り立っことを示す

$X\geq|$d$|^{C_{2}h(d)}\gg_{r}$ ($\frac{|d|^{C_{1}}}{R}$)
$h(d)+2$

ここで $C_{2}>0$ は定数である. このとき (6), (8), (2) 式より

$\frac{R}{|\hat{c}(1)|^{2}}X\ll_{r}\sum_{N(\nu)\leq X}\frac{|\hat{c}(\nu)|^{2}}{|\hat{c}(1)|^{2}}=\sum_{N(\nu)\leq X}|\lambda(\nu)|^{2}\ll_{r}\frac{R}{|\hat{c}(1)|^{2}}X$ ,

が成り立つ. よって $R/|\hat{c}(1)|^{2}\ll_{\epsilon,r}|$ d|‘h(d) を示せぱ補題 3.2 を導くことがで
きる. $R/|\hat{c}(1)|^{2}$ は $X$ に因らないので, $X=|d|^{C_{2}h(d)}$ の場合に示せば十分で
ある. partial summation を用いて, $L(X)= \sum_{N(\nu)\leq X}|\lambda(\nu)|^{2}N(\nu)^{-1/2}$ の上
からの評価を得る.

$\frac{R}{|\hat{c}(1)|^{2}}X$ i
$\ll_{r}\sum_{N(\nu)\leq X}\frac{|\lambda(\nu)|^{2}}{X^{\frac{1}{2}}}\ll L(X)<<_{r}\frac{R}{|\hat{c}(1)|^{2}}X^{1}2$ . (9)
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次に Iwaniecの方法 [3] (19) に従い, Hecke作用素の性質を用いて以下を得る.

$L(X)^{2}<<_{\epsilon}X^{\epsilon}$L(X2), $\forall\epsilon>0.$ (10)

(9) を (10) に代入し, 以下を得る.

$\frac{R^{2}}{|\hat{c}(1)|^{4}}X\ll r$
$L(X)^{2} \ll_{\epsilon}X^{\epsilon}L(X^{2})<<_{r}X^{\epsilon}\frac{R}{|\hat{c}(1)|^{2}}X$ .

従って $R/|\hat{c}(1)|^{2}\ll_{\epsilon,r}X$\epsilon . ここで $X=|d|^{C_{2}h(di}$ を代入すれば $R/|\hat{c}(1)|^{2}<<_{\epsilon,r}$

$|d|^{\epsilon h(d)}$ が成り立つ.

以上より $X\geq|d|^{C_{2}h(d)}$ の場合に補題 3.2が成り立っことを導くことがで
きた. $X<|d|^{C_{2}h(d)}$ の場合にっ $4\mathrm{a}$ては, Iwaniec $[2]\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}8.3$ . に詳しいの
でそちらを参照のこど口

5 注意

注 1 講演後に江上先生, 松本先生, 村田先生よりご指摘があり, 講演内容に
誤りがあったことが判明しました. 本稿において (1) 式右辺の $|d|$ のベキを
講演時の $1/2+\epsilon$ ではなく $1/2+\epsilon h$ (d) とすることで誤りを訂正します ご

指摘いただいた先生方に感謝いたしますと共に, 講演を聴講して下さった
方々にお詫び申し上げます

注 2 変数 $r$ の振る舞いにも注意することで, 補題 3.2 の $\lambda(\nu)$ の平均的な評
価は, $d,$ $r$ に因らすに求めることもできる.

$\sum_{N(\nu)\leq X}|\lambda(\nu)|^{2}\ll_{\epsilon}|$
d$(1+|r|)|^{\epsilon}$h(d)X, $\forall\epsilon>0.$ (11)

(11) 式と補題 3.3 より, $L$ (s, $\phi$) の $\Re(s)=1/2$上での評価を $d,$ $t,$ $r$ どの変数
にも囚らすに求めることができる. 証明は定理 3.1 の証明と同様である.

$L$ ( $\frac{1}{2}+it,$ $\phi)\ll_{\epsilon}|\sqrt{d}$( $1+|$rD $|^{1+\epsilon}$h(d)(1 $+|$ tD $1+\epsilon$

. (12)

(12) $\tau$IA $\text{り}\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{ち}[]’.t$-aspect, r-aspect $\text{を^{}\prime \mathrm{B}}\uparrow\yen \text{る}.|--\text{と}\mathrm{B}^{\mathrm{s}}\backslash \text{で^{}\backslash }\text{きる}$ .

$L$ ( $\frac{1}{2}+i\mathrm{t},$ $\phi)=O_{\epsilon,d,r}(t^{1+\epsilon})$ , $\forall\epsilon>0,$ $tarrow\infty$ ,
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$L( \frac{1}{2}+it,$ $\phi)=O_{\epsilon,d,t}(|r|^{1+\epsilon})$ , $\forall\epsilon>0$ , $|$ r $|arrow\infty$ .

注 3( $1\mathfrak{y}$ 式について, $d=-4$ , 即ち $K=\mathbb{Q}(\sqrt{-1})$ の場合は S. Koyama[4]
により示されている.

注 4 補題 33 について, 一般の保型 $L$ 関数に対して関数等式が存在し, 解析
接続可能であることは既に知られてぃる (Hecke Theory) が, 今回これを具
体的に書き下した式を得ることができた. また $d=-4$, 即ち $K=\mathbb{Q}(\sqrt{-1})$

の場合は Y. Petridis and $\mathrm{P}$. Sarnak[5] により示されている.
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