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1 Introduction
この小論では研究集会での講演に基づき、有限生成、topologically tame

Klein群の強収束の為の条件について、 最近分かったことを述べる。
ここで考える Klein群はすべて、有限生成、 torsion free, parabolic free

とする。 問題とする状況は次のようなものである。 Klein 群 $G$ とそこか

603 faithful discrete representations $\{\phi_{i}-. Garrow PSL_{2}\mathbb{C}\}-6_{\text{、}}$ $6_{i}(G)$
$\mathrm{B}\mathrm{a}\theta$

toplogically tame であるようなものを考える。 $\{\phi_{i}\}$ が表現として、 $\psi$ :
$Garrow PSL_{2}\mathbb{C}$で parabolic freeなものに収束したとする。 (このとき $\psi(G)$

を代数的極限という。) 問題はこの時、 $\phi_{i}$ (G) の幾何的極限は $\psi(G)$ に一

致するか、 ということである。極限が一致するとき、 $\phi_{i}$ (G) は $\psi(G)$ に強

収束するというのであるが、強収束する場合には極限の群の幾何的性質
が、 $\phi_{i}$ (G) のそれを引き継ぐこともあり, どのような条件下で、強収束す
るかということが問題になっていたのである。
そもそも代数的極限と幾何的極限が異なるような場合があることに最
初に注目したのは $\mathrm{J}\emptyset \mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}$ である。それをより一般的枠組みでとらえ
たものを、 Thurston がかの lecture notes の 9 章で解説をしている。 (こ

れについては Kerckoff-Thurston [4], Ohshika [6] も参照のこと。) 一方で
強収束が起こるための条件については、代数的極限が新たに parabolic元
を持たなけれぱよいだろうと予想されてきた。 これは Thurstonが quasi-
Fuchs群の極限の場合に観察した現象である。 (これについても [6] を見
よ。) freely decomposableの場合については、Ohshika [5], Canary-Minsky
[2], Anderson-Canary [1], Evans [3] の研究により. 残るのは $\mathbb{H}^{3}/\phi_{i}$ (G) が
compression body の内部と同相で、代数的極限が無限遠球面 $S_{\infty}^{2}$ に不連
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続領域を持たないときのみになっていた。 この小論ではこの残りの場合
でも強収束が起こることを示す。
なお私の議論とは異なる方法で、独立に Brock-Souto が $\phi_{i}$ (G) が幾何的

有限な $G$ の擬等角変形という仮定の元で、 (ただし parabolic 元は許し、
$\psi(G)$ で新たには生じないという仮定で, ) 証明を行ってぃる。

2 Uniform compact cores
以降上のような $\phi_{i}$ (G) が $\psi(G)$ に代数的収束をし、 $G_{\infty}$ に幾何的収束を
しているとする。最終的に示したいのはこの両者 $\mathrm{B}\mathrm{a}$’–aすることである。
ます準備として、代数的極限 $\mathbb{H}^{3}/\psi(G)$ から、 $\mathbb{H}^{3}/\phi_{i}$ (G) の compact core

を統一的に作る方法を述べる。我々は $\mathbb{H}^{3}/\phi_{i}$ (G) が compression body の
内部と同相な場合を考えていた。 したがって、 $\mathbb{H}^{3}/\phi_{i}$ (G) の end は 1 っを
除いて、 compact core $C_{i}$ の incompressible boundary component に面し
ている。 これらの boundary component に対応する部分群を考え、 その
代数的極限をとれぱ、 次のいすれかになる。

1. 極限は geometrically infinite tame end をもち、その近傍が $\mathbb{H}^{3}/\psi(G)$

のある end の近傍に同相に写る。

2. 極限は quasi-Fuchsian であり、 $\psi(G)$ は region of discontinuity を
もつ。

2番目の場合は強収束であることが分かっているので、問題にじなくて良
い。 したがって、 以降 1 番日の状況のみを考える。
状況を明確にするためいくつかの記号を導入しよう。 $\mathbb{H}^{3}/\psi(G)$ の上で現

れた、 $\mathbb{H}^{3}/\phi_{i}$ (G) の compact core の incompressible boundary comonents
に対応する ends を $e_{1},$ . . , $e_{m}$ としよう。 これらは $\mathbb{H}^{3}/\phi_{i}$ (G) の compact
core の boundary components にそれぞれ対応しており、それらと開区間
の直積と同相な近傍をもつ。 Relative core theorem により、 $\mathbb{H}^{3}/\psi(G)$ の

compact core $C\psi$ で、 $e_{1},$ . $\mathrm{t}$ , $e_{m}$ に面する incompressilbe bondary compO-
nents $S_{1},$ . . , $S_{m}$ を $C_{\psi}$ の補集合のうち $e_{j}$ を含むものは $S_{j}\mathrm{x}$ $(0,1)$ に同相
になっているようなものが存在する。 $\mathbb{H}^{3}/\psi(G)$ の compact core は com-
pression body に homotopy 同値であるから、 (incompressible boundary
components の数を数えて $\text{、}$

) $C_{\psi}$ 自身が compression bodyであることがわ
かる. さらに Thurston の covering theorem より、 これらの $S_{j}\mathrm{x}$ $(0,1)$ は

$\mathbb{H}^{3}/G_{\infty}$ に被覆写像で同相に落とされているとして良い。 この compression
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body を approximate isometry $\rho_{i}-$. $\mathbb{H}^{3}/\phi_{i}(G)arrow \mathbb{H}^{3}/G_{\infty}$ の逆写像をもち
いて引き戻したものが uniform compact core である

3 Pleated surfaces realising homotopies
この節では強収束が起きなかったときにそれを $\mathbb{H}^{3}/\phi_{i}$ (G) の中で、双曲

多様体の形の変化としてとらえ、その変化を pleated surface との交わり
を観察して探る方法を述べる。 ます $\phi_{i}$ (G) は幾何的に収束するとしても
良いので、 幾何的極限を $G_{\infty}\supset\psi(G)$ としよう。 $\mathbb{H}^{3}/\phi_{i}$ (G) の基点 $x_{i}$ を、
$\{\phi_{i}\}$ が収束するように共役をとったときに、同一の $\mathbb{H}^{3}$ の基点の射影像で
あるようにとる。 このとき $\mathrm{t}$

$\mathbb{H}^{3}/\phi_{i}$ (G) は基点 $x_{i}$ についての Gromov極限
が、 $\mathbb{H}^{3}/G_{\infty}$ に基点 x。をとったものになっている。

$x_{\infty}$ を中心とした半径 $r$ の metric ball $B_{r}$ を考える。 $\mathbb{H}^{3}/\psi(G)$ の $C\psi$

の incompressible boundary components に面する ends は、 Thurston の
covering theorem により、H3/G。の ends の近傍に同相に落ちる近傍をも
つ。 これらを $\mathbb{H}^{3}/G_{\infty}$ から取り去った部分 $M_{\infty}$ と $B_{r}$ の交わりを $N_{r}$ で表そ
う。 また� Nr のうち、 $\partial M_{\infty}$ に含まれないものの和を $\partial_{e}N_{r}$ で表そう。 $\partial_{e}N_{r}$

の $rarrow\infty$ で消えない component が 1 つしかなければ、実は $G_{\infty}=\psi(G)$

であることがわかる。

このような boundary components が 2 つ以上あるとしよう。
$\rho_{i}$ : $\mathbb{H}^{3}/\phi_{i}(G)arrow IH\mathrm{I}$ /G。を approximate isometry としよう。 $\rho_{i}^{-1}$ で $N_{r}$ を

引き戻したとき、 1 つの boundary component以外は $\partial_{\mathrm{e}}C_{i}$ に homotopicで
ない。いつぽう、 $\phi_{i},(G)$ は topologically tameであるから、 pleated surfaces
とその間を補う negaively curved pleated surfaces による、 homotopyで前
節で構成した uniform compact core の境界から、 convex core boundary,
あるいは tame endへ向かう homotopy $H_{i}$ : $\Sigma \mathrm{x}Iarrow \mathbb{H}^{3}/\phi_{i}$ (G) が作れる。
(ここて $\Sigma$ は�${}_{e}C_{\psi}$ に同相な閉曲面である。) これと先の boundary の交わ
りを調べる。

Pleated surface や negatively pleated surface はその面積が一様に押さ
えられているため、半径の大きい円板を中に含めないという共通の性質
を持っている。 したがって�$N_{r}$ の引き戻しに囲まれた、 $\mathbb{H}^{3}/\phi_{i}$ (G) の欠落
部分の奥深くに pleated surface 内の円板は入り込めない。 これにより、
$H_{i}^{-1}\circ\rho_{i}^{-1}(\partial_{e}N_{r})$ の成分達はお互いに絡み合うことができないことが分
かる。そこで $H_{\dot{f}}$ をそこに制限すると $\rho_{i}^{-1}(\partial_{e}N_{r})$ への degree 0 の写像に
なる部分を除去して考えると、必す $\Sigma \mathrm{x}$ {0} の $G$ の non-trivialな元を表
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す単純閉曲線に $H_{i}^{-1-1}\circ\rho_{i}$ (Nr) で homotopic なようなものが十分大きい
$i$ についてはとれる。 この homotopy は $\rho_{i}$ で、 $\mathbb{H}^{3}/G_{\infty}$ に押し出せ、 さら

に $\mathbb{H}^{3}/\psi(G)$ に持ち上げることができる。 Homotopy の片方の端が、 代数
的極限から来たものに乗っていてるので、 $\mathbb{H}^{3}/G_{\infty}$ で同じ元を表している
と、 $i$ ごとに異なることは無い。 したがって、 この情況は parabolic に収
束する元があるか、互に極限で本質的に交わる $\Sigma$ 上の単純閉曲線で、 い

ずれも同じ end に行く長さが 0 へ向かう閉測地線に片側で homotopic な
ものがあるかいすれかである。 2番目の場合は、 Bonahon の議論で排除
でき、 1 番目の場合は代数的極限に parabolic元が無いという仮定に反す
る。 よってこのような欠落部分は無く, 代数的極限と幾何的極限は一
する。

4 Et le manteau tomba
数理研の講演から、 この原稿を書き上げるまでの間に、大きなニュ–

スがやって来た。 U. lllinois at Chicago の Ian Agol氏がMarden予想を解
いたというのである。 Agol は北米合州国内の何 $\mathrm{f}$所かで、 このテーマで
の講演をしているが、 かの地の専門家の意見は、 肯定的なものから、若
干の留保をつけるものまである。未だプレプリントもできていないのて、
内容について詳しく確かめようが無いが、 もしこれが正しけれぱ、 strong
convergenceについての上記の結果も covering theorem のみを使って得る
ことができる。 のみならすKlein群論での未解決問題のうち Ahlfors予想
を始めとした重要ないくつかが従うことになる。 この事態を喜ぶべきか
悲しむべきか。
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