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Singular integral and cancellation property

東海大学.$|$ 開発工学部 小森康雄 (Yasuo Komori)
School of High Technology for Human Welfare

Tokai University

序 cance垣 ation property というのは特異積分, Hardy 空間のどちらにおいても重要な
性質てある. この条件は自然てあり, ある場合には必要条件てもあるのて安易に仮定してし
まうことがある. 本論ては特異積分と Hardy 空間のそれそれにおいて cancellation property
の果たす役割について論じる.

1 特異積分と cancellation $\mathrm{p}$roperty

定義 (古典的特異積分作用素)
$Tf(x)=\mathrm{p}.\mathrm{v}$ . $\int_{R^{n}}K(x-y)f$(y)dy が古典的特異積分作用素てあるとは積分核 $K$ が以下
の条件を満たすことをいう

(1) $|$ K$(x)| \leq\frac{C}{|x|^{n}}$ :

(2) $|7 \mathrm{A}(x)|\leq\frac{C}{|x|^{n+1}}$ ,

(3) $\int_{\epsilon<|x|<N}K(x)dx=0$ , $0<\forall\epsilon<\forall N$ .

例 (Hilbert 変換)

$Hf(x)=\mathrm{p}.\mathrm{v}$ . $f_{R^{1}} \frac{[perp]}{x-y}f(y)dy$ .
(3) の条件を cancellation property という.
$(1)\sim(3)$ によって $\hat{I}\mathrm{f}\in L^{\infty}$ がわかり, それにより $T$ の $L^{2}$ 有界性が導かれる.
( $| \int_{-\infty}^{\infty}e^{-ixy}/ydy|\leq C$ の一般化てある)

命題

古典的特異積分作用素 $T$ は $L^{p}$ 有界てある $(1<p<\infty)$ .
注意 $T^{*}$ を $T$ の adjoint operator $T^{*}f(x)=\mathrm{p}.\mathrm{v}$ . $\int_{R^{\hslash}}I\acute{\mathrm{t}}(.y-x)f$(y)dy とすると (3) は形

式的には $T^{*}1=0$ と書ける (\S 4 を参照).
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2Hardy 空間と cancellation property

定義 (Hardy 空間 $H^{p}$ ) $\varphi\in \mathrm{S},$ $\int_{R}$, $\varphi(x)dx\neq 0$ を–っ固定して $f\in S’$ に対して
$f^{++}(x)= \sup_{t>0}|f*\varphi_{t}$ ( x)| と定義する $(\varphi t(x)=t^{-n}\varphi(x/t))$ . そして

$H^{p}(R^{n})=\{f\in \mathrm{S}’;||f||_{H^{\mathrm{p}}}=||f++||_{L}p<\infty\}$ .

注意 $H^{p}$ は $\varphi$ の選ひ方によらない. そして $H^{p}=L^{p}(1<p<\infty)$ .

命題 $f\in L^{1}\cap H^{p}(p\leq 1)$ のとき $\int_{R^{n}}f$ (x) $dx=0$ .

この性質を cancellation property という $($

注意 $f\in L^{1},$ $\int_{R^{n}}f$(x) $dx=0$ ても $f\in H^{1}$ ( Rn) とは限らない.

そしてこのことをもっとはっきり示したのが以下の atom 分解である.
定義 $(H^{p}- \mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{m})$ 関数 $a$ ( x) が $H^{\mathrm{p}_{-}}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{m}(n/(n+1)<p\leq 1)$ てあるとは

. $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(a)\subset\exists$Q(ball), $||$ a $||L"\leq|$Q $|^{-}1/p,$ $\int_{Q}a(x)dx=0$ .

命題 (atom 分解, Coifman [4], Latter [20]) $n/.(n+1)<p\leq 1$ のとき

$f \in H^{p}(R^{n})\Leftrightarrow f=\sum_{j=1}^{\infty}c_{j}a_{j}$ , $a_{j}|\mathrm{h}H^{p}$-atom $\text{て}\sum_{j=1}^{\infty}|$cj $|^{p}\approx||$ f $||$p
$\mathrm{p}$ .

3 Hardy 空間上の特異積分

命題 $R_{j}$ を Riesz 変換 $(Rjf)\wedge(\xi)=i\xi j/|\xi|\hat{f}(\xi)$ とするとき

(4) $||$ f $||H\mathrm{p}\approx||$f $||_{L^{\mathrm{p}}}+ \sum_{j=1}^{n}||R_{j}f||_{L^{p}}$ , $f\in L^{2}(R^{n})\cap H^{p}(R^{n})$ , $n/(n+1)<p\leq 1$ .

さもに

(5) $||$ Rj $f||_{H^{\mathrm{p}}}\leq C||f||_{H^{\mathrm{p}}}$ $f\in L^{2}(R^{n})\cap H^{p}(R^{n})$ .

この命題を使うと以 Tのことがわかる.

命題 古典的特異積分作用素 $T$ は $H^{p}$ 有界てある $(n/(n+1)<p\leq 1)$ .

注意 $p\leq n/(n+1)$ の場合の $H^{p}$ 有界性をいうには $K$ に (1), (2) 以外にさらなる
regurality を仮定する必要がある (たとえば [25] 参照).
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命題の証明には以下の補題が必要てある.
補題 $T$ が $H^{p}arrow L^{p}$ 有界てあれば $T$ は $H^{p}arrow H^{p}$ 有界てある.
補題の証明 $T$ が $H^{p}arrow L^{p}$ 有界とすると

$||Tf||_{H^{\mathrm{p}}}$ $||Tf||_{L^{p}}+ \sum_{j=1}^{n}||R_{j}Tf||_{L}$ p by (4)

$\leq$ $C||f||_{H^{p}}+ \sum_{j=1}^{n}||TR_{j}f||_{L^{p}}$

$\leq$ $C||f||H^{p}+C \sum_{j=1}^{n}||$ Rj $f||_{H^{\mathrm{p}}}\leq C||f||_{H^{\mathrm{p}}}$ by (5). $\square$

命題の証明
補題と .atom 分解より

$||Ta||_{L^{\mathrm{p}}}\leq C$ for any atom $a$ (C は atom a によらない定数),

を示せば十分であることがわかる.
$\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(a)\subset\{x\in R^{n}; |x-x_{0}|<r\}$ とすると $x$ ; $|x-x_{0}|>2r$ に対して

$|$ Ta(x) $|$ $=$ $|$ f $I\acute{\mathrm{t}}(x-y)a(y)dy|$

$=$ $|$ f($K(x-y)-K(x-x_{0})a(y)dy|\cdot$ by cancellation property of $a$

$\leq$ $C \int\frac{|y-x_{0}|}{|x-x_{0}|^{n+1}}|a(y)|dy\leq C\frac{r^{n(1-1/\mathrm{p})+1}}{|x-x_{0}|^{n+1}}$ .

ゆえに

$\int_{|x-x\mathrm{o}|>2r}|Ta(.x)|^{p}dx\leq C$, $p>n/(n+1)$

が得られる.
$T$ の $L^{2}$ 有界性と H\"older の不等式より

$\int_{1}$g
$|x-x0|$ 52r

$|$ Ta(x) $|^{p}dx\leq$ .Cr$n(1-p/2)||$Ta $||$ W$2\leq Cr^{n(1-p/2)}||a||_{L^{2}}^{p}\leq C$.

$\square$

ここて重要なのは上の補題てある. $Tf$ を $H^{p}$ 上て評価をするのに $L^{\mathrm{p}}$ 評価, 大きさの
評価をするだけて十分てあるといっているわけてある. すなわち $f\in H^{p}$ の持ってぃる
cancellation property はそのまま $Tf$ に遺伝しているわけてある (\S 4 と比較せよ).
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4 一般化された特異積分作用素

定義 $Tf(x)=\mathrm{p}.\mathrm{v}$ . $\int$

.
$R^{n}K$(x, $y$ ) $f$ (y)dy が一般化された特異積分作用素であるとは積分

核 $I\acute{\mathrm{t}}$ が以下の条件を満たすことをいう $($

( 1) $|K(x, y)| \leq\frac{C}{|x-y|^{n}}$ ,

$(2’)$ $| \nabla_{x}K(x, y)|+|\nabla_{y}K(x, y)|\leq\frac{C}{|x-y|^{n+1}}$ ,

$(3’)$ $T$ は $L^{2}$ 有界作用素てある.

例 (Calder\’on’s commutator)

$C_{\phi}f(x)= \mathrm{p}.\mathrm{v}.\int_{R^{1}}\frac{\phi(x)-\phi(y)}{(x-y)^{2}}f(y)dy$ , $\phi’\in L^{\infty}\cdot$.

注意. 現在てはこのタイプの作用素は Calder\’on-Zygmund 作用素と呼ばれ, もっと一般
化されて, 必すしも上記のように主値積分で表現されてぃる必要はないが, ここては簡単
のためにこのように表す ([7] 参照).

注意 条件 $(3’)$ を古典的特異積分作用素 ( $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{o}!\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$型) のように (\S 1), $I\acute{\mathrm{t}}$ の条件て表
1

せないか ? ということは大きな問題てあるが (David-Journ\’e (1984) [8] or [28]), ここては扱
わない. 我々が興味あるのは特異積分の $H^{p}$ 有界性てあり, その場合 $L^{2}$ 有界性は必要条件
だからである. 実際, Calder\’on’s commutator の $L^{2}$ 有界性がわかったのも比較的最近てあ
る ([3], [5], [8]).

命題 一般化された Calder\’o $\mathrm{n}$-Zygmund 型の特異積分作用素 $T$ は
$T:L^{p}arrow L^{p}$ 有界てある $(1 <p<\infty)$ ,
$T:H^{p}arrow L^{p}$ 有界てある $(n/(n+1)<p\leq 1)$ .

注意 $T$ : $H^{\mathrm{p}}arrow H^{\mathrm{p}}$ 有界てないことに注意せよ.

Alvarez and Milman[2] は以下の結果を得た.
$T^{*}$ を $T$ の adjoint operator $T^{*}f(x)=\mathrm{p}.\mathrm{v}$ . $\int$

Rn
$K$ (y, $x$ ) $f(y)dy$ とする.

定理 (Alvarez and .Mihnan)
$T$ を一般化された Calder\’on-Zygmund 型の特異積分作用素とする.

$T^{*}1=0$ のとき $T:H^{p},arrow H$p 有界てある $(n/(n+1)<p\leq 1)$ .

注意 \S 1 の cancellation property と比較せよ. $T^{*}1$ の厳密な定義については, たとえば
[28] を見よ.
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架の条件と比べて $T^{*}1= \int K$(y, $x$ ) $dy=0$ という条件は自然なように思ゎれるが, この
条件は If の形にひじょうに強い制限をしており, Calder\’on’s commutator は一般にはこの
条件を満たさない. そこで我々は以下のような結果を得た.
アイデアの背景にはつぎのような事実がある.
1. $T$. と. $T^{*}$ }=嘉 ‘\infty \rightarrow B. $MO.$. 有界がいえるのて常に $T^{*}1\in BMO$ は成り立ってぃる.
2. 関数の局所的な性質のみ考えると, リプシッックラス $\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}_{\epsilon}$ は $BMO$ に含まれ, さら
に以下の命題より $\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}_{0}=BMO$ とみなすことがてきる.

定義 (BMO)

$BMO(R^{n})=\{f;||$ f $||BMO= \sup_{Q}\frac{1}{|Q|}\int|$ f$(x)-f_{Q}|dx<\infty\}$ , $f_{Q}= \frac{1}{|Q|}\int_{Q}f(x)dx$ .

定義 (homogeneous Lipschitz space)

$\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}_{\epsilon}(R^{n})=\{f;||$ f$.||$ Lip, $= \sup_{x\neq y}\frac{|f(x)-f(y)|}{|x-y|^{\epsilon}}<\infty\}$ for $0<\epsilon<1$ .

命題 ([28] $\mathrm{p}$ . 213 参照)

$||f||_{\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}_{e}}\approx \mathrm{s}\mathrm{u}Q$
p $\frac{1}{|Q|^{1+\epsilon/n}}\int$ 1 $f(i)-f_{Q}|dx$ .

3. $T$ は $H^{p}arrow H^{p}$ 有界のとき, Hardy 空間 (7) cancellation property (52) より $T^{*1}=0$

てある. だからこの条件をはすすためには $H^{p}$ (Rn) より広い空間を考える必要がある.

定義 (local Hardy space $H^{p},$ Goldberg [11]) $f^{+}(x)= \sup_{0<t<1}|f*\varphi_{\mathrm{t}}(x)|$ と定義する.
そ $\llcorner$て

$h^{p}(R^{n})=$ { $f\in \mathrm{S}’;||$ f $||h\mathrm{p}=||f^{+}||_{L}p<\infty$ },

と定義する.
注意 $H^{p}\subset h^{\rho}$

以下が我々の結果である.
定理 ([13])
$T$ を一般化された $\mathrm{C}\mathrm{a}1\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{o}^{l}\mathrm{n}$ -Zygmund 型の特異積分作用素とする.

$T^{*}1\in \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}_{\epsilon}(0<\epsilon\leq 1)$ のとき, $T:H^{\mathrm{p}}arrow h^{\mathrm{p}}$ 有界てある $(n/(n+\epsilon)<p\leq 1)$ .

系 $\phi’\in L^{\infty}(R^{1}),$ $\phi’\in \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}_{e}$(R1) のとき $C_{\phi}$ : $H^{p}(R^{1})arrow h^{p}$ (R1) 有界てある (1/(1+\epsilon )<
$p\leq 1)$ .
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系の証明 $\phi’\in L^{\infty}$ (R1) のとき $T$ は $L^{2}$ 有界てある ([5]). そして部分積分を使って
$C_{\phi}1=-H(\phi)$ (H は Hilbert 変換) と表せ, さらに Hilbert 変換はリプシッッ空間上て有
界てあるので ([28] p. 214), $C_{\phi}1\in \mathrm{L}-\mathrm{i}\mathrm{p}_{\epsilon}(R^{1})$ となり定理を応用できる. 口

5 定理の証明

ます Alvarez and Milman [2] の証明を解説する. 一般化された特異積分作用素の場合は
\S 3 の補題を使うことがてきないのて

$T$ : $H^{p}arrow H^{p}$ 有界を証明するには

$||Ta||H^{\mathrm{p}}\leq C$ $a$ : $H^{p}$-atom

を示す必要がある. しかし, 定義にしたがって $||Ta||_{H^{\mathrm{p}}}=||(Ta)^{++}||_{L^{p}}$ を評価するのは難し
い. そこて Taibleson and Weiss [27] は molecule を導入した.

定義 $(H^{p_{-}}\mathrm{m}\mathrm{o}1\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{u}1\mathrm{e})$

関数 $M$ (x) が $(H^{p}, x_{0}, r)- \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{e}(n/(n+1)<p\leq 1)$ てあるとは
$(\mathrm{M}_{1})$ $( \int_{|x-x\mathrm{o}|<2r}|M(x)|^{2}dx)^{1/2}\leq r^{n(1/2-1/p)}$ ,

$(\mathrm{M}_{2})$ $|M(x)| \leq\frac{r^{n(1-1/p)+\delta}}{|x-x_{0}|^{n+\mathit{5}}}$ for $|x-x_{0}|\geq 2r$ ,

$(\mathrm{M}_{3})$ $\int M$(x) $dx=0$ .

命題 ([27]) 関数 $M$ ( x) が $(H^{p}, x_{0}, r)$-molecule のとき

$||M||H^{p}\leq C_{p}$ , $C$p は $x_{0},$ $r$ に依存しない定数.

Alvarez and Milman は以下のことを示した.

補題 $T^{*}1=0$ とする. 関数 $a$ (x) が $H^{p}$ -atom で support が $\{x;|x-x_{0}|<r\}$ に含まれ
るとき Ta(x) は $(H^{\mathrm{p}}, x_{0}, r)$-molecule の定数倍てある.

この補題と命題により $T$ の $H^{\mathrm{p}}$ 有界性が証明される.

補題の証明 条件 $(\mathrm{M}_{1}),$ (M2) が成り立っことは積分核の条件 $(1’),$ $(2’),$ (3’) を使って
$\S 3\square$

の証明と同様にして示される. $(\mathrm{M}_{3})$ は仮定 $T^{*}1=0$ より明らか.
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我々の定理は $T^{*}1=0$ を仮定してぃなので条件 $(\mathrm{M}_{3})$ は威り立たない. そこて $h^{p}$ -molecule
を導入した.

定義 $(h^{p}- \mathrm{m}\mathrm{o}1\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{u}1\mathrm{e})$ $n/(n+1)<p\leq 1$ とする.
関数 $M$ (x) が large $(h^{p}, x\mathit{0}, r)$ -molecule てあるとは $r\geq 1$ て条件 $(\mathrm{M}_{1}),$ (M1) を満たすこ
とをいう.

関数 $\dot{M}$ (.x) が small $(h^{p}, x_{0}, r)$-molecule であるとは $r<1$ て条件 $(\mathrm{M}_{1}),$ (M1) と

$(\mathrm{M}_{3}’)$ $| \int$ M$(x)dx|\leq r^{n/p}$.

を満たすことをいう.
そして我々を以下の命題を示した.

命題 関数 $M$ (x) が larege または small ( hp, $x_{0},$ $r$ )-molecule のとき.

$||M||_{h^{\mathrm{p}}}\leq C_{\mathrm{p}}$ , $C$p は $x_{0},$ $r$ に依存しない定数.

定理の証明 関数 $a$ (x) は support が $\{x;|x-x_{0}|<r\}$ に含まれる $H^{p_{-}}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{m}$ とする. 条
件 $(\mathrm{M}_{1}),$ (M2) については Alvarez and Milman の証明と同様てある. 示すべきこ $\dot{\text{と}}$ は $r<1$
のときの条件 $(\mathrm{M}_{3}’$

.
$)$ てある.

$| \int Ta$ (x)dx| $=$ $|$ (Ta, $1$ ) $|=|(a, T^{*}1)|\leq C_{n}||a||_{H^{\hslash}}/(n+e)$ HT’llLip、
く $C_{n}r^{n/p}$ .

ここでは $H^{n/(n+e)}$ と $\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}_{\epsilon}$ の duality を使った. $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

我々は同様の方法て, 一般化された特異積分の有界性を重みっきの Hardy 空間 [17], Herz
タイプの Hardy 空間 [16], predual of Morrey 空間 [15], Lipschitz 空間, Sobolev 空間上
[18], [19] ても示した.
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