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ー般化された Chern-Weil準同型について

大阪大学大学院理学研究科 山崎啓大 (Keita YAMASAKI)

Graduate School of Science, Osaka Univel.sity

1 はじめに

可換な $\mathfrak{g}$-微分代数 $A$ が接続 $\theta$ をもつとき. IAl9 を Weil 代数とすると Chern-Weil 準同型と
よばれる佳-微分代数の準同型 $c^{\theta}$ : $\dagger W\mathfrak{g}arrow A$ が構成てきる. これが誘導する写像 $(S\mathfrak{g}^{*})_{\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}}\cong$

$H$ ((W$\mathfrak{g}$ ) ) $arrow H$ (Abasic) は接続の取り方によらない. これを (代数版の)Chel.n-Weil の定理と
よぶ. Alekseev-Meinrenken は最近のプレプリント [2] において次のことを示した : 必すしも可換
とは限らない locally free $\mathfrak{g}$-徴分代数 $A$ に対して, $\mathfrak{g}$-微分空間の準同型 $c,$ $c’$ : $W\mathfrak{g}arrow A$ が $1V\mathfrak{g}$ の

単位元て一致するならば, これらが誘導する写像 $(S\mathfrak{g}^{*})_{\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}}\cong H$ ((W$\mathfrak{g}$ ) ) $arrow H$ (Abasic) は一致す

る. これから上の主張が非可換な $A$ に対しても成り立つことが直ちに分かる. ただし [2] におけ

るこの定理の証明にはギャップがある. 橋本義武氏 (大阪市立大学) と筆者はこのギャツブを埋める
ことに成功したのて, ここてはそれを説明したい. また [2] てはこの結果の応用としていくつかの
ことを示しているが, ここては quadratic Lie 代数の場合の Duflo の定瑠の “conceptually easy”な

証明を紹介する.

2 定義など

21 佳-徴分代数

標数 0 の体 $\mathrm{F}$ 上のベクトル空間 $V$ に対して, スーパーベクトル空間 $E\gamma$ を

$E_{V}:=V\oplus V$, $E_{V}^{6}=E_{V}^{\mathrm{I}}:=V$

と定める. $v\in V$ に対応する $E\iota^{I}$ の even, odd element をそれそれ $\overline{v}\in E_{V}^{0},$ $v\in E_{\mathrm{V}}^{\overline{1}}$ と表す. $E\mathrm{y}$

上の微分 $\mathrm{d}$ として

$\mathrm{d}(v):=\overline{v}$ , $\mathrm{d}(\overline{v}):=0$ , $v\in V$

を自然に拡張したものを考えて, $E_{V}$ は徴分スーパーベクトル空間 (以 $\text{下}$ $\mathrm{d}\mathrm{s}$) と考える. その対称

代数 $S$ (Ev) は $V$ 上の Koszul 代数とよばれる.
$\mathfrak{g}$ を $\mathrm{F}$ 上の Lie 代数とするとき, スーパー Lie 代数 $\tilde{\mathfrak{g}}$ を

$\mathrm{j}:=\mathfrak{g}\ltimes \mathfrak{g}$ , $\tilde{\mathfrak{g}}^{\overline{0}}=\tilde{\mathfrak{g}}^{\mathrm{I}}:=\mathfrak{g}$

と定義する. ここて $\tilde{\mathfrak{g}}^{0}=\mathfrak{g}$ は $\tilde{\mathfrak{g}}^{\overline{1}}=\mathfrak{g}$ に随伴表現によって作用する. $\tilde{\mathfrak{g}}=E_{9}$ と考えることにより

微分を定め, $\tilde{\mathfrak{g}}$ は微分スーパー Lie 代数 (以下 $\mathrm{d}1$ ) と考える.
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定義 2.1. $\mathfrak{g}$-微分空間 (以下 g-ds) とは ds $(E, \mathrm{d})$ と $\mathrm{d}1$ 準同型 $\tilde{\mathfrak{g}}arrow \mathrm{E}_{11}\mathrm{d}(E)$ の組とする.
$\mathfrak{g}$-微分代数 (以下 $\mathfrak{g}$-da) とは微分スーパー代数 $(A, \mathrm{d})$ と $\mathrm{d}1$ 準同型 $\tilde{\mathfrak{g}}arrow \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}(A)$ の組とする. た

だし Der(A) は $A$ の derivation 全体とする.

$E$ を $\mathfrak{g}- \mathrm{d}\mathrm{s}$ とするとき, $\overline{\xi}\in\tilde{\mathfrak{g}}^{\overline{0}},$ $\xi\in\tilde{\mathfrak{g}}^{\overline{1}}$ に対応する End(E) の元をそれぞれ $L_{\xi},$ $\iota$’とかくことに
する. このとき

$E_{\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{r}}:=\cap \mathrm{k}’\mathrm{e}\mathrm{r}\iota\xi_{\mathrm{J}}$ $E_{\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}}:=\cap$ ker $L_{\zeta}$ , $E_{\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{c}}:=E_{\mathrm{h}\mathrm{o}r}\cap E_{\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}}$

と定義する.

2.2 ホモトピー

スーパーベクトル空間 $E,$ $F$ の間の線型写像全体 $L$ (E, $F$) は

$L(E,F)^{\overline{0}}:=L(E^{6}, F^{\overline{0}})\oplus L(E^{\overline{1}}, F^{\overline{1}})$ , $L(E, F)^{\overline{1}}:=L(E^{6}, F^{\overline{1}})\oplus L(E^{\overline{0}}, F^{\Gamma})$

により, スーパーベクトル空間となる.
また $E,$ $F$ が $\mathrm{d}\mathrm{s}$ のとき, $L$ (E, $F$) は

$\mathrm{d}(\phi):=\mathrm{d}\circ$ \phi -\leftrightarrow )|帽 $\phi \mathrm{o}\mathrm{d}$

を徴分とする $\mathrm{d}\mathrm{s}$ てある. $\mathrm{d}\mathrm{s}$ 準同型は $L(E, F)^{\overline{0}}$ の cocycle に対応する.
2 つの $\mathrm{d}\mathrm{s}$ 準同型 $\phi_{0},$ $\phi_{1}$ : $Earrow F$ の間の homotopy とは, $h\in L(E, F)^{\mathrm{I}}$ てあり $\mathrm{d}(h.)=\phi 0-\phi_{1}$

となるものとする.
また $\mathrm{d}\mathrm{s}$ 準同型 $\phi$ : $Earrow F$ に対する homotopy inverse とは, $\mathrm{d}\mathrm{s}$ 準同型 $\psi$ : $Farrow E$ てあり $\phi\circ\psi$ ,

$\psi 0\phi$ がそれそれ $F,$ $E$ の恒等写像 $\mathrm{i}\mathrm{d}_{F},$ $\mathrm{i}\mathrm{d}_{E}$ と homotopic てあるものとする.
もし homotopy inverse が存在すれば, $\phi$ は cohomology の間の同型を導く.

補題 2.2. (E, d) を ds として, $s\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(E)^{\overline{1}}$ が $[\mathrm{d}, s]=\mathrm{i}\mathrm{d}_{B}$ をみたすと仮定する. このとき
inclusion $i$ : $\mathrm{F}\mathrm{e}arrow\ovalbox{\tt\small REJECT} S$ (E) と自然な射影 $\pi$ : $S(E)arrow E^{\otimes 0}=\mathrm{F}$ は homotopy inverse lこなる. つまり
$S$ (E) の cohomology は自明てある.

証明. $h:=s\circ([\mathrm{d}, s]+i\mathrm{o}\pi)^{-1}$ とすれば $\mathrm{d}(h)=\mathrm{i}\mathrm{d}_{S(E)}-i\circ\pi$ . 口

これより Koszul代数 $S$ (Ev) の cohomology は自明てあることがわかる. 実際 $s\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(Ev)^{\mathrm{I}}$ は

$s(v):=0,$ $s(\overline{v}):=v$ , $v\in V$

と定めればよい. これ [こ対応する $h$ を Koszul 代数の standard homotopy とよぶ.
さらに $E,$ $F$ を $\mathfrak{g}- \mathrm{d}\mathrm{s}$ とすると, $L$ (E, $F$ ) も

$\iota_{\xi}(\phi\rangle$ $:=\sim\epsilon\circ\phi-$ (-1)I $\phi$ 1 $\phi 0\iota_{\xi}$ , $L_{\xi}(\phi):=L_{\xi}\mathrm{o}\phi-\phi \mathrm{o}L_{\xi}$

と定めることにより $\mathfrak{g}- \mathrm{d}\mathrm{s}$ になる. $\mathfrak{g}- \mathrm{d}\mathrm{s}$ 準同型は $L$ (E, F)b6asi。の cocycleてある.
また 2 つの $\mathfrak{g}-\mathrm{d}\mathrm{s}$ 準同型 $\phi_{0},$ $\phi_{1}$ : $Earrow F$ の間の homotopy $h$ が

$\iota_{\xi}(h)=0$ , $L_{\xi}(h.)=0$

をみたすとき佳-homotopy という.

このとき $h$ を制限すること [こより, $\phi_{0}|_{B_{\mathrm{b}\cdot\cdot \mathrm{i}\mathrm{c}}}$ , \phi 1|E,..可 $E_{\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{c}}$ \prec Fbasi。の間の homotopy [こな

り, これらが誘導する写像 $H(E_{\mathrm{b}\mathrm{a}\epsilon \mathrm{i}\mathrm{c}})arrow H$ (Fba8i。) は一致する.
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2.3 接続

$\mathfrak{g}$-da. $A$ 上の接続とは線型写像 $\theta$ : $\mathfrak{g}^{*}arrow A^{\overline{1}}$ てあり

$\iota_{\zeta}(\theta(\mu))=\mu.(\xi),$ $L_{\xi}(\theta(\mu.))=-\theta(\mathrm{a}\mathrm{d}_{\xi}^{*}\mu)$ , $\xi\in \mathfrak{g},$
$\mu$. $\in$ 佳

$*$

をみたすものとする. 接続をもつ $\mathfrak{g}$-da を locally free とよぶ.
$\mathrm{F}\mathrm{c}$ を even genel.ator $\mathrm{c}$ によって張られる 1 次元空間とする. これには $\mathrm{d}$ が自明に作用している
として, $E_{\mathrm{g}}\cdot\oplus$ Fc を $\mathrm{d}\mathrm{s}$ と考える. さらに $E_{\mathfrak{g}}$ . 上に $\tilde{\mathfrak{g}}$ の表現を

$L_{\zeta}\overline{\mu}=-\mathrm{a}$d$\zeta*\mu$., $L_{\xi}\mu=-$ad; $\mu$ , $\iota\zeta\overline{\mu}=-$ ad: $\mu$ , $\iota\xi\mu=\mu(\xi)$ c, $\xi\in \mathfrak{g}$ , $\mu\in \mathfrak{g}$

”

と定める. $\mathrm{c}$ には自明に作用しているとして, $E_{\mathfrak{g}}\cdot\oplus$ Fc を $\mathfrak{g}$-ds とする.
$\mathfrak{g}$-da $A$ が接続 $\theta$ をもつと仮定すると,

$\mu\vdash*\theta(\mu)$ , $\overline{\mu}\succ+$ d$\theta(\mu)$ , $\mu\in \mathfrak{g}^{*}$

てあり, $\mathrm{c}\nuarrow A$ の単位元, と定めることて $\mathfrak{g}- \mathrm{d}\mathrm{s}$ 準同型 $E_{\mathfrak{g}}\cdot\oplus \mathrm{F}\mathrm{c}arrow A$ をえる.

逆にこのような $\mathfrak{g}- \mathrm{d}\mathrm{s}$ 準同型があれば, 制限することにより $A$ の接続をえる.
よ 2て以下では $A$ の接続とは上のような g-ds 準同型とする.

3 Chern-Weil準同型
Wefl 代数 $W\mathfrak{g}:=S\mathfrak{g}^{*}\otimes\Lambda \mathfrak{g}^{*}$ に対して $W\mathfrak{g}\underline{\simeq}s(E_{\mathrm{g}}\cdot)$ が成り立つ.
さら [こ $\mathrm{c}$ を even generator とすると

$W\text{佳}\underline{\simeq}s(E_{9}\cdot\oplus \mathrm{F}\mathrm{c})/\langle \mathrm{c}-1)$

てあることがわかる. $E_{9}\cdot\oplus \mathrm{F}\mathrm{c}$ 上の $\tilde{\mathfrak{g}}$ の表現から導かれる自然な佳-da structure を考えることに
より, $W\mathfrak{g}$ は $\mathfrak{g}$-da fこなる.

このとき

$H((W\mathfrak{g})_{\mathrm{b}\mathrm{a}s\mathrm{i}\mathrm{c}})\cong(S_{9}^{*})_{\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}}$

が成り立つ.
$A$ を可換な locally free $\mathfrak{g}$-da とする. $A$ の接続 $\theta$ をひとつ固定すると, 対称代数の universal

property より. $\mathfrak{g}$-da準同型 $\tilde{c^{\theta}}$ : $S(E_{9}\cdot\oplus \mathrm{F}\mathrm{c})arrow A$ て可換図式

$E_{\mathfrak{g}}\cdot\oplus \mathrm{F}\mathrm{c}$

$arrow^{\theta}$ $A$

$\downarrow$ $\uparrow\overline{e^{\theta}}$

$S(E_{\mathfrak{g}}\cdot\oplus \mathrm{F}\mathrm{c})--S(E_{\mathfrak{g}}\cdot\oplus \mathrm{F}\mathrm{c})$

をみたすものが存在する. これが誘導する $\mathfrak{g}$-da準同型 $c^{\theta}$ : $W\mathfrak{g}arrow A$ を Chern-Weil準同型とよぶ.

このとき (代数版)Chern-Weil の定理とは次のことをいう (例えば [5] を参照) : $A$ を可換な locally
free $\mathfrak{g}$-da とすると, $A$ において 2つの接続に関する Chern-Wefl 準同型は佳 $- 1_{1\mathrm{O}1}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{c}$ てある. つ

まり誘導される写像 $(S\mathfrak{g})_{\mathrm{i}_{1}\mathrm{t}\mathrm{V}}*\cong H$ ((Wg)basi。)\rightarrow H(Abas\leftrightarrow は接続の取り方によらない.
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$A$ が非可換な場合は, テンソル代数 $T(E_{\mathrm{p}}\cdot\oplus \mathrm{F}\mathfrak{r})$ に対する universal property により’ $\mathfrak{g}$-da 準
同型 $c^{\theta}\sim$ : $T$(E,. $\oplus \mathrm{F}\mathrm{c}$ ) $arrow A$ て可換図式

$E_{\mathfrak{g}}\cdot\oplus \mathrm{F}\mathrm{c}$

$arrow\theta$ $A$

$\downarrow$
$\uparrow c^{\overline{\theta}}$

$T$ ( $E_{\mathrm{g}}\cdot\oplus$ Fc) $–T(E_{\mathfrak{g}}\cdot\oplus \mathrm{F}\mathrm{c})$

をみたすものが存在する. しかし $S$ ( $E_{\mathrm{g}}\cdot\oplus$ Fc) についてはいえない.
そこて “対称化”とよばれる g-ds 準同型

synl : $S(E_{\mathfrak{g}}\cdot\oplus \mathrm{F}\mathrm{c})arrow T(E_{9}\cdot\oplus \mathrm{F}\mathrm{c}),$
$v_{1} \ldots vk\mapsto*\frac{1}{k!}.\sum(-1)^{N_{\mathit{9}}(v_{1}}\sigma\epsilon \mathrm{e}_{k}’\ldots$

’v $k$ )
$v_{\sigma}-1(1)$ $\cdots v\sigma^{-1}(k)$

を考える. ここて $N_{\sigma}(v_{1,)}\ldots v\kappa.)$ は $vj,$ $vj\in E_{\mathfrak{g}}\cdot\oplus \mathrm{F}\mathrm{c}$ が odd element で, かつ $\sigma^{-1}(i)>\sigma^{-1}$ (j)
となる $i<j$ の組の数とする.
そして, 2 つの合成

$S(E_{9}\cdot\oplus \mathrm{F}\mathrm{c})\mathrm{y}_{1}arrow T(\epsilon \mathfrak{n}E_{9}\cdot\oplus \mathrm{F}C)arrow Ac^{\overline{|}}$

が誘導する写像を $c^{\theta}$ : $W\mathfrak{g}arrow A$ とする. ただし $c^{\theta}$ は $\mathfrak{g}$-ds 準同型てあり, 一般に代数の準同型に
はならない,

しかし. 非可換な代数に対する Chern-Weil の定珊を含む次が成り立つ.

定珊 3.1 ([2]). $A$ を locally free $\mathfrak{g}$-da とする. 任意の 2 つの $\mathfrak{g}$-ds準同型 $c_{0},$ $c_{1}$ : $W\mathfrak{g}arrow A$ が $W\mathfrak{g}$

の単位元て一致するならば, これらは $\mathfrak{g}$-homotopic てある.

驚くべきことに $c_{\dot{\iota}}$ が代数の準同型てなくてもよいだけてなく, $A$ の接続に関する Chern-Weil 準
同型てある必要もないのてある.

証明. $W\mathfrak{g}^{\underline{\simeq}}S$ (E,.) はスーパー Hopf代数てある. 実際, diagonml embedding $E_{\mathfrak{g}}\cdotarrow E_{\mathfrak{g}}\cdot\oplus E_{\mathfrak{g}}$.
から誘導される写像 $\Delta$ : $S(E_{\mathfrak{g}’})arrow S(E_{\mathfrak{g}}\cdot)\otimes S(E_{\mathfrak{g}}\cdot)$ を余積, 自然な射影 $\pi$ : $S(E_{\mathfrak{g}}\cdot)arrow E_{\mathfrak{g}}^{\mathfrak{H}0}.=\mathrm{F}$

を $\mathrm{c}\mathrm{o}$-unit とすればよい.
L(W店 $A$) に代数の構造を入れる. $\phi_{1},$ $\phi_{2}\in L$ (Wg, $A$ ) に対して

$\phi$ 1 $\phi$2: $W\mathfrak{g}arrow W\mathfrak{g}\Delta\otimes W\mathfrak{g}arrow A\phi_{1}\emptyset\phi_{2}\otimes Aarrow A$

と定める. ここて最後の写像は $A$ における積てある. また

$i_{A}\mathrm{o}\pi:W\mathfrak{g}arrow A$

が単位元となる. ただし $i_{A}$ : $\mathrm{F}arrow A$ は $A$ の unit とする.
示すべきことは, $\mathfrak{g}- \mathrm{d}\mathrm{s}$ 準同型 $c:W\mathfrak{g}arrow A$ で $c(1)=0$ ならば, 嘉 homotopy $\psi$ で $c=\mathrm{d}(\psi)$ を

みたすものが存在することてあるが, $A$ の接続 $\theta$ をひとつ固定して, $\phi:=c^{\theta}+\mathrm{c}$ とおくとき

$\psi:=$ $((c\cdot\phi^{-1})\mathrm{o}h)\cdot\phi$

とすればよ $\downarrow\backslash$ . ただし $h$ は $S$(E,.) の standard $1_{1\mathrm{O}111}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{y}$ とする. 口



注意 3.2. [2] における定理 3.1 の $\psi$ は $\mathfrak{g}$-homotopy にはならない. 上の $\psi$ は橋本義武氏 (大阪市
立大学) と筆者によるものである.

系 3.3. $A$ を locally $\mathrm{f}_{1}\cdot \mathrm{e}\mathrm{e}\mathfrak{g}$-da とする. $\mathfrak{g}- \mathrm{d}\mathrm{s}$ 準同型 $c:|_{l}\nu\cdot \mathfrak{g}arrow A$ が $1’.V\mathfrak{g}$ の ullit を $\mathcal{A}’$ の m】it にう

つすなら, 誘導する写像 $(S\mathfrak{g}^{*})_{\mathrm{i}\iota 1\mathrm{V}}\cong H$ ( (W $\mathfrak{g}$ ) ) $arrow H$ ( $A_{1_{\dot{\mathrm{J}}}\mathrm{a}}$ \epsilon ic) は代数の準同型であり, これは $c$

の取り方によらない.

特にこれは接続 $\theta$ の Cherll-lVeil 準同型 $c^{\theta}$ に適用でき, 非可換な代数に対して Chern-Wefl の
定理がいえる.

証明. $w’\in W\mathfrak{g}$ をひとつ固定すると, 2 つの $\mathfrak{g}$-ds 準同型

$W\mathfrak{g}arrow A$ , $w\vdash+c(\mathrm{u}\prime w’)$ , $w\vdasharrow c(w)c(u\})$
’

は vV佳の単位元て一致する. 定理 3.1 よりこれらは $\mathfrak{g}$-homotopic てある. よって

$[c(ww’)]=[c(w)c(w’)]=[c(w)][c(\mathrm{u}\prime’)]$

となり, $c$ が誘導する写像は代数の準同型てあることがわかる. 口

4 Duflo の定理
Lie 代数佳が不変な内積をもつとき quadratic Lie 代数とよぶ. ただし内積とは非退化な対称双

線型形式とする.
$\mathfrak{g}$ が quadratic Lie代数て不変な内積 $B$ をもつならば, $B_{\overline{\mathfrak{g}}}$ を

$B_{\overline{\mathfrak{g}}}(\xi,\xi’)=B_{\overline{\mathfrak{g}}}(\overline{\xi},\overline{\xi}’):=0$ , $B_{\overline{\mathfrak{g}}}(\overline{\xi},\xi’):=B(\xi,\xi’)$

と定めると $\tilde{\mathfrak{g}}$ 上の不変な内積となる. よって $\tilde{\mathfrak{g}}$ も quadratic になる.

このとき,

$\omega(X, Y):=B_{\overline{\mathfrak{g}}}(\mathrm{d}X, Y)\mathrm{c}$ , $X,$ $Y\in\tilde{\mathfrak{g}}$

と定めた $\tilde{\mathfrak{g}}$ 上の cocycle $\omega$ に対する central extension $\tilde{\mathfrak{g}}\oplus \mathrm{F}\mathrm{c}$ を考える. ここて

$[\xi,\xi’]_{\overline{\mathfrak{g}}\oplus \mathrm{r}\mathrm{t}}:=B(\xi,\xi’)$ c, $\xi$ , $\xi’\in \mathfrak{g}$

てあることを注意しておく.
$U\mathfrak{g}$ を包絡代数, Cl(佳) を Clifford代数とすると, Alekseev-Meinrenken lこより [1] て導入された

非可換 Weil代数 W佳 $:=U\mathfrak{g}\otimes \mathrm{C}1(\mathfrak{g})$ に対して

$\mathcal{W}\mathfrak{g}\cong U(\tilde{\mathfrak{g}}\oplus \mathrm{F}\mathrm{c})/\langle \mathrm{c}-1\rangle$

が成り立つ ([2]).
$\tilde{\mathfrak{g}}=E_{\theta}$ と同一視することにより定まる微分, およひ

$L_{\zeta}v:=[\overline{\xi}, v]$-\mbox{\boldmath $\theta$}\oplus F。 $\iota_{\zeta}v:=[\xi, v]_{\overline{\mathfrak{g}}\oplus \mathrm{r}\epsilon}$ , $\xi\in \mathfrak{g},$ $v\in\tilde{\mathfrak{g}}\oplus \mathrm{F}\mathrm{c}$

から自然に誘導される $\tilde{\mathfrak{g}}$ の表現により, $\mathcal{W}\mathfrak{g}$ は嘉 da と考える.
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また

$H((\mathcal{W}\mathfrak{g})_{\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{c}})\cong([7_{9})_{\mathrm{i}\mathfrak{n}\mathrm{v}}$

が成り立つことも注意しておく.

$\mathfrak{g}$ を Lie 代数とするとき, $\mathrm{P}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{a}.1^{\cdot}\acute{\mathrm{e}}- \mathrm{E}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{k}’1\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{f}\mathrm{f}$ -Witt 対称化とよばれる線型写像

$\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n}\mathrm{l}$ : $5\mathfrak{g}arrow[7_{\mathrm{P}},$
$\xi_{1}\ldots\xi_{k}\mathrm{e}\frac{1}{\lambda!}.\sum_{\sigma\in \mathrm{t}5_{k}}’\sigma^{-1}(1)\cdots\xi\sigma^{-1}(k)$

は同型になることが知られている. また $\mathfrak{g}$ がスーパー Lie代数のときも間様のことが成り立つ (例
えば [3] 替照). しかしこれは一般に代数の準同型にはならない.
ここては次を Duflo の定理とよぶことにする.

定理 4.1. $\mathfrak{g}$ を quadratic Lie 代数すると, $(S\mathfrak{g})_{\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}}$ と $(U\mathfrak{g})_{\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}}$ は代数として同型てある.

従来の証明 ([4]) には無限階微分作用素などの解析を用いるが, 以下の証明 ([2]) は代数的な議論
のみて行うことができる.

証明. 不変な内積により $\mathfrak{g}\underline{\simeq}\mathfrak{g}^{*}$ と同一視し, $E_{\mathfrak{g}}\cdot\underline{\simeq}E_{9}=\tilde{\mathfrak{g}}$ と考える.
Poincar\’e-Eirkhoff-Witt 対称化 $S(\tilde{\mathfrak{g}}\oplus \mathrm{F}c)arrow U(\tilde{\mathfrak{g}}\oplus \mathrm{F}\mathrm{c})$が誘導する嘉 $\mathrm{d}\mathrm{s}$ としての同型 $W\mathfrak{g}arrow \mathcal{W}\sim$ 9
に対して, 系 33 を適用すると, 代数の同型 $(S\mathfrak{g})_{\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}}\simarrow(U\mathfrak{g})_{\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}}$ をえる. 口
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