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1 。序文
1935年に Jordan-von Neumann[l] はノルム空間 $X$ が中線定理を満たすとき $X$ における

ノルムは内積から定義されること, すなわちそのようなノルム空間は内積空間になること
を示した. 具体的な例として, $(\Omega, \ , \mu)$ を測度空間としたとき, $L^{2}$ ( $=L^{2}$ ( $\Omega$ ,乱 $\mu$)) では中線
定理が成立するが, $p\neq 2$ のとき, $L^{p}(=L^{p}(\Omega, \mathfrak{F}, \mu))$ では中線定理は成立しないことは周知
のことである. そこで, Clarkson[2] は 1936年に中線定理の一般化として, $L^{p}(1<p<\infty)$

におけるノルム不等式, いわゆる Clazkson の不等式を証明し, それらの不等式を用いて
If $(1 <p<\infty)$ が–様凸である事, すなわち $0<\epsilon\leq 2$ なる任意の $\epsilon$ に対してある正数 $\delta$

で.

$||$ x $||=||$ y $||=1,$ $||$x-y$||>$ g $\Rightarrow||\frac{x+y}{2}||<1-(’$

を満たすものが存在する事を示し, Banach空間の幾何学的性質の研究が行われるきっか
けとなった. 次の 4つの不等式が Clarkson の不等式である.
(i) $1<p \leq 2,\frac{1}{p}+\frac{1}{p},$ $=1$ のとき, 任意の $f,$ $g\in L^{p}$ に対して,

$(||f+g||^{p’}+||f-g||^{p’})^{\neg^{1}}\mathrm{p}\leq 2^{\neg^{\mathrm{A}}}p(||f||^{p}+||g||^{p})^{\frac{1}{\mathrm{p}}}$ (1)

$(||f+g||^{p}+||f-g||^{p})\overline{p}\leq 2^{\overline{p}}(||f||^{p}\wedge\wedge+||g||^{p})^{=}\mathrm{p}$ (2)

(ii) $2 \leq p<\infty,\frac{1}{p}+\frac{1}{p},$ $=1$ のとき, 任意の $f,$ $g\in U$ に対して,

$(||f+g||^{p}+||f-g||^{p})^{\frac{1}{\mathrm{p}}}\leq 2^{\frac{1}{\mathrm{p}}}(||f||^{p’}+||g||^{p’})^{\neg}\mathrm{p}1$

$(||f+g||^{p}+||f-g||^{p})^{\frac{1}{\mathrm{p}}}\leq 2^{\nabla}\mathrm{p}(||f||^{p}+||g||^{p})^{\frac{1}{\mathrm{p}}}1$

上の (1), (2), (3), (4) の $f,$ $g$ をそれぞれ $f+g,$ $f$ -g に置き換える事により, 一見 (1), (2),
(3), (4) とは異なる 4つの不等式が得られるが, それらはそれぞれ (1), (2), (3), (4) と同値
になる. Clarksonが挙げたのはこの 8つの不等式である. また, 上の 4つの不等式の関係で
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あるが, 一般の Banach 空間における考察を行う事で, (1) と (3), (2) と (4) がそれぞれ同
値で (2) と (4) はそれぞれ (1) と (3) から導かれるということがわかる. (下の図を参照.)

$(1)\Leftrightarrow(3)$

$\Downarrow$ $\Downarrow$

$(2)\Leftrightarrow(4)$

すなわち, Clarkson の不等式は (1) と (3) の 2つが本質的であり, しかもその 2つが同値な
のである. 従って, (1) もしくは (3) が証明されれば Clarkson の不等式が証明されたことに
なる. ここでは (1) を証明していく (1) の証明は次の不等式の証明に帰着される.

$1<p\leq 2$ とする.任意の $z,$ $w\in \mathbb{C}$ に対して,

$(|z+w|^{p’}+|z-w|^{p’})p\leq\urcorner 2\nu(\urcorner|z|^{p}+|w|^{p})^{\frac{1}{\mathrm{p}}}11$ (5)

$z=0$ または $w=0$ のとき明らかに (5) は成り立つ. $z\neq 0$ かつ $w\neq 0$ のとき (5) は次の不
等式の証明に帰着される.

$1<p\leq 2$ とする. $0\leq t\leq 1$ に対して,

( $(1+t)^{p’}+$ (1-t)$p’$ ) $\neg^{1}\mathrm{p}\leq 2^{\frac{1}{\mathrm{p}}\gamma}(1+t^{p})^{\frac{1}{p}}$ (6)

これから Clarkson の不等式の証明を 5 通り紹介する.

$\bullet$ Clarkson のオリジナルの証明 [2]

\rightarrow 二項展開を用いて (6) を証明している.

・栗山-宮城-岡田-三好の証明 [6]

\rightarrow 初等的な手法のみで (6) を証明している.

$\circ$ Maligranda-Persson の証明 (その $1$ ) $[7]$

$arrow\alpha>0,$ $\omega$1, $\omega_{2}>0$ としたとき,

$f( \text{。})=(\frac{\omega_{1}b_{1}^{\alpha}+\omega_{2}b_{2}^{\alpha}}{\omega_{1}+\omega_{2}})^{\frac{1}{\alpha}}$

という関数の単調増加性を用いて (6) を証明している.

$\circ$ Maligranda-Persson の証明 (その 2)[7]

$arrow \mathrm{M}$ .Riesz の convexity thorem[9] を用いて (5) を証明している.

・補間定理を使った証明 [9]

$arrow \mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{z}$-Thorin の定理を用いて (5) を証明している.
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2 $\circ \mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{k}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{n}$のオリジナルの証明
補題 2.1 $0<s<1$ として $\mathbb{R}^{+}$ 上の関数 $f$ を

$f(x)= \frac{1-s^{x}}{x}$

で定義すると, Dは単調減少関数である.

証明 $f$ (x) を微分すると,
$f’(x)= \frac{s^{x}-xs^{x}1\mathrm{o}^{\mathrm{g}}s-1}{x^{2}}$

.

$g(x)=s^{x}-xs^{x}\log s$ -l とおいて, $g$ (x) を微分すると,

$g’(x)=-xsx($log $s)^{2}<0$

であるから, $g$ は単調減少関数である. 又, $g(x)<g(0)=0$ なので $f’(x)<0$ である. 従っ

て, Dは単調減少関数である.
$\blacksquare$

補題 2.2 $\alpha>0,$ $-1\leq x\leq 1$ とする. このとき

$\sum_{n=0}^{\infty}(\begin{array}{l}\alpha n\end{array})x^{n}=|(1+x)^{\alpha}$ (一様収束)

である. ただし

$(\begin{array}{l}\alpha n\end{array})=\{$

1($n=0$ のとき)
$\alpha\alpha-1)\cdots\alpha-n+1n!$ ( $n\neq 0$ のとき)

とする.

証明 $a_{n}=|(\begin{array}{l}\alpha n\end{array})|$ とする. $n\geq[\alpha]+1$ (ただし $[\alpha]$ は $\alpha$ を超えない最大の自然数) となる任意
の自然数 $n$ に対して,

$(n+1)a_{n+1}= \frac{(n+1)|\alpha(\alpha-1)\cdots(\alpha-n|}{(n+1)!}$

$= \frac{|\alpha(\alpha-1)\cdots(\alpha-n+1)||\alpha-n|}{n!}$

$=|(\begin{array}{l}\alpha n\end{array})|(n-\alpha)$

$=na_{n}-\alpha a_{n}$

となる. 従って, $n\geq[\alpha]+1$ のとき

$na_{n}-(n+1)a_{n+1}=\alpha an>0$ (7)
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である. このとき, $na_{n}\geq 0$ なので $\{na_{n}\}_{n=[\alpha]+1}^{\infty}$. は下に有界な単調減少列である. 従って, あ
る正数 $\gamma$ が存在して $na_{n}arrow\gamma$ $(narrow\infty)$ となる. 故に

$\sum_{n=[\alpha]+1}^{\infty}(na_{n}-(n+1)a_{n+1})=\lim_{karrow\infty}\sum_{n=[\alpha]+1}^{k}.(na_{n}-(n+1)a_{n+1})$

$= \lim$ (( $[\alpha]+\mathfrak{y}$a[。]+l–(k+l)ak+l)
k\rightarrow O科

$=([\alpha]+1)a[\alpha]+1-\gamma$

となる. 又, (7) より $n\geq[\alpha]+1$ のとき

$a_{n}= \frac{1}{\alpha}(na_{n}-(n+1)a_{n+1})$

なので,

$\sum_{n=0}^{\infty}a_{n}=\sum_{n=0}^{[\alpha]}a_{n}+\sum_{n=[\alpha]+1}^{\infty}a_{n}$

$= \sum_{n=0}^{[\alpha]}a_{n}+\frac{1}{\alpha}\sum_{r\iota=[\alpha]\dagger 1}^{\infty}(na_{n}-(n+1)a_{n+1})$

$= \sum_{-,n-- 0}^{[\alpha]}a_{n}+\frac{([\alpha]+1)a_{1^{\alpha}]+1}-\gamma}{\alpha}$

となる. 従って $\Sigma|(\begin{array}{l}\alpha n\end{array})|$ は収束する. よって $-1\leq x\leq 1$ のとき,

$\sum_{n=0}^{\infty}|$ $x^{n}| \leq\sum_{n=0}^{\infty}|$ $|<\infty$

となり, 絶対収束するので $\sum(\begin{array}{l}\alpha n\end{array})$ xn は収束する. 又,

$|$ $x^{n}|\leq|$

なので, この収束は.–様収束である. ここで, $-1\leq x\leq 1$ に対して

$f_{\alpha}(x)= \sum_{n=0}^{\infty}(\begin{array}{l}\alpha n\end{array})x^{n}$

とすると, 右辺は一様収束するので $f_{\alpha}$ は一 $1\leq x\leq 1$ で連続で $-1<x<1$ で微分可能で,

$f_{\acute{\alpha}}(x)= \sum_{n\cdot=1}^{\infty}n(\begin{array}{l}\alpha n\end{array})x^{n-1}$

$= \sum_{n=0}^{\infty}(n+1)(\begin{array}{ll} \alpha n +1\end{array})x^{n}$
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となる. このとき, 任意の自然数 $n$ に対して

$(n+1) (\begin{array}{ll} \alpha n +1\end{array})=(n+1).\frac{\alpha(\alpha-1)\cdots(\alpha-\prime n)}{(n+1)!}$

$= \alpha\frac{(\alpha-1)\cdots(\alpha-n)}{n!}$

$=\alpha(\begin{array}{ll}\alpha -1 n\end{array})$

なので, $f_{\acute{\alpha}}(x)=\alpha f_{\alpha-1}$ (x) である. 又, $n\geq 2$ のとき

$(\begin{array}{ll}\alpha -1 n\end{array})+(\begin{array}{ll}\alpha -1n -1\end{array})= \frac{(\alpha-1)(\alpha-2)\cdots(\alpha-n)}{n!}+\frac{(\alpha-1)(\alpha-\underline{9})\cdots(\alpha-n+1)}{(n-1)!}$

$= \frac{(\alpha-1)(\alpha-2)\cdots(\alpha-n)+n(\alpha-1)(\alpha-2)\cdots(\alpha-n+1)}{n!}$

$= \frac{(\alpha-1)(\alpha-2)\cdots(\alpha-n+1)(\alpha-n+n)}{n!}$

$= \frac{\alpha(\alpha-1)(\alpha-2)\cdots(\alpha-n+1)}{n!}$ .

従って,

$(\begin{array}{ll}\alpha -1 n\end{array})+(\begin{array}{ll}\alpha -1n -1\end{array})=(\begin{array}{l}\alpha n\end{array})$

となる. これは $n=1$ のときも成立する. 以上のことより,

$(1+x)f_{\alpha-1}(x)=(1+x) \sum_{n=0}^{\infty}(\begin{array}{ll}\alpha -1 n\end{array})x^{n}$

$= \sum_{n=0}^{\infty}(\begin{array}{ll}\alpha -1 n\end{array})x^{n}+ \sum_{n=0}^{\infty}$ (“ $n-$

$1$ ) $x^{n+1}$

$=1+ \sum_{n=1}^{\infty}(\begin{array}{ll}\alpha -1 n\end{array})x^{n}+ \sum_{n=1}^{\infty}(\begin{array}{l}-1\alpha n-1\end{array})x^{n}$

$=1+ \sum_{n=1}^{\infty}$ ( $+$ ) $x^{n}$

$=1+ \sum_{n=1}^{\infty}(\begin{array}{l}\alpha n\end{array})x^{n}$

$=f_{\alpha}(x)$

となる. 又,

$(1+x)f_{\acute{\alpha}}(x)-\alpha f_{\alpha}(x)=(1+x)\alpha f_{\alpha-1}(x)-\alpha f_{\alpha}(x)$

$=\alpha$f$\alpha(x)-\alpha f_{\alpha}(x)$

$=0$
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より $-1<x<1$ のとき,

$\frac{d}{dx}(\frac{f((x)}{(1+x)^{\alpha}})=\frac{(1+x)^{\alpha}f_{\acute{\alpha}}(x)-\alpha(1+x)^{\alpha-1}f_{\alpha}(x)}{(1+x)2\alpha}$

$=(1+x)^{-\alpha}f_{\acute{\alpha}}(x)-\alpha(1+x)^{-\alpha-1}f_{\alpha}(x)$

$=(1+x)^{-\alpha-1}((1+x)f_{\acute{\alpha}}(x)-\alpha f_{\alpha}(x))$

$=0$

であるから $\frac{f^{\alpha}}{(1+}\llcorner x[perp]_{\alpha}x$

)
は定数関数となる. これに $x=0$ を代入すると

$\frac{f_{\alpha}(0)}{(1+0)\alpha}=1$

従って,

$f_{\alpha}(x)= \sum_{n=0}^{\infty}(\begin{array}{l}\alpha n\end{array})x^{n}=(1+x)^{\alpha}$

が成り立つ. $f_{\alpha}$ の連続性より $x=\pm 1$ のときもこれが成り立つ.

$\blacksquare$

さて, ここから実際に (6) の証明に入る. ます最初に, (5) が (6) に帰着されることを見てい
ぐ (5) において $z\neq 0$ かつ $w\neq 0$ のとき, $|$] $\geq|w|>0$ と仮定してよい. 両辺を $|z|$ で割

り, $\frac{w}{z}=re^{i\theta}(0<r\leq 1,0\leq\theta<2\pi)$ と極分 flけると, (5) は

$(|1+re^{i\theta}|^{p’}+|1-re^{i\theta}|^{p’})^{\urcorner}\mathrm{p}1\leq 2^{\mathrm{p}}\urcorner(11+r^{p})^{\frac{1}{\mathrm{p}}}$

と書き換えられる. ここで,

$f(\theta)=|1+re^{i\theta}|^{p’}$ 十 $|1-re^{i\theta}|^{p’}$

とすると,

$f(\theta)=(|1+re^{i\theta}|^{2})\mathrm{T}+(|1-re^{i\theta}\mathrm{D}^{2})2$

$=(1+r^{2}+2r\cos\theta)^{\acute{\mathrm{L}}}2+(1+r^{2}-2r\cos\theta)^{\acute{\mathrm{L}}}2$

なので, $f(\theta)=f(\pi-\theta)=f(2\pi-\theta)$ . よって, $f$ (のの大 $/$」$\backslash 1\mathrm{J}$

$0 \leq\theta\leq\frac{\pi}{2}$ で考えればよい. こ
のとき $f$ (\mbox{\boldmath $\theta$}) を微分すると,

$f’( \theta)=\frac{p’}{2}(1 + r2+ 2r\mathrm{c}\circ \mathrm{s}\theta)^{\acute{\mathrm{L}}-1}2(-2r\sin\theta)+\frac{p’}{2}(1+ r2-2r\mathrm{c}\circ \mathrm{s}\theta)^{\acute{L}-1}2(2r\sin\theta)$

$=-p’ r\sin\theta$ ( $(1+r2+2r\cos\theta)^{\acute{\mathrm{L}}-}21-(1$
$+$ r2-2r $\cos\theta)^{\acute{\mathrm{L}}-1}2$ )

よって $0 \leq\theta\leq\frac{\pi}{2},\acute{L}-21\geq 0$ より $f’(\theta)\leq 0$ である. 従って $0\leq\theta\leq 2\pi$ のとき

$f(\theta)\leq f(0)=|1+r|^{p’}+|$1-r$|^{p’}=(1+r)^{p’}+(1-r)^{p’}$
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従って, $0\leq r\leq 1$ に対して,

$(1+r)^{p’}+(1-r)^{p’}\leq 2(1+r^{p})^{\frac{1}{p-1}}$ $(6’)$

を示せばよいことになる. $(6’)$ は (6) を $\frac{1}{p}$, 乗した形だが, これで (5) が (6) に帰着されるこ
とがわかった.

$p=2$ のとき,及び $r=0$ または 1 のとき $(6’)$ は明らか. $1<p<2$ かつ $0<r<1$ のとき
$s= \frac{1-r}{1+r}$ とすると, $0<s<1$ で $r= \frac{1-s}{1+s}$ である. これを $(6’)$ に代入すると,

$\frac{1}{2}((1+s)^{\mathrm{p}}+(1-s)^{p})-$ ( $1+$♂’)p-l $\geq 0$ (8)

となる. これを示してい $\text{く}$ . 補題 2.2 より,

((8) の左辺) $= \frac{1}{2}\sum_{n=0}^{\infty}(\begin{array}{l}pn\end{array})s^{n}+\frac{1}{2}\sum_{n=0}^{\infty}(\begin{array}{l}pn\end{array})(-s)^{n}-\sum_{n=0}^{\infty}(\begin{array}{ll}p -1 n\end{array})s^{p’n}$

$= \sum_{n=[perp]}^{\infty}$

.

$(\begin{array}{l}p2n\end{array})s^{2n}-\sum_{n=1}^{\infty}(\begin{array}{ll}p -1 n\end{array})s^{p’}n$

$= \sum_{n=1}^{\infty}($
$s^{2n}-$ $s^{p’(2n-1)}-$ $s^{2^{p’}n})$

任意の自然数 $n$ に対して

$g_{n}(s)=(\begin{array}{l}p2n\end{array})s^{2n}-(\begin{array}{ll}p -12n -1\end{array})s^{p’(2n-1)}-(\begin{array}{l}p-12n\end{array})s^{2^{p’}n}$

としたとき, $g_{n}(s)\geq 0$ が示されればよい.

$g_{n}(s)= \frac{p(p-1)(2-p)(3-p)\cdots(2n-1-p)}{(2n)!}s^{2n}$

$- \frac{(p-1)(2-p)(3-p)\cdots(2n-1-p)}{(2n-1)!}s^{p’(2n-1)}$

$+ \frac{(p-1)(2-p)(3-p)\cdots(2n-p)}{(2n)!}s^{2^{p’}n}$

$= \frac{(2-p)\cdots(2n-p)}{(2n-1)!}s^{2n}(\frac{p(p-1)}{2n(2n-p)}-\frac{p-1}{2n-p}s^{p’(2n-1)-2n}+\frac{p-1}{2n}s^{2^{p’}n-2n)}$

となる. $1<p<2,0<s<1$ $>0$ であるから,

$h_{n}(s)= \frac{p(p-1)}{2n(2n-p)}-\frac{p-1}{2n-p}s$
p’(2n-1)-2n $+ \frac{p-1}{2n}s^{2^{p’}}$

n-2n



$s\mathrm{s}$

としたとき: $h_{7\iota}(s)\geq 0$ が示されればよ $\mathrm{A}\mathrm{a}$ことになる.

$h_{n}(s)= \frac{p-1}{2n-p}-\frac{p-1}{2n}-\frac{p-1}{2n-p}s^{\frac{\sim n9-p}{\mathrm{p}--1}}+\frac{p-1}{2n}s^{\frac{2\mathfrak{n}}{\mathrm{p}-1}}$

$= \frac{1-s^{\frac{\underline{9}_{7l}-}{\mathrm{p}-}R}1}{\frac{2n}{p-}--1\mathrm{g}}$

.

$- \frac{1-s^{\frac{\mathrm{o}_{\sim n}}{\mathrm{p}-1}}}{\frac{2n}{p-1}}$

.

となる. ここで, $\alpha=\frac{2n}{p}-A-1$ , $\beta=\frac{2n}{p-1}$ とおけば,

$f \iota_{n}(s)=\frac{1-s^{\alpha}}{\alpha}-\frac{1-s^{\beta}}{\beta}$

と書ける. $1<p<2$ なので $\alpha=\frac{2n-p}{p-1}.<\beta=\frac{2n}{p-1}$ で 補題 2.1 より

$\frac{1-s^{\alpha}}{\alpha}\geq\frac{1-s^{\beta}}{\beta}$

となるので $h_{7l}(s)\geq 0$が示された.

従って,
$(1+r)^{p}’+(1-r)^{p}’\leq 2(1+r^{p})^{\frac{1}{\mathcal{P}^{-1}}}$ $(6’)$

が示された.

$\mathrm{r}$

3 。栗山-宮城-岡田-三好の証明
補題 3.1 $0<\alpha,$ $\beta$ <1 として $0<t<1$ に対して

$g_{1}(t)=1-t2\alpha-\alpha\beta$t$\alpha-1+\alpha\beta$t$\alpha+1$

とする. このとき, $g_{1}(t_{1})=0$ で $0<t<t_{1}$ ならば $g_{1}(t)<0,$ $t_{1}<t<1$ ならば $g_{1}(t)>0$ と

なる $t_{1}$ が存在する.

証明 $g_{1}$ (t) を微分すると,

$g_{\acute{1}}(t)=\alpha$t$\alpha-^{\mathrm{J}}2(\beta(\alpha+1)t^{2}-2t\alpha+1-\beta(\alpha-1))$

こニで

$h(t)=\beta(\alpha+1)t^{2}-2t^{\alpha+1}-\beta(\alpha-1)$

とおき, $h$ (t) を微分すると,

$h’(t)=2(\dot{\alpha}+1)t^{\alpha}(\beta t^{1-\alpha}-1)$

なので $h$ (t) の増減表は
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$t$ 0 ... 1
$h’()$ 0
$h()$

$-\beta(\alpha- 1)[searrow]-$
$-2(\beta+1)$

となり, $h$ (t) は単調減少関数である. 又, $0<\alpha,$ $\beta$ <1 より
$i$

$h$ (0) ニー\beta (\mbox{\boldmath $\alpha$}-1) $>0,$ $h(1)=-2(\beta+1)<0$

なので $h(t)$

となり: $h(t_{0})=0$ なる $t_{0}$ が存在する. 明らかに $g_{\acute{1}}(t_{0})=0$ であり $g_{1}$ (t) は $t_{0}$ で極 (直を持つ.

$0<t<t_{0}$ ならば $h(t)>0$ より, $g_{\acute{1}}(t)>0$ なので $g_{1}$ (t) は増カ Iする. 同様に $t_{0}\cdot<t<1$ なら

ぱ $g_{1}$ (t) は減少する. 又, $g_{1}(t)arrow-\infty$ $(tarrow+0)$ : $g_{2}(t)arrow 0$ $(tarrow 1-0)$ より, .$q_{1}$ (t) のグ
ラフは

$t$

となるので, 補題 3.1 をみたすような $t_{1}$ が存在することがわかる.

$\blacksquare$

補題 3.2 $0<\alpha,$ $\beta$ <1 として $0<t<1$ に対して

$g_{2}(t)=\log(1+t)+\beta\log(1-t^{\alpha})-\log(1-t)-\beta 1\mathrm{o}\mathrm{g}(1+t^{\alpha})$

とする. このとき,
(i) $g2(t)arrow 0$ $(tarrow+0).,$ $g2(t)arrow\infty$ $(tarrow 1-0)$ となる.

(ii) $g_{2}$ (t) が $0<t<t_{2}$ で狭義単調減少, $t_{2}<t<1$ で狭義単調増加となるような $t_{2}$ が存在
する.
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証明 (i) について

$\lim_{tarrow+0^{g_{2}}}(t)=1\circ \mathrm{g}1+\beta \mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}1-\mathrm{l}\mathrm{o}}\mathrm{g}1-\beta \mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}1=0}$

$\text{又}$ ,

$g_{2}(t)=\mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}(1+t)-}$ log $(1+t^{\alpha})^{\beta}+\mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}}(1-t^{\alpha})^{\beta}-\mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}(1-t)}$

$=1 \mathrm{o}\mathrm{g}\frac{1+t}{(1+t^{\alpha})^{\beta}}+\mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}\frac{(1-t^{\alpha})^{\beta}}{1-t}}$

と変形して,
$f(t)= \frac{(1-t^{\alpha})^{\beta}}{1-t}$

とおくと, L’Hospital の定理より,

$\lim_{tarrow 1-0}f(t)=\lim_{tarrow 1-0}\frac{(1-t^{\alpha})^{\beta}}{1-t}=\lim_{tarrow 1-0}\frac{\beta(1-t^{\alpha})^{\beta-1}(-\alpha t^{\alpha-1})}{-1}$

$= \alpha\beta\lim_{tarrow 1-}0$
$\frac{1}{t^{1-\alpha}(1-t^{\alpha})1-\beta}=\infty$

従って,
$\lim_{tarrow 1-0^{g_{2}(t)=\infty}}$

である.

(ii) については $g_{2}(t)$ を微分すると,

$g_{2}’(t)= \frac{2(1-t^{2\alpha}-\alpha\beta t^{\alpha-1}+\alpha\beta t^{\alpha+1})}{(1+t)(1-t)(1-t^{\alpha})(1+t^{\alpha})}=\frac{2^{g_{1}}(t)}{(1+t)(1-t)(1-t^{\alpha})(1+t^{\alpha})}$

となる. (分母)>0 なので補題 3.1 より, $g_{\acute{2}}(t_{2})=0$ で, $0<t<t_{2}$ ならば $g_{\acute{2}}(t)<0$ ,
$t_{2}<t<1$ ならば $g_{\acute{2}}(t)>0$ をみたすような $t_{2}$ が存在する. よって $g_{2}$ (t) の増減表は,

となり $g_{2}(t)$

$t$
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$\blacksquare$

補題 $3\cdot 31<p<2$ とする. $0<t<1$ に対して

$g3(t)=(1+t)^{\mathrm{p}’-1}$ ( $1-$ tp-1)-(1-t)$p’-1(1+t^{p-1})$

とする. このとき, $g_{3}(t_{3})=0$ で $0<t<t_{3}$ ならば $g_{3}(t))<0,$ $t_{3}<t<1$ ならば $g_{3}(t)>0$ と
なるような $t_{3}$ が存在する.

証明
$g4(t)=\log(1+t)^{p’-1}(1-t^{p-1})-\log(1-t)^{p’-1}(1+t^{p-1})$

とお $\langle \mathrm{t}$

今, $\alpha=$ アー 1, $\beta=,\frac{1}{p-1}$ とおくと, $1<p<2$ より $0<\alpha,$ $\beta$ <1 で,

$g_{4(t)=\frac{1}{\beta}((\mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}(1+t)+\beta \mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}(1-t^{\alpha})-}}}$ log$(1-t)- \beta\log(1+t^{\alpha}))=\frac{1}{\beta}g_{2}(t)$

1

補題 3.4 $1<p\leq 2$ として, $0\leq t\leq 1$ に対して

$f(t)= \frac{((1+t)^{p’}+(1-t)^{p’})\mathrm{p}\urcorner 1}{(1+t^{p})^{\frac{1}{\mathrm{p}}}}$

と定めると,
$f(t)\leq 2^{\mathrm{p}}\urcorner 1$

が成り立つ.
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証明 $p=2$ のときは明らか. $1<p<\underline{9}$ として $f$ (t) を微分すると,

$f’(t)=((1-t)^{p’}+(1 +t)p’)$ 7-1 $(1+t^{p})^{-1-\neg^{1}}p((1+t)^{p’-1}(1-t^{p-1})-(1-t).p’-1(1+tp-1))$

$=((1-t)^{p’}+(1 +t)p’)$ $\frac{1}{p},-1(1+t^{p})^{-1_{\mathrm{p}}^{-\neg^{1}}}g_{3}(t)$

$((1-t)^{p}’+(1+t)^{p^{l}})_{\tilde{t^{\mathrm{J}}}}^{1}1(1+t^{p})^{-1_{1)}^{--7}}1>0$ なの\mbox{\boldmath $\tau$}‘‘補題 3.3 上 $\text{り},$ $f’(t_{3})=0$ で $0<t<t_{3}$ な

らば $f’(t)<0,$ $t_{3}<t<1$ ならば $f’(t)>0$ となるような $t_{3}$ が存在する. よって $f$ (t) の増減
表は

となり.
$f(t)\leq 2^{\frac{1}{p}r}$

が成り立つ. 即ち,
$((1+t)^{p}’+(1-t)^{p’})^{\neg^{1}}\mathrm{p}\leq 2^{\frac{1}{\mathrm{p}}}’(1+t^{p})^{\frac{1}{p}}$ (6)

が示された.

$\blacksquare$

4 。 Maligranda-Perssonの $\frac{-}{\frac{-}{\mathrm{Q}}}$正明 (その 1)
補題 4.1 $\alpha>0,$ $\omega$i, $b_{i}(i=1,2)>0$ とする. このとき,

$f( \alpha)=(\frac{\omega_{1}b_{1}^{\alpha}+\omega_{2}b_{2}^{\alpha}}{\omega_{1}+\omega_{2}}$)
$\frac{1}{\alpha}$

とすると, $f$ (\mbox{\boldmath $\alpha$}) は単調増加関数である. $\cross$. $\cdot$一般に, $-\infty<\alpha<\infty,$ $\omega$i, $b_{i}(i=1, \cdots, n)>0$

に対して, 補題 4.1 は成り立つ.

証明 $\alpha<\beta$ とする. $\omega_{1}+\omega_{2}=1$ と仮定してよい.

$r= \frac{\beta}{\alpha}$ $r’=( \frac{\beta}{\alpha})’=\frac{\beta}{\beta-\alpha}$

とおくと,
$\frac{1}{r}+\frac{1}{r’}=\frac{\alpha}{\beta}+\frac{\beta-\alpha}{\beta}=1,1<\frac{\beta}{\alpha}=r$
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なので, H\"older の不等式を用いて,

$f(\alpha)=$ ( $\omega_{1}b_{1}^{\alpha}$ +\mbox{\boldmath $\omega$}2b?戸
$=( \omega_{1}^{\mathrm{r}^{1}}.\omega_{1}-.\frac{1}{r}b_{1}^{\epsilon \mathrm{v}}\neg+\omega_{\underline{9}}^{r^{1}}\omega^{\frac{1}{2^{r}}}b_{2}^{\alpha}\neg)^{\frac{1}{\alpha}}$

$\leq(((\omega^{\frac{1}{1^{r}};^{1}}’)^{r}+(\omega_{2^{7}}^{\overline{r}})^{r’})^{r^{1}}\urcorner((\omega^{\frac{1}{1^{f}}}b_{1}^{\alpha})^{r}+(\omega^{\frac{1}{2^{f}}}b_{2}^{\alpha})^{r)^{\frac{1}{r}})^{\frac{1}{a}}}$

$=(\omega_{1}+\omega_{2})$ 占 $(\omega_{1}b_{1}^{\beta}+\omega_{2}b_{2}^{\beta})^{\frac{1}{\beta}}$

$=(\omega_{1}b_{1}^{\beta}+\omega_{2}b_{2}^{\beta^{1}})\not\supset=f(\beta)$

$\blacksquare$

注) $(6’)$ は $p\geq 2$ のとき,

$(1+r)^{p}+(1-r)^{p}\leq 2(1+r^{p’})^{p-1}$ $(0\leq r\leq 1)$ $(6”)$

と同値である.

ここでは $p\geq 2$ として $(6^{\prime/})$ を示していく 1

$p=2$ のとき $j$

及び $r=0$ または $r=1$ のとき $(6”)$ は明らか. $p>2$ かつ $0<r<1$ のと
き $u= \frac{1}{r}$ とおいて変形し,左辺を $f$ (u) とおくと,

$f(u)=((1+u)^{p}+(u-1)^{p})^{p’-1}2^{1-p’}-1-u^{p’}\leq 0(u>1)$

となる. これを示していく $f(1)=0$ であるから, $f’(u)\leq 0$ を示せばよい. $f$ (u) を微分す

ると,

$f’(u)=p’(( \frac{(\omega_{1}a^{p-2}+\omega_{2}b^{\mathrm{p}-2})^{\frac{1}{\mathrm{p}-\underline{9}}}}{(\omega_{1}a^{p-1}+\omega_{2}b^{p-1})^{\frac{1}{p-1}}})^{p-2}-u^{p’-1})$

$\gamma_{\overline{\mathrm{c}}}\gamma^{\underline{\tau}}.\backslash \text{し}$,
$\omega_{1}=a=\frac{u+1}{2},$ $\omega_{2}=b=\frac{u-1}{2}$

とする. 今, $p>2$ より $p-2<p-1$ なので補題 3.1 より,

$f’(u)=p’(( \frac{(\frac{\omega a^{\mathrm{p}-\underline{9}}+\omega b^{\mathrm{p}-2}}{\omega_{1}+\omega})^{\frac{1}{\mathrm{p}-2}}}{(\frac{\omega a^{\mathrm{p}-1}+(vb^{p-1}}{\omega_{1}+\omega_{2}})^{\frac{1}{p-1}}}\underline’)^{p-2}\frac{\omega_{1}+\omega_{2}}{(\omega_{1}+\omega_{2})^{\frac{p-2}{p-1}}}-\mathrm{c}\iota^{p’-1})$

$\leq p’((\omega_{1}+\omega_{2})^{1-2_{\frac{-2}{-1}}}p-u^{p’-1})$

$=p’(u^{\frac{1}{\mathrm{p}-1}}-u^{\frac{1}{\mathrm{p}-1}})=0$

従って,
$(1+r)^{p}+(1-r)^{p}\leq 2(1+r^{p’})^{p-1}$ $(0\leq r\leq 1)$ $(6”)$

が示された.
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$\blacksquare$

$5\circ$ Maligranda-Perssonの証明 (その 2)
定理 5.1 (M.Riesz の $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{t}\dot{\mathrm{y}}$ th0rem)[9] ※この定理は $n$ 次元でも成り立つが, 今は 2
次元で考える.

$(x_{1}, x_{2})\in \mathbb{C}^{2},$ $A=(\begin{array}{ll}a_{11} a_{12}a_{21} a_{22}\end{array})$ に対して,

$(\begin{array}{l}X_{1}X_{2}\end{array})=(\begin{array}{ll}a_{11} a_{12}a_{21} a_{22}\end{array})(\begin{array}{l}x_{1}x_{2}\end{array})$

とおく このとき,

$N_{\alpha\beta}=\mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}}$ $\max$
$\frac{(|X_{1}|^{\frac{1}{\alpha}}+|X_{2}|^{\frac{1}{\alpha}})^{\alpha}}{11}$

$(x_{1},x_{2})\neq(0,0)(|x_{1}|\overline{\beta}+|x_{2}|$り $\beta$

とおくと, $N_{\alpha\beta}$ は $\Delta$ : $0\leq\alpha\leq\beta\leq 1$ 上で convex function になる.

証明 $\triangle$ 上の任意の 2点 $P_{1}$ $($ \mbox{\boldmath $\alpha$}1, $\beta_{1}),$ $P_{2}($ \mbox{\boldmath $\alpha$}2, $\beta_{2})$ に対して, $P_{1},$ $P_{2}$ を結んだ線分を $\ell$ とする.P $=$

$t_{1}P_{1}+t_{2}P$2, $t_{1}>0,$ $t_{2}>0,$ $t_{1}+t_{2}=1$ をみたす $l$ 上の任意の点を $P($ \mbox{\boldmath $\alpha$}, $\beta)$ とする. この

とき,
$N_{\alpha\beta}\leq t_{1}N_{\alpha_{1\beta_{1}}}t_{2}N_{\alpha_{2}\beta_{2}}$

を示すただし, 召ま $\beta$軸と平行でないとする.

$\beta\geq 0$ , 任意の $x_{1},$ $x_{2}$ に対して,

$(|x_{1}|^{\frac{1}{\beta}}+|x_{2}|^{\frac{1}{\beta}})^{\beta}$

は連続関数である. ($\beta=0$ のときは $\max\{|x_{1}|,$ $|$ x2|} になる.) これより,

$f( \alpha,\beta, x_{1}, x_{2})=\frac{(|X_{1}|^{\frac{1}{a}}+|X_{2}|^{\frac{1}{\alpha}})\alpha}{(|x_{1}|^{\frac{1}{\beta}}+|x_{2}|^{\frac{1}{\beta}})^{\beta}}$

とおくと $f$ は $\alpha\geq 0,$ $\beta\geq 0,$ $|x_{1}|^{2}+|x_{2}|^{2}\neq 0$ で連続である. ここで $S:|x_{1}|^{2}+|x_{2}|^{2}=1$ 上

での $f$ の最大値を $M_{\alpha\beta}$ とおく $\tau$

$() \neq(0,0)\max_{x_{1},x2}f(\alpha, \beta,x_{1}, x_{2})=$ $\max$ $f(\alpha,\beta, x_{1}, x_{2})=M_{\alpha\beta}$

$|$ X$1|2+|$X$2|2=1$

は $S$ 上で一様連続なので M一は $\alpha,$
$\beta$ の連続関数である. $a= \frac{1}{\alpha},$ $b= \frac{1}{\beta}$ とおき, $f$ は

$(x_{1} , x_{2})$ で最大値をとるとする. 即ち,

ヤ\mbox{\boldmath $\alpha$}\beta $= \frac{(|X_{1}|^{\frac{1}{\alpha}}+|X_{2}|^{\frac{1}{\alpha}})^{\alpha}}{(|x_{1}|\partial+|x_{2}|^{\frac{1}{\beta}})^{\beta}1}$
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で, さらに任意の $y_{1},$ $y_{2},$ $Y_{1}\dot,$ $Y_{2}$ を

$\frac{(|X_{1}+\epsilon Y_{1}|^{a}+|X_{2}+\epsilon Y_{2}|^{a})^{\alpha}}{(|x\mathrm{J}+\epsilon^{y_{1}1b}+|x_{2}+\epsilon^{y_{2}1b)^{\beta}}}:=F(\epsilon)$

とすると,
$F(0)=M_{\alpha\beta}$

なので, $F$ は $\epsilon=0$ で極大値をとる. 即ち,

$F’(0)=0$

が成り立つ. ここで $x=x’+ix”,$ $y=y’+iy”$ とし, $b>1$ とすると,

$|x+\epsilon$y $|’=$ ( $(x’+\epsilon$y$’$ ) $2+(x”$ $+\epsilon$y”)2) $\frac{b}{2}$

となる. これを $\epsilon$ について微分すると,

( $|x+\epsilon^{y|^{b})’=b((x’+\mathcal{E}^{y’)^{2}+(x’’+\epsilon^{y’’)^{2})}}}$ ヲー 1 $((x’+\epsilon^{y’})y’+(x’’+\epsilon^{y’’)y’’)}$

$\epsilon=0$ のとき,

$(|x+\epsilon y|^{b})’|_{\epsilon=0}=b(x^{\prime 2}+x^{\prime\prime 2})$ 架 1 $(x”y+x”y”)=b|x|^{b-2}(x’’y+x’’?J’’)$

ここで,

${\rm Re}(b|x|^{b-1} \overline{(\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}’ \mathrm{n}x)}y)={\rm Re}(b|x|^{b-1}\frac{\overline{x}}{|x|}y)$

$={\rm Re}(b|x|^{b-2}(x’-ix’’)(y’+iy\prime\prime))$

$=b|$x $|^{b-2}(x’y’+x" y\prime\prime)$

なので,
$(|x+\epsilon y|^{b})’|_{\epsilon=0}={\rm Re}(b|x|^{b-1}\overline{(\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}x})y)$

が成り立つ.

$(F’(\epsilon)$ の’J+子)
$=((|X_{1}+\epsilon Y_{1}|^{a}+|X_{\underline{9}}+\epsilon Y_{2}|^{a})^{\alpha})’(|x_{1}+\in y_{1}|^{b}+|x_{2}+\epsilon y_{2}|^{b})^{\beta}$

$-(|X_{1}+\epsilon Y_{1}|^{a}+|X_{2}+\epsilon Y_{2}|^{a})^{\alpha}((|x_{1}+\epsilon y_{1}|^{b}+|x_{2}+\epsilon^{y_{2}1^{b})^{\beta})’}$

$=(|X_{1}+\epsilon Y_{1}|^{a}+|X_{2}+\epsilon Y_{2}|^{a})^{\alpha-1}(|_{X_{1}+\epsilon^{y_{1}}}|^{b}+|x_{2}+\epsilon^{y_{2}1)^{\beta-1}}’$

$\cross\{\alpha(|X_{1}+\epsilon Y_{1}|^{a}+|X_{2}+\epsilon Y_{2}|^{a})’(|x_{1}+\mathcal{E}y1|^{b}+|x_{2}+\epsilon y2|^{b})$

$-\beta(|X_{1}+\epsilon Y_{1}|^{a}+|X_{2}+\epsilon Y_{2}|^{a})(|_{X_{1}+\epsilon^{y_{1}}}|^{b}+|x_{2}+\epsilon^{y_{2}}|^{b})’\}$

こニで,

$G(\epsilon)=\alpha$ ( $|$ X$1+\epsilon$Y $|^{a}+|$X$2+\mathcal{E}$} $2|^{a}$)’( $|x1+\epsilon$y1 $|^{b}+|X2+\epsilon$y2 $|^{b}$ )
$-\beta(|X_{1}+\epsilon Y_{1}|^{a}+|X_{2}+\epsilon Y_{2}|^{a})(|x_{1}+\epsilon^{y_{1}|^{b}+|x_{2}+\mathcal{E}y_{2}|^{b})’}$
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とおくと,
$F’(0)=0,$ $(|x+\epsilon y|^{b})’|_{\epsilon=0}={\rm Re}(b|x|"\overline{(\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}_{11}.x)}y)$

$\kappa \mathrm{r}\text{り}\prime$.

$G(0)={\rm Re}(|X_{1}|^{a-1}\overline{(\mathrm{s}’\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}X_{1})}Y_{1}+|X_{2}|^{a-[perp]}\overline{(\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}X_{2})}Y_{2})(|x_{1}|^{b}+|x_{2}|^{b})$

-Re( $|x_{1}|^{b-1}\overline{(\mathrm{s}^{\backslash }\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}x_{1})}y_{1}+|$ x$2|$
”

$\overline{(\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}x_{2})}y_{2}$ ) $(|X_{1}|^{a}+|X_{2}|^{a})=0$

が成り立つので,

$\frac{|X_{1}|^{a}+|X_{2}|^{a}}{|x_{1}|^{b}+|x_{2}|^{b}}.=\frac{\mathrm{R}\epsilon(|X_{1}|^{a-1}\overline{(\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}X_{1})}Y_{1}+|X_{2}|^{a-1}\overline{(\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}X_{2})}Y_{2}\prime)}{{\rm Re}(|x_{1}|^{b-1}\overline{(\mathrm{s}^{\tau}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}x_{1})}y_{1}+|x_{2}|^{b-1}\overline{(\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}x_{2})}_{l/2)}}$

.

となる. $\theta_{1}>0,$ $\theta_{2}>0,$ $\theta_{1}+\theta_{2}=1$ となる $\theta_{1},$ $\theta_{2}$ をとり, $y_{k}=|x_{k}|^{\lambda}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}x_{k}(\lambda>0, k =1,2)$

とおくと, $|x_{k}|=|yk|^{\frac{1}{\lambda}}$ となるので,

$\frac{|X_{1}|^{a}+|X_{2}|^{a}}{|x_{1}|^{b}+|x_{2}|^{b}}=\frac{{\rm Re}(|X_{1}|^{a-b}|X_{1}|^{b-1}\overline{(\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}X_{\mathrm{l}})}Y_{1}+|X_{2}|^{a-b}|X_{2}|^{b-1}\overline{(\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}X_{2})}Y_{2})}{{\rm Re}(|x_{1}|^{b-1}\overline{(\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}x_{1})}|x_{\mathrm{l}}|^{\lambda}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}x_{1}+|x_{2}|^{b-1}\overline{(\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}x_{2})}|x_{2}|^{\lambda}\mathrm{s}^{\backslash }\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}x_{2})}$

$= \frac{{\rm Re}(|X_{1}|^{a-b}|X_{1}|^{b-1}\overline{(\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}X_{1})}Y_{1}+|X_{2}|^{a-b}|X_{2}|^{b-1}\overline{(\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}X_{2})}Y_{2})}{(|x_{1}|^{\lambda+b-1}+|x_{2}|^{\lambda+b-1})^{\theta_{1}+\theta_{2}}}.$

.

$= \frac{{\rm Re}(|X_{1}|^{c\iota-b}|X_{1}|^{l,-1}\overline{(\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}X_{1})}Y_{1}+|X_{2}|^{a-b}|X_{2}|^{b-1}\overline{(\mathrm{s}^{1}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{r}1X_{2})}Y_{2})}{(|1xi_{1}|^{\lambda+b-1}+|x_{2}|^{\lambda+b-1})^{\theta_{1}}(|y_{1}|^{\frac{\lambda+b-1}{\lambda}}+|?/2|^{\frac{\lambda+b-1}{\lambda}})^{\theta\underline{\mathrm{o}}}}.$

.

(9)

$\beta_{1}=\frac{1}{\lambda+b1,+\frac{-1}{k_{2}}},\beta_{2}=\frac{\lambda}{\lambda+b-1,k^{\wedge},k_{1}},\text{と}.k^{\backslash }\langle.\text{と}(b-1)+\beta_{2}=\frac{1}{k}+\frac{1}{k_{1}}=1t\mathit{1}\text{る}k_{2}’(\gamma-\gamma_{-}^{\underline{\backslash }}\backslash \text{し}k=\frac{\beta_{1a}}{a-b}\text{と}k^{\backslash }<.)$

$1.\mathrm{R}\#\text{ち}(1-\beta)\beta_{1}+\beta\beta_{2}l’\text{対^{}\backslash }\text{し^{}-}C\mathrm{H}\ddot{\mathrm{o}}1\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}\sigma)T^{\backslash }\text{等}$ae=を\beta ffl\mbox{\boldmath $\tau$}l‘‘\’
ると,

((9) の右辺) $\leq\frac{(|X_{1}|^{(a-b)k}+|X_{2}|^{(a-b)k})^{\frac{1}{k}}(|X_{1}|^{(b-1)k_{1}}+|X_{2}|^{(b-1)k_{1}})^{\frac{1}{k_{1}}}(|Y_{1}|^{k_{2}}+|Y_{2}|^{k_{2}})^{\frac{1}{k_{2}}}}{(|x_{1}|^{\frac{1}{\beta_{1}}}+|x_{2}|^{\frac{1}{\beta 1}})^{\theta_{1}}(|y_{1}|^{\frac{1}{/\mathit{3}_{2}}}+|y_{2}|^{\frac{1}{\beta 2}})\theta_{2}}$

$= \frac{(|X_{1}|^{a}+|X_{2}|^{a})^{\frac{o-b}{a}}(|X_{1}|^{(b-1)k_{1}}+|X_{2}|^{(b-1)k_{1}})^{\frac{1}{k_{1}}}(|Y_{1}|^{k_{2}}+|Y_{2}|^{k_{2}})^{\frac{1}{k_{2}}}}{(|x_{1}|^{\frac{1}{\beta 1}}+|x_{2}|^{\frac{1}{\theta_{1}}})\theta_{1}(|y_{1}|^{\frac{1}{\beta_{2}}}+|y_{2}|^{\frac{1}{\beta_{2}}})\theta_{2}}$

.
(10)

$\theta_{1}+\theta_{2}=1$ をみたすように $\theta_{1}=\beta_{1}(b-1),$ $\theta_{2}=\beta_{2},$ $(b-1)k_{1}= \frac{1}{\alpha_{1}},$ $k_{2}= \frac{1}{\alpha_{2}}$ とおく.
$\frac{1}{k_{1}}$ 十一 $= \frac{b}{a}$ より $(b-1) \alpha_{1}+\alpha_{2}=\frac{b}{a}$ 即ち $(1-\beta)\alpha_{1}+\beta\alpha_{2}=\alpha$ で,

((10) の右辺) $=. \frac{(|X_{1}|^{a}+|X_{2}|^{a})^{\frac{a-b}{a}}(|X_{1}|^{\frac{1}{\alpha_{1}}}+|X_{2}|^{\frac{1}{\alpha_{1}}})^{(b-1)\alpha_{1}}(|Y_{1}|^{\frac{1}{\alpha 2}}+|Y_{2}|^{\frac{1}{\alpha_{2}}})^{\alpha_{2}}}{(|x_{1}|^{\frac{1}{\beta_{1}}}+|x_{2}|^{\frac{1}{\rho_{1}}})^{\beta_{1}(b-1)}(|y_{1}|^{\frac{1}{\beta_{\underline{\nabla}}}}+|y_{2}|\tau_{2}^{1})^{\beta_{2}}}$

.
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よって,

$\frac{(|X_{1}|^{a}+|X_{2}|^{a})^{1-\frac{a-b}{a}}}{|x_{1}|b+|x_{2}|\iota)}\leq\underline{(|X_{1}|^{\frac{1}{\alpha_{1}}}+|X_{2}|^{\frac{1}{\alpha_{1}}})^{(b-1)\alpha_{1}}(|Y_{1}|^{\frac{1}{\alpha 2}}+|Y_{2}|^{\frac{1}{\alpha}}\underline’)^{\alpha\underline{\circ}}}$

( $|x_{1}|^{\frac{1}{\beta 1}}+|$x$2|^{\frac{1}{\beta_{1}}}$ ) $\beta$ \sim (b-1)( $|$ y1 $|^{\frac{1}{\beta}}\underline’+|$y2 $|^{1}\beta$i) $\beta$2

$(|X_{1}|^{a}+|X_{2}|^{a})^{\alpha}$ ( $|X_{1}|^{\frac{1}{\alpha_{1}}}+|$ X$2|^{\frac{1}{\alpha_{1}}}\mathrm{y}^{(b-1)\alpha_{1}}(|Y_{1}|^{\frac{1}{\alpha_{2}}}+|Y_{2}|^{\frac{1}{\alpha_{2}}})^{\beta\alpha 0}\lrcorner$

$\overline{(|x_{1}|b+|x_{2}|^{b})^{\beta}}\leq(|x_{1}|^{\frac{1}{\beta_{1}}}+|x_{2}|^{\frac{1}{\beta 1}})^{\beta(b-1)\beta_{1(|y_{1}|^{\frac{1}{\beta 2}}+|y_{2}|^{\frac{\overline 1}{\beta_{\vee}}})^{\beta\beta_{2}}}}$

’

$=M=( \frac{(|X_{1}|^{\frac{1}{\alpha 1}}+|X_{2}|^{\frac{1}{\alpha 1}})^{\alpha_{1}}}{\alpha_{1}\beta_{12}1-\beta(|x_{1}|^{\frac{1}{I_{\alpha}^{\beta}\beta 1}}+|x_{2}|^{\frac{1}{\beta 1}})^{\beta_{1}}\mathrm{J}\beta_{2}})^{1-\beta}(\frac{(|Y_{1}|^{\frac{1}{\alpha 2}}+|Y_{2}|^{\frac{1}{\alpha_{2}}})^{\alpha_{2}}}{(|y_{1}|^{\frac{1}{\beta 2}}+|y_{2}|^{\frac{1}{\beta_{\underline{9}}}})^{\beta_{2}}})^{\beta}$

従って
$\Lambda’I_{\alpha\beta}\leq M_{\alpha_{1}\beta_{1}}^{1-\beta}M_{\alpha 2\beta_{2}}^{\beta}$

が成り立つので,

$\log II_{\alpha\beta}\leq(1-\beta)\mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}}M_{\alpha_{1}\beta_{1}}+\beta \mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}}M_{\alpha_{2}\beta_{\vee}}\mathrm{Q}$

$N_{\alpha\beta}\leq(1-\beta)N_{\alpha_{1}\beta_{1}}\beta N_{\alpha_{2}\beta_{2}}$

が示された.

$\blacksquare$

系 5.2 定理 5.1 において特に $A=(\begin{array}{l}111-1\end{array})$ のとき,

$N_{\alpha\beta}= \mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}}(x_{1},x)\neq(0,0)1\mathrm{n}_{\underline{9}}\mathrm{a}\mathrm{x}\frac{(|x_{1}+x_{2}|^{\frac{1}{\alpha}}+|x_{1}-x_{2}|^{\frac{1}{\alpha}})^{\alpha}}{(|x_{1}|^{\frac{1}{\beta}}+|x_{2}|^{\frac{1}{\beta}})^{\beta}}$

.となり $N_{\alpha\beta}$ は $\triangle$ 上で convex function になる.

さて, ここから (5) の証明に入る. 今, $z,$ $w\in \mathbb{C}$ として

$f( \alpha, \beta)=\mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{x}\frac{(|z+w|^{\frac{1}{\alpha}}+|_{\wedge}\sim-w|^{\frac{1}{\alpha}})^{\alpha}}{(|z|^{\frac{1}{\beta}}+|w|^{\frac{1}{/}})^{\beta}}(z,w)\neq(0,0)$

’

と $\mathrm{A}\mathrm{a}$ う関数を考えると系 5.2 より $f$ は convex function になる.

$g(\alpha, \beta)=(1-\beta)\mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}2}$

とおくと,

$f(1/2,1/2)=g(1/2,1/2)=2^{-1}\mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}2}$

$J^{\cdot}(0^{\cdot}, 0)=g(\mathrm{o}, 0)=\mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}2}$

$f(0,1)=g(0,1)=0$



$\mathrm{e}\mathrm{a}$

で, $f$ が convex function なので,

$f(\alpha, \beta)\leq g(\alpha, \beta)=(1-\beta)\mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}2}$

が成り立つ. 今, $\alpha=\frac{1}{p},$
$,$

$\beta=\frac{\mathrm{J}}{p}$ ととると, $0 \leq\alpha\leq\frac{1}{2},‘\frac{1}{2}\leq\beta\leq 1$ となるが明らかに
$(\alpha, \beta)\in\Delta$ なので

$\mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}}(\frac{(|z+w|^{p’}+|z-w|^{p’})\mathrm{p}\urcorner 1}{(|z|^{p}+|w|^{p})^{\frac{1}{\mathrm{p}}}})\leq \mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}2^{\frac{1}{\mathrm{p}}\gamma}}$$\mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}}(\frac{(|z+w|^{p’}+|z-w|^{p’})\mathrm{p}\urcorner 1}{(|z|^{p}+|w|^{p})^{\frac{1}{\mathrm{p}}}})\leq \mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}2^{\frac{1}{p}r}}$

が成り立つ. 即ち,
$(|z+\prime w|^{p’}+|z-w|^{p’})^{\neg^{\mathrm{A}}}\mathrm{p}\leq 2^{\frac{\mathrm{A}}{\mathrm{p}’}}(|z|^{p}+|w|^{p})^{\frac{\downarrow}{\mathrm{p}}}$ (5)

が成り立つ.

$\blacksquare$

6 。補間定理を使った証明
定理 61(Riesz-Thorin の定理)
$\Omega=$ ( $\Omega$ ,乱 $\mu$) を有限測度空間, $1\leq p_{1},p$2, $q_{1},$ $q_{2}\leq\infty,$ $M$1, $M_{2}>0$ とする.

$||$ A: $L^{p1}arrow L^{q1}||=M_{1}$ , $||A$ : $L^{p2}arrow L^{q2}||=M_{2}$

となるとき, $\frac{1}{p}=\frac{1-\theta}{p1}+\frac{\theta}{p2},$ $\frac{1}{q}=\frac{1-\theta}{q1}+\frac{\theta}{q_{2}}$ $(0<\theta<1)$ となる $p,$ $q$ に対して

$||$ A : $L^{p}arrow L^{q}||\leq M_{1}^{1-\theta}M_{2}^{\theta}$

が成立する.

(5) の証明に入る. $1\leq p\leq\infty$ に対して $(\mathbb{C}^{2}, || ||_{p})=\ell_{p}^{2}$ とお $\text{く}\cdot A=(\begin{array}{l}111-1\end{array})$ とおく

と, $(z, w)\in \mathbb{C}^{2}$ に対して

$A(\begin{array}{l}zw\end{array})=(\begin{array}{l}111-1\end{array})(\begin{array}{l}zw\end{array})=(zz+-:)$

となるので

$A(\begin{array}{l}zw\end{array})|$ $|$ ( $zz+-$ :) $||_{2}^{2}$

$=|z+$ rp $|^{2}+|$z-tt $|^{2}$

$=2(|z|^{2}+|w|^{2})=2||(\begin{array}{l}zw\end{array})|$



$\epsilon\epsilon$

であるから
$||$ A: $P_{2}^{2}arrow\ell_{2}^{2}||=2^{\frac{\downarrow}{2}}$

となる. さらに,

$A(\begin{array}{l}zw\end{array})|$ $|($
$z+w$

$z-w$

$\leq|$ z $|+|w|=$

が成り立ち, $||A(\begin{array}{l}10\end{array})||\infty =1=||(\begin{array}{l}10\end{array})||_{1}$ より.\acute
$\mathrm{o}\mathrm{o}$

$1\mathrm{I}$ $\backslash /$ I 11

$||$ A: $\ell_{1}^{2}arrow P_{\infty}^{2}||=1$

となる. $1\leq p\leq 2$ であるから $\frac{1}{p}=\frac{1-\theta}{2}+\frac{\theta}{1}$ を満たす $\theta$ が存在する. このとき $\frac{1}{p},$
$= \frac{1-\theta}{2}+\frac{\theta}{\infty}=$

$\frac{1-\theta}{\wedge}$ である. よって定理 $5\cdot 1$ より

$||$ A : $2_{p}^{2}arrow\ell_{p}^{2},||\leq 2^{\frac{1-\theta}{2}}$ . $1^{\theta}=2^{p}\neg 1$

が成立するので,

$A(\begin{array}{l}zw\end{array})|$ $|(\begin{array}{l}zw\end{array})||_{p}$

$\leq 2^{\mathrm{p}}\neg|1|(\begin{array}{l}zw\end{array})||_{\varpi}$

従って,
( $|Z+$ L7 $|^{p’}+|$z-w $|^{p’}$ ) $p\leq\neg 2^{7}\overline{p}(|z|^{p}+|w|^{p})^{\frac{1}{p}}11$

が示された.

$\blacksquare$
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