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1 はじめに

協カゲームにおける最大の関心事の 1 つに, 提携を形成することにより得られた値の提携内に含まれる
プレーヤーへの分配方法がある. 協カゲームではこの分配方法を解と呼ぶ. 現在までに, 多くの研究者に

より協カゲー\Delta の解についての研究がなされているが, その解の代表的なものにコア [7] や Shapley値 [6]
がある.

従来の協カゲームてはプレーヤーが提携に参加するかしないかの 2通りの表現しか扱うことがてきなかっ
た. これに対して, 提携にプレーヤーの提携への部分的な参加を許す, ファジイ提携が Aubin[2] によって
導入されている. このようなファジイ提携によるゲームとして, ファジイ協カゲームが考えられている [2].
ファジイ協カゲームの解としても, コアや Shapley値などがすでに考えられている. 特に Shapley値を一
般のファジイ協カゲームに対し定義することは難しく, Butnariu[4] は特別なクラスのファジイ協カゲーム
に対してのみファジイ協カゲームにおける Shapley値を定義した. しかしながら, このゲームのクラスと与

えられた Shapley値は必すしも適切なものといえない. そこで鶴見ら $[9, 11]$ は Choquet 積分の概念を用い
て, 新たなクラスのファジイ協カゲームを導入し, そのような Choquet 積分型のゲームに対する Shapley
値を定義し, その公理的特徴付けを行った [9]. I,かし, Choquet 積分を用いて表現できるファジイ協力
ゲームしか扱えない. よって, 本稿では, 一般的なファジイ協カゲームに対し, Shapley値の新たな定義を
提案する. そのために, 元のファジイ協カゲームの誘導ゲームを導入する. 誘導ゲー $\text{ム}$は与えられたファ

ジイ提携に依存して決まるクリスプゲー $\text{ム}$てある. また, 元のファジイ協カゲームの解として, 誘導ゲー
$\text{ム}$の Shapley値てある誘導 Shapley値を提案する. 誘導 Shapley値はゲームだけてなくファジイ提携にも
依存する.
さて, 従来のクリスプゲームにおいては, 任意の提携が実現可能 (feasible) てある, つまり, 各プレー

ヤーは任意のプレーヤーと提携を形成することができると仮定していた. しかし, 現実には特定のプレー

ヤーと提携を形成することが不可能な状況などが想定され, その結果, 実現不可能な提携が生じることも

ある. このような状況を扱うために, feお ible coalition system の概念が導入されている. Algaba ら [1] や

BilbaO[3] は, feasible coalition system を通して, 提携への制限を反映した, 制限ゲームと呼ばれる新たな

協カゲームを定義した. 彼らはまた, この制限ゲームのコアや Shpaley 値を用いて, 提携に制限のある協
カゲームの解を考えている.
本稿てはこの考え方をファジイ協カゲームに適用し, ファジイ提携に制限があるファジイ協カゲームを

考える. ます, 実現可能なファジイ提携の集合 (以下 FCS) を考え, それを基に新たなファジイ協カゲー\Delta

を制限ゲー $\text{ム}$として定義する. さらに制限ゲームの性質の継承や, 本稿て提案する Shapley値を用いた制
限ゲームの解について考察する.

2 協カゲームとファジイ協カゲーム

通常の協カゲー $\text{ム}$とその拡張概念であるファジイ協カゲー $\text{ム}$ , またそれぞれの解について述ぺる. なお,

本稿を通じて, 簡略化のため, $\{i\},$ $S\cup$ {i}, $S\backslash \{i\}$ をそれぞれ $i,$ $S\cup i,$ $S$ \i と表記する.
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2.1 協カゲー $\text{ム}$の定式化

協カゲー $\text{ム}$では, $n$ 人のプレーヤーの集合を $N=$ $\{1,2, \ldots, n\}$ で表す. このとき, $N$ の任意の部分集合
$S\subseteq N$ を提携と呼ぶ. ここで, $v:2^{N}arrow \mathrm{R}$で表現される実数値関数 $v$ を特性関数と呼び, $v(\emptyset)=0$ とす

る. $\emptyset$ は空集合を表す. プレーヤーの集合 $N$ と特性関数 $v$ の組 $(N, v)$ を協カゲームあるいは単にゲームと

呼ぶ. プレーヤー集合 $N$ を固定して考える場合は, ゲームを単に $v$ て表す. 本稿ては, 特に断らない限り,
$N$ を固定して考え, $N$ 上のすべてのゲー $\text{ム}$

$v$ の集合を $\mathcal{G}$ で表す、

次に, 協カゲームの性質について述べる.

定義 1 ゲーム $v\in \mathcal{G}$ が次式を満たすとき優加法的てあるという.

$v(S)+v(T)\leq v(S\cup T)$ , $\forall$S, $T\subseteq N$ $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $S\cap T=\emptyset$ .

定義 2 ゲーム $v\in \mathcal{G}$ が次式を満たすとき単調てあるという.

$v(S)\leq v$ (T), $\forall$S, $T\subseteq N$ $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $S\subseteq T$.

定義 3 ゲーム $v\in \mathcal{G}$ が次式を満たすとき凸てあるという.

$v(S)+v(T)\leq v(S\cup T)+v(S\cap T)$, $\forall$S, $T\subseteq N$.

定義より明らかに, ゲーム $v$ が凸なら優加法的てもある.

また, 後の議論のため, 次のようなある特定の条件を満たすプレーヤーを定義する.

定義 4 ゲー $\text{ム}$ $v\in \mathcal{G}$ において, (1) が成り立つときプレイヤー $i\in N$ をナルプレイヤー, (2) が成り立つ
ときプレーヤー $j\in N$ をダミープレーヤーという.

$v(S\cup i)=v(S)$ , $\forall S\subseteq N\backslash i$ . (1)

$v(S\cup j)=v(S)+$ v(i), $\forall S\subseteq N\backslash j$. (2)

定義 5 ゲー $\text{ム}$ $v\in \mathcal{G}$ において, 次式が成り立つときプレイヤー $i,j\in N$ は対称てあるという.

$v(S\cup i)=v(S\cup j)$ , $\forall S\subseteq N\backslash i,j$ .

任意の 2 人のプレイヤーが対称てあるゲームを対称ゲームという.

2.2 協カゲームの解

現在まてに, 多くの研究者により協カゲームの解についての研究がなされている. 利得ベクトルの優越関
係もしくは提携のもつ不満や異議に基づく安定集合, コア, $\{_{-}^{-}$ , 交渉集合, さらにはプレーヤーの限界貢献

度に基つく Shapley 値, $\tau$ 値などが提案されているが, 本稿ては, その中ても代表的なコア [7] と Shapley
値 [6] を扱う.

2.2.1 コア

ます, 配分の概念を導入する.

定義 6 ゲーム $v\in \mathcal{G}$ に対して, $x=(x_{1}, \ldots, x_{n})\in \mathrm{R}^{n}$ が次の関係を満たすとき $x$ は $v$ における配分と

いう.

・個人合理性
$x:\geq v$(i), $\forall i\in N$ .
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・全体合理性

$\sum_{i\in N}x_{i}=v(N)$
.

個人合理性の拡張として, 次の提携合理性の概念を考えることができる. また, 提携合理性の概念を用
いて, コアを次のように定義する [7].

定義 7 $v\in \mathcal{G}$ をゲームとする. このとき, 次の提携合理性を満たすすべての配分の集合を $v$ におけるコア

という.

・提携合理性

$\sum_{i\in S}X:\geq v(S)$
, $\forall S\subseteq N$ .

つまり, $v$ におけるコア $C$ (N, $v$ ) は次のように与えられる.

$C(N,v)=$ { $x \in \mathrm{R}^{n}|\sum_{i\in N}x_{i}=v$
(N),

$\sum_{i\in S}x_{i}\geq v$
(S), $\forall S\subseteq N$ }.

2.2.2 Shapley値

協カゲー $\text{ム}$の代表的な解概念として, コアの他に Shapley 値が考えられている [6]. Shapley値は, 提携

の生成される順列を考え, この順列が等確率て成立するという仮定に基づいた, 各プレーヤーの限界貢献

度の期待値であると考えられる.

定義 8 任意のプレーヤー $i\in N$ について,

$\phi_{i}$ (N, $v$ )
$= \sum_{S\subseteq N}\beta$

(S$jN$) $(v(S)-v(S\backslash i))$

を, プレーヤー $i$ の Shapley 値といい, その組

$\phi$(N, $v$ ) $=(\phi_{1}(N,v),$ $\phi_{2}(N, v),$ . .. , $\phi_{n}$ (N, $v$ ) $)$ .

をゲーム $v$ の Shapley 値という. ただし,

$\beta$ (S; $N$) $= \frac{(|S|-1)!(|N|-|S|)!}{|N|!}$ .

てあり, $|S|$ は $S$ に含まれるプレーヤーの数を表す.

ここで, 協カゲームにおける解を $\gamma$ : $2^{N}\mathrm{x}\mathcal{G}arrow \mathrm{R}^{n}$ として, 以下の公理を考える.

公理 1 全体合理性
任意のゲーム $v\in \mathcal{G}$ に対して, ゲームの解 $\gamma$ は次式を満たす.

$\sum_{\dot{\iota}\in N}\gamma_{i}$

(N, $v$) $=v$(N).

公珊 2 ナルプレーヤー (またはダミープレーヤー) のゼロ評価
任意のゲー $\text{ム}$ $v\in \mathcal{G}$ に対して, プレーヤー $i\in N$ をナルプレーヤー, プレーヤー $j\in N$ をダミープレー

ヤーとすると, ゲームの解 $\gamma$ は次式を満たす.

$\gamma$i $(N, v)=0$ ,
$\gamma_{j}$ (N, $v$) $=v$(j).
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公理 3 対称性
任意のゲーム $v\in \mathcal{G}$ に対して, 2 人のプレーヤー $i,j\in N$ が対称ならば, ゲームの解 $\gamma$ は次式を満たす r

$\gamma$i $(N,v)=\gamma_{j}$ (N, $v$ ).

公理 4 加法性 .:

任意の和ゲーム $v+w\in \mathcal{G}$ に対して, ゲームの解 $\gamma$ は次式を満たす、

$\gamma$(N, $v+w$) $=\gamma$(N, $v$ ) $+\gamma(N,w)$ .

Shapley値の公理的特徴付けに関して, 次の 2 っの定理が成り立っことが知られてぃる.

定理 1 767Shapley値は全体合理性, ナルプレーヤー (またはダミープレーヤー) のゼロ評価, 対称性, 加
法性 (公理 1. 4) を満たす唯一の解である.

凸ゲー $\text{ム}$におけるコアと Shapley 値に関しては次のような関係が成り立っが知られてぃる.

定理 2 $f\mathit{8}fv\in \mathcal{G}$ を凸ゲームとする. 凸ゲー\Delta の Shapley 値 $\phi(N, v)$ はコア $C$ (N, $v$ ) に含まれる. っまり,

$\phi$(N, $v$ ) $\in C(N,v)$

が成り立つ.

2.3 ファジイ協カゲームの定式化

ここでは, ファジイ協カゲームにおける基本概念を導入する. なお, これ以降, ファジイ協カゲームに
対して, 通常の協カゲー\Deltaをクリスプゲームと呼ぶ.
クリスプゲームの場合と同様に, $N=$ $\{1,2, \ldots, n\}$ を $n$ 人のプレーヤーの集合とする. クリスプゲー\Delta

における提携 $S$ は $N$ の部分集合であるが, これは第 $i$ 成分力 $\dot{\mathrm{a}}$

$i\in S$ なら 1 で, $i\not\in S$ なら 0 となる $n$ 次元
の 0-1 ベクトル $s$ と同一視てきる. すなわち, 提携は $\{0, 1\}^{n}$ の要素とみなすことができる. 提携へのプ
レーヤーの参加度を考慮するためには, これを拡張して $[0, 1]^{n}$ の要素を考えればよい. っまり, $s\in[0,1]$n

をファジイ提携と呼び, $s=$ ( $s_{1},$ $\ldots,$
$s$n) の各成分 $s_{i}$ はプレーヤー $i$ のこの提携 $s$ への参加度を表すものと

する.

ファジイ提携 $s$ と任意の $h\in[0,1]$ に対して, 8 のレベル集合を次のように表現する.

$[s]_{h}=\{i\in N|s_{i}\geq h\}$ .

ファジイ提携 $s$ に対して, $s$ のサポートを

$\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}s=\{i\in N|s_{i}>0\}$

とする. 零ペクトノレを $0=(0, \ldots, 0)\in \mathrm{R}^{n}$ とする. $\mathrm{R}^{n}$ の第 $i$ 単位ベクトノレを $e^{i}$ て表す. っまり,

$(e^{i})_{j}=\{$
1, if $j=i$,
0, otherwise.

である.

以下てもプレーヤー集合 $N$ は固定して考え, ファジイ協カゲームを $\hat{v}(0)=0$ を満たすような実数値関
数 $\hat{v}$ : $[0, 1]^{n}arrow \mathrm{R}$ とする. また, すべての $\hat{v}$ の集合を $\hat{\mathcal{G}}$ で表す.
ファジイ提携 8, $t\in[0,1]$n の union と intersection を次のように表記する.

$(s\vee t)_{i}$ $=$ $\max\{s_{i},t_{i}\}$ .
$(s\Lambda t)_{i}$ $=$ $\min\{s_{j}, t_{i}\}$ .

次に, ファジイ協カゲー\Delta の性質について述べる.
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定義 9 ファジイ協カゲーム $\hat{v}\in\hat{\mathcal{G}}$ が (3) を満たすとき強優加法的, $\hat{v}$ が (4) を満たすとき弱優加法的であ

るという.

$\hat{v}(s)+\hat{v}$ (t) $\leq$ $\hat{v}(s+t),$ $\forall$s, $t\in[0,1]^{n}$ $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $s+t\in[0,1]^{n}$ . (3)

$\hat{v}(s)+\hat{v}$ (t) $\leq$ $\hat{v}(s\vee t)$ , $\forall$s, $t\in[0,1]^{n}$ $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $s\wedge t=0$ . (4)

$s\Lambda t=0$ ならば $s\vee t=s+t$ となることに注意すれば, 定義より明らかに, $\hat{v}$ が強優加法的ならば, 弱

優加法的でもある.

定義 10 ファジイ協カゲーム $\hat{v}\in\hat{\mathcal{G}}$ が次式を満たすとき単調てあるという.

$\hat{v}(s)\leq\hat{v}$(t), $\forall$s, $t\in[0,1]^{n}$ $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $s\leq t$ .

注意 1 ファジイ協カゲーム $\hat{v}$ が非負実数値関数かつ強優加法的ならば, 単調てもある.

定義 11 ファジイ協カゲーム $\hat{v}\in\hat{\mathcal{G}}$ が次式を満たすとき凸てあるという.

$\hat{v}(s)+\hat{v}(t)\leq\hat{v}(s\vee t)+\hat{v}(s\Lambda t)$ , $\forall$s, $t\in[0,1]^{n}$ .

定義より明らかに, $\hat{v}$ が凸ならば, 弱優加法的である.

2.4 ファジイ協カゲームの解

2.2 て取り扱った解 (コア, Shapley値) は, 全体提携の形成を暗黙の仮定としてゲームに依存した利得
の分配方法を集合として与えるものである. ここて, ファジイ協カゲームにおいて実際にファジイ提携が形
成されたときの利得の分配方法を集合として与えるもの, すなわち, ゲームはもちろんであるがファジイ

提携にも依存しているものを特に区別して解関数と呼ぶことにする.

2.4.1 ファジイ協カゲームのコア

ファジイ協カゲー $\text{ム}$の利得の分配方法として, 現在までにコアが考え出されている. ファジイ協カゲー

ムのコアには, 解としての Aubin ら [2] によるコアや解関数としての鶴見ら [10] によるコアがあるが, 本

稿ではファジイ協カゲームの利得の分配方法には解関数のみを考えるので, ここでは鶴見らによるコアを

扱うものとする.
ます, クリスプゲームの場合と同様に, コアの概念の元となる配分を以下のように定義する.

定義 12 ファジイ提携 $s\in[0,1]$ n とファジイ協カゲーム $\hat{v}\in\hat{\mathcal{G}}$ に対して, ベクトル $x=(x_{1}, \ldots, x_{n})\in \mathrm{R}^{n}$

を v^\uparrow こおける $s$ に対する配分という.

・ゼロプレイヤー特性
$x_{i}=0$ , $\forall i\not\in$ supp8.

・ファジイ提携 $s$ に関する全体合理性

$\sum_{i\in 8\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}}sx:=\hat{v}(s)$
.

・個人合理性
$X:\geq\hat{v}(s:e^{i})$ , $\forall i\in \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}s$.
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定義 13 $s\in[0,1]$n をファジイ提携, $\hat{v}\in\hat{\mathcal{G}}$ をファジイ協カゲームとする. このとき, 次の提携合理性を満

たすすべての配分の集合を $\hat{v}$ の $s$ に対するコアという.

$i \in \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\sum_{S’}x_{i}\geq\hat{v}$

(s $’$ ), $\forall s’\leq s$ .

つまり, $\hat{v}$ の $s$ に対するコア $\hat{C}$(s, $\hat{v}$ ) は次のように与えられる.

$\hat{C}(s, \hat{v})=$ { $x \in \mathrm{R}^{n}|\sum_{:\in\sup \mathrm{p}s}.x:=\hat{v}$
(s), $x_{i}=0,$ $i\not\in \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}s,$

$i \in 3\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\sum_{\partial’}x_{i}\geq\hat{v}$

(s $’$ ), $\forall s’\leq s$}.

2.4.2 Choquet 積分型 Shapley 値

ファジイ協カゲームの一例として, 鶴見ら $[9, 11]$ によって導入された Choquet 積分を用いたファジイ
協カゲームを示す、

定義 14 ファジイ提携 $s\in[0,1]$n に対して, $q$ (s) を $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}s$ の基数とする. ここて, すべての $i\in \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}s$

に対する $s$: の値を増加順に並べたものを $h_{1}<\cdots$ <hq。、とおき直す r クリスプゲーム $v\in \mathcal{G}$ の Choquet
積分て与えられるファジイ協カゲーム $\hat{v}$ は Choquet 積分型ファジイ協カゲームてあるという.

$\hat{v}(s)=\sum_{l=1}^{q(s)}v$([s]h
$\iota$

) (h$\iota-$ hl-1), $\forall s\in[0,1]^{n}$ .

この Choquet積分型ファジイ協カゲームは, クリスプゲームから導出するため, ファジイ協カゲームの

限定されたクラスを提供する. すなわち, 一般のファジイ協カゲームは $[0, 1]^{n}$ 上て定義されるが, Choquet

積分型ファジイ協カゲームは実際には $\{0, 1\}^{n}$ 上ての値, つまり, 1 つのクリスプゲームによって定めら
れる.

ここで, クリスプゲームから導出される Choquet 積分型ファジイ協カゲームの集合を $\hat{\mathcal{G}}^{e}$ とする. また,

Choquet 積分の概念を用いて, 鶴見らはファジイ協カゲームの解関数として Choquet 積分型 Shapley値を

考えた. ただし, ファジイ協カゲームは $\hat{\mathcal{G}}^{c}$ のクラスのみを扱うものとする.

定義 15 $s\in[0,1]$n をファジイ提携, $\hat{v}\in\hat{\mathcal{G}}^{c}$ をクリスプゲーム $v\in \mathcal{G}$ に対応する Choquet 積分型ファジイ

協カゲームとする. このとき, $\hat{v}$ |こおける $s$ に対する Choquet 積分型 Shapley 値 $f$ (s, $\hat{v}$) は次式て与えら

れる.

$f_{:}(s, \hat{v})=\sum_{l=1}^{q(s)}\phi\}$([s]h
$\iota$

, $v$ ) $(h_{l}-h_{l-1})$ , $\forall i\in N$ .

ただし, $\phi_{*}’$. $([s]_{h}1’ v)$ は次て与えられる.

$\phi$:([s]h
$l$

, $v$ ) $=\{$ $0, \sum_{T\subseteq[\epsilon]_{h_{l}}}\beta$

(T; $[e]_{h\iota}$ ) $[v(T)-v(T\backslash i)]$ ,
$i\in[\mathit{8}]_{h_{l}}i\not\in[s]_{h_{l}}’$

.

3 実現可能提携集合

3.1 実現可能提携集合と制限ゲーム

クリスプゲームやファジイ協カゲームにおいては, 任意の提携が実現可能 (feasible) てある, つまり, 各

プレーヤーは任意のプレーヤーと提携を形成することがてきると仮定していた. しかし, 現実には特定の
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プレーヤーと提携を形成すること力坏可能な状況などが想定され, その結果, 実現不可能な提携が生じる

こともある. ここでは, ファジイ提携の実現可能性をモデル化したものとして実現可能提携集合 (Feasible

Coalition $\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{t}:\mathrm{F}\mathrm{C}\mathrm{S}$ ) が考える.
ます始めに, FCS を次のように定義する.

定義 16 次の 2 つの条件を満たすとき, 集合 $F\subseteq[0,1]$n を実現可能提携集合 (FCS) と呼ぶ.

(i) $F$ は閉集合

(ii) $\alpha$e$\dot{|}\in F$, $\forall\alpha\in[0,1]$

ファジイ提携 $s\in[0,1]^{n}$ に対し, $\sum_{j=1}^{l}s^{j}=s$ を満たす $\{s^{1}, \ldots, s^{l}\}\subseteq[0,1]$ n, $l\in \mathrm{R}$ を $s$ の分割という.

特に FCS $F$ が与えられたとき, $s^{j}\in F,$ $j$ =1, . ..) $l$ をみたす $s$ の分割 $\{s^{1}, \ldots, s^{l}\}$ を $s$ の $F$分割と呼ぶ.

また, $s$ の $F$ 分割全体の集合を $P^{F}$ (s) で表す.

ファジイ提携 $s\in[0,1]$n, FCS $F$ に対して, 次の 2 つの条件を満たすときベクト) $\triangleright t$ $\in[0,1]^{n}$ は 8 の F-
ペクトルてあるという.

(i) $t\leq s,$ $t\in F$

(ii) $t\leq t’\leq s,$ $t’\in F$ ならば, $t’=t$

また, $s$ の $F$-ベクトル全体の集合を $C^{F}$ (s) て表す $\mathrm{r}$

定義より, $s\in F$ ならば, $C^{F}(s)=\{s\}$ となること

がわかる.

定義 17 ファジイ協カゲー $\text{ム}$ $\hat{v}\in\hat{\mathcal{G}}$ と FCS $F$ が与えられたとき, $\hat{v}$ の $F$ による制限ゲーム $\hat{v}^{F}$ を次のよ

うに定義する.

$\hat{v}^{F}(s)=\sup\{\sum_{j=1}^{l}\hat{v}(s^{j})|\{s^{1}, \ldots, s^{l}\}\in P^{F}(s)\}$ .

定義から明らかなように, ファジイ協カゲーム $\hat{v}$ が強優加法的かつ $s\in F$ なら, $\hat{v}^{F}(s)=\hat{v}(s)$ となる.

3.2 分割集合と交差集合

FCS の中でも特別なクラスとして分割集合と交差集合を考える.

定義 18 $F$ を FCS とする. 任意の $s\in[0,1]^{n}$ に対して $C^{F}$ (s) が $s$ の分割であるとき, $F$ を分割集合

(Partition Set) と呼ぶ.

分割集合に関して, 以下の 2 つの定理が成り立つことがわかつている.

定理 3 $f\mathit{5}J$ 次の条件は同値である.

(i) FCS $F$ が分割集合

(ii) 任意の $s\in[0,1]$n に対して $N$ の分割 $\{I_{1}, \ldots, I_{l}\}$ が存在して, 次式が成り立つ.

$C^{F}(s)=\{s_{|I_{1}}$ , . . ., $s_{|I_{l}}\}$

(iii) FCS $F$ に対して, 次式が成り立つ.

$s\in F$ : $t\in F,$ $s\Lambda t\neq 0\Rightarrow s\vee t\in F$
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定理 4 $f$5f ファジイ提携を $s\in[0,1]$n, ファジイ協カゲームを $\hat{v}\in\hat{\mathcal{G}}$, FCS を $F$ とする. FCS $F$ が分割

集合のとき, $\hat{v}$ が強優加法的であるなら任意の $s$ について次の式が成り立つ.

$\hat{v}^{F}(s)=\sum_{t\in C^{F}(s)}\hat{v}$
(t)

次に分割集合よりもさらに特別なクラスてある交差集合を導入する.

定義 19 ファジイ提携を 8, $t\in[0,1]$n, ファジイ協カゲームを $\hat{v}\in\hat{\mathcal{G}}$ , FCS を $F$ とする. 次の式が成り立

つとき, $F$ は交差集合 (Intersecting Set) であるといわれる.

$s\in F,$ $t\in F,$ $s\Lambda t\neq 0\Rightarrow s\vee t\in F,$ $s\Lambda t\in F$

3.3 制限ゲームの特性

前節てファジイ協カゲームにおける制限ゲームを導入したが, ここでは制限ゲームが元のファジイ協力

ゲームの性質を継承するかについて検討する.

命題 I $f\mathit{5}/$ ファジイ協カゲーム $\hat{v}\in\hat{\mathcal{G}}$ によらず, FCS $F$ による制限ゲーム $\hat{v}^{F}$ は強優加法的てある. 同様

に, ファジイ協カゲーム $\hat{v}$ によらす, FCS $F$ による制限ゲーム $\hat{v}^{F}$ は弱優加法的てある.

命題 2 ファジイ協カゲーム $\hat{v}\in \mathcal{G}$ が単調てあるなら, FCS $F$ による制限ゲーム $\hat{v}^{F}$ も単調てある.

証明 注意 1 と命題 1 より, 明らかに成り立つ. 口

定理 5[$\mathit{5}f$ ファジイ協カゲー $\text{ム}$ $\hat{v}\in \mathcal{G}$ が強優加法的かつ凸て, FCS $F$ が交差集合であるとき, $F$ による制

限ゲーム $\hat{v}^{F}$ も凸である.

命題 2 と定理 5 より, 単調性と凸性に関しては, 制限ゲームが元のファジイ協カゲームの性質を継承す
ることがわかる.

4 誘導 Shapley値

4.1 誘導ゲームと誘導 Shapley値

コアは配分の集合を与えるのに対し, プレーヤー個人への配り方を決める, ファジイ提携とファジイ協

カゲームに依存した解関数 $\xi$ : $[0,1]^{n}\cross\hat{\mathcal{G}}arrow \mathrm{R}^{n},$ $\xi$(s, $\hat{v}$) $=$ ( $\xi_{1}$ ( $s,$ $v$^), . . . , $\xi_{n}($s, $\hat{v})$ ) $\in \mathrm{R}^{n}$ を導入する. ファ

ジイ協カゲームの解関数として, Shapley 値が考えられるが, ファジイ提携とファジイ協カゲームの対か

ら Shapley 値を定義するのは難しい. そこで, ファジイ提携とファジイ協カゲームからクリスプゲームを
誘導し, そのクリスプゲームの Shapley 値を用いることで, ファジイ協カゲームの Shapley 値とすること
を考える.
後て述べる議論のため, ファジイ提携 $s\in[0,1]$n と $T\subseteq N$ に対して, 次のようなファジイ提携 $s|T\in[0,1]$n

を考える.

$(s_{|T})_{i}=\{$
$s_{i}$ if $i\in T$,
0if $i\not\in$ ア

ファジイ提携とファジイ協カゲームから誘導されるクリスプゲームを次のように定義する.
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定義 20 ファジイ提携 $s\in[0,1]$ n とファジイ協カゲーム $\hat{v}\in\hat{\mathcal{G}}$ が与えられたとき, $s$ と $\hat{v}$ から誘導される
クリスプゲーム $v^{s}$ : $2^{\sup \mathrm{p}}s$ \rightarrow R を次式とする.

$v^{s}(T)=\hat{v}$(s $|$ T), $\forall T\subseteq \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}s$

これ以降, ファジイ提携とファジイ協カゲームから誘導されるクリスプゲームを誘導ゲームと呼ぶ. ファ
ジイ提携 $s$ による誘導ゲー\Delta 全体の集合を $\mathcal{G}^{s}$ とする.

誘導ゲームとクリスプゲー $\text{ム}$の Shapley値を用いて, ファジイ協カゲームの Shapley値とし, これを誘

導 Shapley値と呼ぶ.

定義 21 $s\in[0,1]$n をファジイ提携, $\hat{v}\in\hat{\mathcal{G}}$ をファジイ協カゲームとする. $\hat{v}$ における $s$ に対する誘導

Shapley 値 $g$ (s, $\hat{v}$ ) を次のように定義する.

$g_{i}(s,\hat{v})=\{$

$\phi j(\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}s, v^{s})$ , if $i\in \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}s$ ,
0, if $i\not\in \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}s$ .

$g(s,\hat{v})=(g_{1} (s,\hat{v})$ , . . ., $g_{n}(s,\hat{v}))$

ただし, $\phi$ はクリスプゲームの Shapley 値である.

誘導 Shapley値はファジイ提携 $s$ とファジイ協カゲー $\text{ム}$ に依存して決まるので, $g$ は $g:$ $[0,1]^{n}\mathrm{x}\hat{\mathcal{G}}arrow \mathrm{R}^{n}$

なる関数である. また, これ以降, $\hat{v}$ における $s$ に対する誘導 Shapley値を単に誘導 Shapley値と呼ぶ. 誘

導 Shapley値の公理を述べる前にいくつかの概念を導入する.
プレーヤー $i$ のファジイ提携 $s$ への参加度を 0 にしたファジイ提携架 $i$ を次のように定義する.

$(s^{-i}.)_{j}=\{$
$s_{j}$ , if $j\neq i$ ,
0, if $j=i$ .

次の関係を満たすプレーヤー $i\in \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}s$ を $\hat{v}$ における s-ダミープレーヤーという.

$\hat{v}$ (s $|T+siei$ ) $=$ $\hat{v}$ (slT) $+\hat{v}$ (sie$i$ ), $\forall T\subseteq \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}s^{-i}$ .

ファジイ提携 $s$ に対して, プレーヤー的 $\in \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}s$ の要素を入れ替えたファジイ提携 $s^{ij}$ を次のように

定義する,

$(s^{ij})_{k}=\{$

$\mathit{8}_{j}$ , if $k=i$ ,
$s_{i}$ , if $k=j$,
$s_{k}$ , if $k\neq i,j$ .

$\hat{v}(s)=\hat{v}(s^{\dot{l}j})$ を満たす $i,j\in \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}s$ は $\hat{v}$ {こおける s-対称なプレーヤーであるといわれる.
なお, クリスプゲームにおけるダミープレーヤー $i\in N$ と対称なプレーヤー $j,$ $k\in N$ は, 次のように表

現される.

$v(T\cup i)$ $=$ $v(T)+$ v(i), $\forall T\subseteq N\backslash i$ .
$v(S\cup j)$ $=$ $v(S\cup k)$ , $\forall S\subseteq N\backslash j,$ $k$ .

上の定義はこれらを自然な形で拡張したものてある.
誘導 Shapley 値の公理として, 以下の 4 つの公理を考える. 次の $\xi$ : $[0,1]^{n}\cross \mathcal{G}arrow \mathrm{R}^{n}$ はファジイ協力

ゲームの一般的な解関数である.
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公理 5 合理性
ファジイ提携 $s\in[0,1]$ n とファジイ協カゲー $\text{ム}$ $\hat{v}\in\hat{\mathcal{G}}$ に対して, ゲームの解関数 $\xi$ は次式を満たす.

$\{$

$\sum_{:\in\sup \mathrm{p}}s\xi$i $(s,\hat{v})=\hat{v}$(s).

$\sum_{i}$,8up$\mathrm{p}s\xi$i $(s,\hat{v})=0$ .

公理 6 加法性
ファジイ提携 $s\in[0,1]$n とファジイ協カゲーム $\hat{v},\hat{w}\in\hat{\mathcal{G}}$ に対して, ゲームの解関数 $\xi$ は次式を満たす.

$\xi$ (s, $\hat{v}+\hat{w}$) $=\xi$(s, $\hat{v}$ ) $+\xi$(s, $\hat{w}$).

公理 7s-ダミー性

ファジイ提携 $s\in[0,1]$n とファジイ協カゲー $\text{ム}$ $\hat{v}\in\hat{\mathcal{G}}$ に対して, プレーヤー $i$ が $\hat{v}$ 上において s-ダミー
プレーヤーてあるなら, ゲー\Lambda の解関数 $\xi$ は次式を満たす.

$\xi_{i}(s,\hat{v})=\{$

$\hat{v}$ (s$i$ e:), if $i\in \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}s$ .
0, if $i\not\in \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}s$ .

公理 8s-対称性

ファジイ提携 $s\in[0,1]$n とファジイ協カゲーム $\hat{v}\in\hat{\mathcal{G}}$ に対して, プレーヤー $i,j$ がにおいて s-対称な
プレーヤーてあるなら, ゲームの解関数 $\xi$ は次式を満たす.

$\xi$i $(s,\hat{v})=\xi$j(s, $\hat{v}$).

定理 6 $f$5f $s\in[0,1]$n をファジイ提携, $\hat{v}\in\hat{\mathcal{G}}$ をファジイ協カゲームとする. $s$ を固定したときに, $\hat{v}$ に依
存して定まる解 $\xi(s,\hat{v})$ が, $s$ と $\hat{v}$ から誘導されるゲーム $v^{\theta}$ にのみ依存して定まると仮定する. このとき,
公理 5 $\cdot 8$ を満たす解 $\xi$ は, 誘導 Shapley 値のみてある.

4.2 誘導 Shapley値の特性

この節ては, コアと誘導 Shapley値との関係, およひ Choquet 積分型 Shapley値と誘導 Shapley値との
関係について述べる.
ます, コアと誘導 Shapley値との関係における定理を述べる前に補題を導入する.

補題 1 ファジイ協カゲーム $\hat{v}\in\hat{\mathcal{G}}$ が凸てあるなら, すべてのファジイ提携 $s\in[0,1]$n に対して, 誘導ゲー
ム $v^{s}$ はクリスプゲームとして凸てある.

証明 $T_{1},T_{2}.\subseteq \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}s$ とすると,

$v^{s}(T_{1}\cup T_{2})+v^{\epsilon}(T_{1}\cap T_{2})$ $=$ $\hat{v}$ (s $|T_{1}$ U$T_{2}$ ) $+\hat{v}$ (s $|T,\cap$j)
$=$ $\hat{v}$ ((s $|$ T$1)\vee(s_{|T_{2}})$) $+\hat{v}((s_{|T_{1}})\Lambda(s_{|T_{2}}))$

$\geq$ $\hat{v}$ (S $|$ 7 $1$
) $+\hat{v}$ (S $|$ 72)

$=$ $v^{\epsilon}(T_{1})+vs(T_{2})$

以上より, 誘導ゲーム $v^{s}$ はクリスプゲー\Deltaとして凸である. 口

定理 7 $s\in[0,1]$n をファジイ提携, $\hat{v}\in\hat{\mathcal{G}}$ をファジイ協カゲーム, $\hat{v}$ の $s$ に対するコアを $\hat{C}$ (s, $\hat{v}$), 誘導
Shapley 値を $g(s,\hat{v})$ とする. このとき, $\hat{v}$ が単調かつ凸てあるなら, 以下の関係が成り立っ.

$g(s,\hat{v})\in\hat{C}(s,\hat{v})$ .
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証明 補題 1 より, ファジイ協カゲーム $\hat{v}$ が凸なら誘導ゲーム $v^{\mathit{8}}$ も凸である. よって, このとき $v^{s}$ の

Shapley 値は $v^{s}$ の Core に含まれる, 次に,

$\sum_{i\in\sup \mathrm{p}}\epsilon g_{i}(s,\hat{v})=v^{s}(\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}s)=\hat{v}$
(s).

より, 誘導ゲームの Shapley 値がファジイ提携 $s$ に関する全体合理性を満たすことがわかる. また, ゼロ

プレイヤー特性も満たす.

$g_{i}(s,\hat{v})=0,$ $\forall i\not\in$ supp $s$ .

ここで, $v^{s}$ に対する提携合理性より,

$\sum_{i\in T}g_{i}(s,\hat{v})\geq v^{s}$
(T).

より,

$\sum_{i\in\sup \mathrm{p}}\epsilon’g_{i}(s,\hat{v})\geq v^{s}(\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}s’)$
, $\forall s’\leq s$ .

が成り立つ. $\hat{v}$ の単調性より

$\hat{v}$ (s$’$ ) $\leq\hat{v}$ (s
$|$ sup$\mathrm{p}s’$ )

が成り立つ. よって,

$\sum_{i\in\sup \mathrm{p}}s’g$ : $(s,\hat{v})\geq\hat{v}$ (s$’$ ), $\forall s’\leq s$ .

が成り立つ. 以上より, 誘導 Shapley 値はファジイ協カゲーム $\hat{v}$ のコア $C$ (s, $\hat{v}$) に含まれる. 口

次に, 誘導 Shapley 値と Choquet 積分 Shapley 値との関係について述べる. ここて, 補題を 1 つ導入
する.

補題 2[g] 任意の整数 $a,c_{F}s$ が $1\leq s\leq a<c$ を満たすとき次の関係が成り立つ.

$\frac{1}{c!}\sum_{i=0}^{c-a}(\mathit{8}+i -1)!(c-s-i)!_{c-a}C_{i}=\frac{(s-1)!(a-s)!}{a!}$

ファジイ協カゲームのクラスを $\hat{\mathcal{G}}^{c}$ に限定したとき, この 2 つの Shapley値に対し, 次の関係が成り立つ.

定理 8 ファジイ提携を $s\in[0,1]$n, ファジイ協カゲームを $\hat{v}\in\hat{\mathcal{G}}^{c}$ とする. このとき, $\hat{v}$ 1こ対して Choquet

積分型 Shpaley 値 $f$ と誘導 Shpaley 値 $g$ は一致する. つまり次式が成り立つ.

$f_{i}(s,\hat{v})=g_{i}(s,\hat{v})$

証明 定義より, $i\not\in \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}s$ のとき, $f_{i}$ (s, $\hat{v}$ ) $=g_{i}$ ( s, $\hat{v}$) $=0$ となる.

$i\in \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}s$ のときを考える. Choquet 積分型 Shpaley値の定義より, 次の関係が得られる.

$f_{i}(s,\hat{v})$ $=$ $\sum_{l=1}^{q(\epsilon)}\phi$ ;([s]h
$\iota$

, $v$ ) $(h_{l}-h_{l-1})$

$=$
$\sum q(s)$

$\sum$ $\beta$ ( $|$ T $|_{1}$
.

$|$ [s]h $\iota|$ ) [v(T)-v(T $\backslash$ i)](hl-h\sim -1) (5)
$l=1T\subseteq[s]_{h_{l}}$
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一方, 誘導 Shpaley 値の定義より, 次の関係が得られる.

$g_{i}(s,\hat{v})$ $=$ $\phi$ i $(\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}s, v^{s})$

$=$
$\sum_{T\subseteq\sup \mathrm{p}s}\beta$

( $|$ T $|;|$ supp $s|$ ) $[v^{s}(T)-v^{s}(T\backslash i)]$ (6)

ここで, 誘導ゲームと Choquet 積分型ファジイ協カゲームの定義を (6) に用いると次の関係が得られる.

$g_{i}(s,\hat{v})$ $=$
$\sum_{T\subseteq\sup \mathrm{p}s}\beta$

( $|$ T$|;|$ supp $s|$ ) $[\hat{v}(s_{|T})-\hat{v}(s\}T\backslash i)]$

$=$ $\sum_{l=1}^{q(s)}\sum_{T\subseteq\sup \mathrm{p}s}\beta$ ( $|$ T $|;|$ supp $s|$ )[$v([s|\tau]_{h_{\iota}})-v([s|T\backslash i$ ] h $\iota$
)] (h$\iota-$ hl-1) (7)

また, 次の関係が得られる.

$[s_{|T}]_{h_{l}}=\{j\in T|s_{j}\geq h_{l}\}=T\cap[s]_{h_{l}}$

$[s_{|T\backslash \{i\}}]_{h_{l}}=\{j\in T\backslash i|s_{j}\geq h_{l}\}=(T\backslash i)\cap[s]_{h\iota}$

これを (7) に適用すると, 次の関係が得られる.

$g_{i}(s,\hat{v})$ $=$ $\sum_{l=1}^{q(s)}\sum_{T\subseteq\sup \mathrm{p}a}\beta$ ( $|$ T $|;|\mathrm{s}$upp $s|$ ) $[v(T\cap[s]_{h_{l}})-v((T\backslash i)\cap[s]_{h_{\mathrm{l}}})](h_{l}-h_{l-1})$

$=$
$\sum q(s)$

$\sum$

$l=1T_{1}\subseteq[s]_{h_{l}}T_{2}\subseteq$su
$\sum_{\mathrm{p}\mathrm{p}s\backslash [s]_{h_{l}}}\beta(|T_{1}\cup T_{2}|;|\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}s|)$

$[v((T_{1}\cup T_{2})\cap[s]_{h_{l}})-v(((T_{1}\cup T_{2})\backslash i)\cap[s]_{h_{l}})](h_{l}-h_{l-1})$

$=$
$\sum q(\epsilon)$

$\sum$ $\sum$ $\beta$ ( $|T_{1}\cup T_{2}|;|$ supp $s|$ )
$l=1T_{1}\subseteq$ [gl $h_{l}\mathrm{i}2\subseteq s\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}$ $s\backslash [s]_{h_{l}}$

$[v(T_{1})-v(T_{1}\backslash i)]$ ( $h_{l}-$ hl-1) (8)

よって, (5) と (8) より, 次式が成り立つことを示せぱよい.

$\sum_{T_{2}\subseteq\sup \mathrm{p}s\backslash [s]_{h_{l}}}\beta$

( $|T_{1}\cup T_{2}|;|\mathrm{s}$ upp $s|$ ) $=\beta$ ( $|$ T1 $|$ ; $|$ [s] $h_{1}|$ ) (9)

$T_{1}\cap T_{2}=\emptyset$ に注意すると, (9) の左辺は次のようになる.

$\sum_{T_{2}\subseteq\sup \mathrm{p}s\backslash [s]_{h_{\iota}}}\beta(|T_{1}\cup T_{2}|;|\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}s|)$

$=$
$\sum_{T_{2}\subseteq\sup \mathrm{p}s\backslash [s]_{h_{l}}}.’\frac{(|T_{1}|+|T_{-}|-1)!(|\sup \mathrm{p}s|-|T_{1}|-|T_{2}|)!}{|\sup \mathrm{p}s|!}$

$|$ supp $\epsilon|-|[\epsilon]_{\mathrm{h}_{\{}}|$

$=$
$\sum_{\dot{\iota}=0}$

$\tau_{s\subseteq\epsilon \mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\epsilon\backslash [s]_{h_{f}}}\sum_{|T_{2}|=i}\frac{(|T_{1}|+i-1)!(|\sup \mathrm{p}s|-|T_{1}|-i)!}{|\sup \mathrm{p}s|!}$

$=$ $|8 \mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\sum_{i=0}^{s|-|[\theta]_{h_{l}}|}\frac{(|T_{1}|+i-1)!(|\sup \mathrm{p}s|-|T_{1}|-i)!}{|\sup \mathrm{p}s|!}(\begin{array}{ll}|\sup \mathrm{p} s|-|[s]_{h_{l}}| i\end{array})$ . (10)
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(10) に補題 2 を用いると, 次の関係が得られる.

$| \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{P}\sum_{i=0}^{s|-|[s]_{h_{\iota}}|}\frac{(|T_{1}|+i-1)!(|\sup \mathrm{p}s|-|T_{1}|-i)!}{|\sup \mathrm{p}s|!}|$

sup
$\mathrm{p}s|-|[s]_{\mathrm{h}_{l}}|C_{i}$

$=$ $\frac{(|T_{1}|-1)!(|[s]_{h_{l}}|-|T_{1}|)!}{|[s]_{h_{l}}|!}$

$=$ $\beta$ ( $|T_{1}|;|$ [s]h $\iota|$ )

以上より, $\sum$ $\beta$ ( $|T_{1}\cup T_{2}|;|$supp $s|$ ) $=\beta$ ( $|T_{1}|;|$ [s] $h_{l}|$ ) が成り立ち, $f_{i}$ (s, $\hat{v}$) $=g:(s, v\hat)$ が成り立つ
$T_{2}\subseteq \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\epsilon\backslash [s]_{h_{l}}$

ことが示された. 口

4.3 制限ゲームの誘導 Shapley値

ファジイ協カゲー $\text{ム}$による制限ゲームの解として, 制限ゲームの誘導 Shapley 値を考える.

定義 22 ファジイ協カゲーム $\hat{v}\in \mathcal{G}$ の FCS $F$ による制限ゲーム $\hat{v}^{F}$ におけるファジイ提携 $s\in[0,1]$n に対

する誘導 Shapley 値を次式で定義する.

$\mu_{i}(s,\hat{v}, F)=g_{i}(s,\hat{v}^{F})$

$\mu(s,\hat{v}, F)=(\mu_{1} (s,\hat{v}, F), \ldots,\mu_{n}(s,\hat{v}, F))$

定理 7 の系として次が与えられる.

系 1 ファジイ提携を $s\in[0,1]$n, ファジイ協カゲームを $\hat{v}\in \mathcal{G}$ , FSC を $F$ , Myerson値を $\mu$ $(s,\hat{v}, F)$ , ファ

ジイ協カゲームのコアを $C$ (s, $\hat{v}$) とする. このとき, $\hat{v}$ が単調かつ凸で, $F$ が交差集合てあるなら, 以下の
関係が成り立つ.

$\mu(s,\hat{v}, F)\in\hat{C}(s,\hat{v}^{F})$

5 おわりに

本稿ては, ファジイ協カゲームの解について議論し, FCS による提携の制限を考えた. ます, FCS の概
念をクリスプゲー\Delta からファジイ協カゲームへと拡張し, FCS による制限ゲームを導入した. そして, ファ

ジイ協カゲームに対する誘導 Shapley値を提案し, その性質について述べた.
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