
239

2次元粉体気体の乱流化とエネルギースペクトル

名古屋工業大学工学研究科礒部雅晴 (Masaharu Isobe)
Nagoya Institute of Technology

1 はじめに

1.1 背景

近年粉体の物理学では、粉体自身の運動の時間スケールに比べ外場 (重力、振動板など) て特

徴つけられる運動の時間スケールがはるかに小さい系 (すなわち微小重力、高励起) に対し、 非

平衡統計物理学の伝統的手法を拡張した系統的な研究が展開され、 ヨーロツパ、 アメリカを中心

に一大分野として確立されつつある。 この分野は特に、粉体気体 (Granular Gas) と呼ばれており

既に何冊かの本や系統的レビューも出版されている $[1, 2]$。

一般に粉体気体系は、境界条件や重力場の影響を大きく受けることが知られている。これらの
影響を最大限排除した、「自由冷却過程の粉体気体」 と呼ばれる系の研究が過去に多くなされた。
この系は一般に、無重力周期境界条件下において、初期状態を熱平衡状態に設定し、粒子衝突の

際に散逸を導入した (非弾性衝突) だけという非弾性剛体球 (Inelastic Hard $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}:\mathrm{I}\mathrm{H}\mathrm{S}$) 系のこ

とをさす。 これは、粉体気体 (そして一般の非平衡系) を考察するために、スピン系におけるイ

ジングモデルや乱流研究における一様等方性乱流に相当するような最も単純なモデル系の一つと
考えられ、 いわば理想粉体気体系と呼べるものである。
この系は、反発係数 $r=1$ (すなわち剛体球系) の熱平衡状態では、密度変化に対してよく知ら

れたアルダー転移が起こるだけだが、 (熱力学極限では) 微小散逸を伴う準弾性極限でさえたちま
ち系が不安定化し、 いくつかの時空スケールが出現する。 一般に認知されている緩和のシナリオ
は、 一様な冷却状態から速度場、密度場の順に空間不均一性 (空間相関) が生じ不安定化 (シア

リン久 クラスター化) を起こし、大局的にシステムサイズ全体に広がる最終アトラクター構造
を形成して非平衡定常状態に落ち着く、 もしくは局所的に数粒子のみ関与する非弾性コラプスを
おこして破綻するというものである。

12 粉体気体の解析手法

これまでに粉体気体系は、 ミクロ (分子動力学) 、メソ (気体運動論) 、マクロ (流体力学的方

程式) の 3 つの階層構造から、局所非平衡な非平衡統計力学として輸送現象の関係式などの新た
な一般的枠組みを構築する具体的対象としても研究されており揺動散逸定理や温度の概念の拡張
といったことさえも議論されてきている。 しかし、 3 つの階層構造に典型的とされる解析手法に
は、 それぞれ長所と短所が存在し、決定的な解析手法は未だ存在していないように思われる。 こ

こで、 これらを以下に簡単にまとめる。

1. ます最も系統的に理論解析が行われている階層はメソスケール (Boltzmam方程式) のアプ

ローチだと思われる。Boltzmann方程式ては、分子カオスの仮定が戒立する粉体気体の緩和
の初期ステージ (一様冷却状態) でのみ解析の妥当性が保障されており、空間相関が顕著に

なるシアリングステージ以降のステージを議論することは困難である。また、そもそも密度
に関しても平衡系で固相領域に対応する高密度領域は (現象論的に Enskog-Boltzmann方程
式やリング近似を考慮しても) 適用範囲外である。
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2. マクロスケールな解析手法においては、 Haffや Jenkins&Savage による流体方程式の導出が
有名である $[1, 2]$ が、 最近排除体積効果を圧力の増大として取り入れ、高密度になるクラス
ターを現象論的にモデル化した流体力学的方程式が Mazenko らのグループから提出され、最
終状態までの直接数値シミュレーション (Direct Numerical $\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}:\mathrm{D}\mathrm{N}\mathrm{S}$) が系統的に行
われた $[3, 4]$ . しかし、 DNS では多くのパラメーターや仮定が導入されており、 そもそも散
逸を伴う現象論的流体方程式がどこまで成り立つかといった根本的な問題さえ抱えているよ
うに思われる。

3. ミクロスケールの分子動力学は、近似なしに厳密な解が求まる唯一の方法である。 しかし、

空間相関が顕著になるシアリングステージ以降では大規模計算が必要なため計算量が膨大と
なり、 これまでの研究では粒子数が 10 万を越えると事実上最終アトラクター状態に到達す
るのが不可能に近くなる。 ここ 15年の高速アルゴリズムの開発とデータ構造の整備 $[5, 6]$ に

より、広範なパラメーター空間の最終状態まで到達できるようになったとはいえ熱力学極限
の空間相関を議論するには十分とは言いがたい。

L3 粉体気体と流体乱流

2次元非圧縮性ナビエストークス (Navier-Stokes:NS) 乱流は、粘性率ゼロの極限 (すなわちオ

イラー流体) でエネルギーとエンストロフィ– (渦度の 2 乗) が保存散として存在し、 自由減衰
過程ではエンストロフィーカスケードが起こる [7]。 また、 次元解析により発達した 2 次元乱流状
態におけるエネルギースペクトルの指数は -3 となることが $\mathrm{K}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{n},\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{r}$ らの理論により

35年以上も前に予測されている [7]。
粉体系と流体乱流との関連を調べた研究は、極めて少ない。粉体と流体乱流の類似性を最初に

指摘したのは田田こよる研究だと思われる [8]。 この先駆的な研究では、 2 次元粉体振動層におい
て数百粒子系シミュレーションにより、粒子変位のエネルギースペクトルを数値的に計算し、 3
次元乱流の Kolmogorov スケーリング指数 -5/3 を見出している。 しかし、 そもそも 2次元でなせ
Kolmogorov スケーリングが得られるのか? という点、振動という周期を持った外場により粒子を
励起させる点、粒子数と統計量の問題、励起の仕方が強制乱流に近い点、速度ではなく粒子の変位
のスペクトルを用いている点、重力による方向性の問題、解析の粗さなど多くの疑問点もあるよう
に感ずる。その後、Peng と大田は、重力の方向性のないランジュバン型熱浴を設置した 2次元粉体
気体の非平衡定常状態におけるシミュレーションを実行し、系統的な空間スペクトルの解析を行っ
た [9]。 しかし、 この研究も周期を導入して離散的に粒子を熱するといった点や、千粒子程度という
統計量の不足などいくつか疑問点もあり、流体乱流のスペクトルとの定量的な類似点は見出されて
いないようである。ごく最近になって、Radjai と Roux[10] が、 2次元において ParrinellO-ahman
型のシミュレーションセルを使い、準静的な領域ての粉体系のスペクトルを調べている 1 。しか
し、観測される統計量は定量的には 2次元乱流のスペクトル指数とは大きく異なり、定性的にはか
ろうじてべき分布を出している程度てあること、 システムサイズも数千粒子系であり統計性にも
疑問が生じる。 $\mathrm{M}\mathrm{D}$ のモデル自体もよくわからないものであるし、ParrineUo-Rahman型のシミュ
レーションセルを使うと、粉体特有のシア不安定性のため、 たちまちセル自身が著しく引き伸ば
されシミュレーションが破綻してしまうと予想される。 逆に、そういう事実が準静的な領域てス
ペクトルを取った理由ではないかと思われる。
これらすべての研究はべき乗則に似た結果を提出している。 しかし、 2次元乱流特有のスケー
リング指数を導出することには成功していない。その理由として、 (1) 粒子数が不十分なため統
計誤差がとても大きい、 (2) システムサイズが小さいため空間相関スケールと同程度、それ以下の

1 彼らは、 この論文て粉体系における乱流現象を gramulanoe という造語で銘打って発表しているが、既に田口らに
より先駆的研究が行われているにも関わらすそれらを引用していない。
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系で空間スペクトルを計算している、 (3) 系統的な $’\backslash \mathrm{o}$ ラメーター空間サーベイカ $\grave{\grave{\backslash }}$ (特}こレイノノレズ

数が大きくなる準弾性極限において) 行われていないようだ、 (4) 2 次元流体乱流の特有のエン
ストロフィーカスケードの概念白体をあまり知られていないためそのような問題意識がなかった、
ことなどがあけられると推測する。

1.4 ひとつの 2次元粉体乱流モデル

我々の予備的研究では、最も単純な粉体モデルとして研究が行われている 2次元� $\mathrm{S}$ モデノレに

おいても 2 次元乱流が発見され、 $\mathrm{N}\mathrm{S}$ 乱流と多くの定量的類似点があることが判明した $[11, 12]$。

現在まで、粉体気体の空間相関に関する物理量の系統的研究は Ernst らのグノレープによる気体運

動論による速度相関等の解析 [13] を除いてほとんどないと思われる。 そこで本研究では、 この 2

次元 IHS モデルにおいて発達した乱流状態に着目し、 高レイノルズ数または気体運動論による解
析が不可能な高密度系に焦点を絞って、、初期ステージから最終アトラクター状態に至るまでの長
時間かつ広範なパラメータ空間における乱流化とエネルギー&渦度スペクトル、 コノレモゴノレフス

ケールなどの空間構造の形成やスケーリング則を系統的に調べた。

2 モデルと計算手法

2.1 2 次元非弾性剛体球 (IHS) モデル

本研究で用いられる自由冷却過程の 2 次元 IHS モデルは、 その単純さゆえ系がたった 3 つの無

次元パラメーターだけで完全に特徴つけられる (反発係数 r、全粒子数 N、粒子占有率 $\nu$)。系の

一辺の大きさ $L$ は、 粒子直径 $d$ を長さの基本単位とすると、 $L/d=\sqrt{\pi N\nu}/2$ となる。 用 $\mathrm{A}\mathrm{a}$ る粒

子の直径はすべて等 $\text{しく}$ 系は単分散であるとする。剛体相互作用のため衝突は瞬間的に起こり、 2

体衝突のみを考慮されている。 今、 2つの粒子叙 $j$ がそれぞれ速度 $\mathrm{v}i$ と $\mathrm{v}j$ を持って衝突し、衝

突後の速度が $\mathrm{v}_{i}’$ と $\mathrm{v}_{j}’$ になったとすると、 非弾性剛体球の衝突則として以下のようにまとめるこ
とができる。

$\mathrm{v}_{\dot{l}}’$ $=$ $\mathrm{v}_{1}$

. $- \frac{1}{2}(1+r)[\mathrm{n}\cdot(\mathrm{v}:-\mathrm{v}_{j})]\mathrm{n}$ (1)

$\mathrm{v}_{j}’$ $=$ $\mathrm{v}_{j}+\frac{1}{2}(1+r)[\mathrm{n}\cdot(\mathrm{v}_{*}$. $-\mathrm{v}_{j})]\mathrm{n}$ , (2)

ここで、 $\mathrm{n}$ は、 2粒子が衝突した時の粒子同士の中心を結ぶベクトノレに平行な単位ベクトノレて、衝
突面に対して法線ベクトルとなっている。 この衝突則を使うと運動量は保存する力 S、エネノレギー

は失われる。
系の大きさは、粒子数 $N$ として 25 万から 100 万粒子まで、粒子占有率 $\nu$ は、 0.25\sim 0.75 と変

化させ 2 – 非平衡系に適用できる単純かつ汎用性があり高速な剛体球系 Event-Driven分子動力学

シミュレーションのアルゴリズム $[5, 6]$ を使 $\mathrm{A}\mathrm{a}_{\backslash }$ 2 次元周期境界条件の無重力下で計算を行った。
シミュレーションはすべて反発係数を $r=1$ に固定し初期緩和させ、系を熱平衡状態 [こさせた状

態 (分子カオス状態) より始めた。つまり初期状態は、空間的に一様な密度で分子速度 [はMaxwell-

Boltzmann分布に従っている。 この初期状態をとる理由は、 $r=1$ にお $\mathrm{A}\mathrm{a}$て熱力学的に [まエントロ

ピー最大で、 ボルツマンの $\mathrm{H}$ 関数は最小値をとっているため参照系として考えやす\iota $\mathrm{a}$ と $\mathrm{b}^{\mathrm{a}}$ う点力|

あけられる。逆に、「自由冷却過程の粉体気体」モデノレはこれらの熱力学的指標を用 \iota \supset て平衡安定

状態からの逸脱を定量化できるし、ある特別な初期条件 (熱平衡状態) 力]ら安定なアトラクター

2 Alder 転移は 2次元系の場合、 $\nu=0.70$ 付近で起こると言われて 4 る
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状態への緩和過程を見るという観点から研究することも出来る。 また、 最終アトラクター状態の

系統的研究により、 不可逆過程や拡張された揺動散逸定理と応答理論など理論展開できる可能性
を持っていると思われる。

最終アトラクター状態は、系の大きさ、密度を固定した場合、反発係数の違いにより、 一様冷

却、 シア流、 コラプスの 3 つの状態になることが、McNamara と Young[14] の 1024粒子系の小規
模シミュレーションにより報告されているが、 システムサイズに根拠はなく空間相関長の見積も

りもないため、最小相関がシステムサイズより大きくなる可能性が生じる。
反発係数に関する、一様冷却 - シア流境界は、 2 次元粉体気体運動論により導出されている [15]。

また、 シア流- コラプス境界は、 1 次元系でのコラプスの理論により見積もられている $[16, 17]^{3}$
。

ここでコラプスとは、非弾性コラプスと呼ばれている現象のことをさし、 これは非弾性剛体球を

使用する際にイベントドリブン型時間発展をさせることに起因する人工的な (病的) 現象と現在

では認識されており、具体的には有限時間に無限回の衝突を起こす。 このためシミュレーション

において衝突時間が極めて小さくなるため、時間発展しなくなり丸め誤差の精度を越え破綻する。
熱力学極限 $(Narrow\infty)$ では、 これら反発係数の両境界はいずれも 1 に漸近する。つまり、熱力学極
限系では、弾性剛体球系は理想気体としての極限系としてしか存在せず 4, どんなに小さな散逸で

も系はたちまち不安定化する [1]。 我々の予備的計算においても、 これらの境界は低密度において
は分子動力学シミュレーションの結果とよく一致することを確かめている。

22 非平衡定常状態と熱浴

自由冷却過程の非弾性剛体球系では全運動エネルギーが単調に減少する。 よって、 系は外部か

らのエネルギーの注入によって定常状態に達する。運動エネルギーのゆらぎに対する定常状態を
実現させるため、すべての粒子に全エネルギーが一定となるよう速度の大きさをスケールするこ
とが提案されている $[18, 19]_{0}$ これは正準集合 (NVT アンサンブル) すなわち運動論的熱浴を設置
した系をシミュレーションするために分子動力学法でよく行われている速度スケーリング法 [20]
と等価である。 この操作は、 ランダムカ型熱浴と異なり熱浴の影響が粒子の軌道に影響を与えす-
粒子間衝突による散逸 (反発係数) が非平衡度を特徴付ける単一の制御パラメーターになるとい
う自由冷却過程の非弾性剛体球の特異な性質を保持している。 また、 速度を上記のようにスケー
ルした系では、系の時間発展のモノサシを $t$ からスケールした時間 $t_{s}$ に変えることと等価である。
一方、 平衡系 $\mathrm{M}\mathrm{D}$ の熱浴法として運動論的温度と熱力学的温度が等分配されるという非ホロ
ノミックな拘束条件に基づいたガウスの束縛法 (ガウス型熱浴) と呼ばれる温度制御の方法が、

Hoover らと Evans により提案されている $[21, 22]$。 これは、 ガウスの最小束縛原理に基づいて、
全粒子の速度が一定となるように束縛力を付加する形になっている。速度スケーリング型熱浴と
ガウス型熱浴は、束縛型熱浴に分類され $[23]_{\text{、}}$ 数値差分するため運動方程式に書き下した時、 それ
らの差は $O(h)$ で一致することが示されている。 (ここで $h$ ?2数値積分の時間刻みを示す。) ところ

が剛体球極限では、イベントドリブン型で数値積分するため、時間刻み眉ま必要なく旧まゼロと
見なせる。 つまり、 速度スケーリング法とガウス熱浴は剛体球系という極限系では完全に等価な
操作ということになる。 結局、 自由冷却過程の非弾性剛体球系の定常状態を実現するため、 新し
い時間スケール $t_{s}$ を導入することは、剛体球系にガウス熱浴を設置することと等価になる。 定常
状態実現のために、 ガウスの白色雑音 (ランダムカ) で一様に励起した系もまた研究されている。
このタイプの熱浴法は、確率的熱浴法 (Stochastic Method) に分類され、粒子の速度ベクトルをス
ケールするだけでなく方向までも変えてしまう操作である。 もちろん、 $\mathrm{M}\mathrm{D}$ におけるこれら一連
の熱浴法と呼ばれている手法は、平衡系での速度分布関数がカノニカル分布になるという理由か

31 次元系の理論が使える理由は、 2次元系でもコラプスはクラスター内部の直線状に並んだ粒字によって起こると
いうシミュレーション事実が発見されたため。
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らテクニカルに使われているにすぎず、実際に熱
な強い非平衡系で熱浴として機能するかどうかは
(粉体) 粒子系で定常状態の速度分布関数や速度
質は熱浴の種類により非常にとても大きな影響 $i_{p}$

この事実は、平衡系で機能していた熱浴は、粉体
強く示唆し、 温度と熱浴の自然な拡張は何かを考
に、 運動論的熱浴と熱力学的熱浴の関係を拡張 $\mathrm{t}$

ション手法の発展を促す典型的事例を提供して $\mathrm{A}$

3 結果と考察

3.1 高密度系での最終アトラクター状態

$r=0.9968$ , (b) $r=0.9958$ , (c) $r=0.9953$.

浴を設置しているわけではな $\mathrm{A}\mathrm{a}$ し、 粉体系のよう

3i保証の限りではな\iota )。 実際、 上記の非平衡散逸

ffi関等が調べられた結果、系の動力学や統=^\beta 十的性
$\underline{\triangleright}$ うけることが明らかなりつつある [24, 25, 26]。

系のような非線型非平衡系では機能しな $\mathrm{A}\mathrm{a}$ ことを

$-\triangleright \mathrm{J}$える具体的な非平衡モデノレとなって $\mathfrak{h}\mathrm{a}$ると同時

’た熱浴法の理論体系の整備ならび}こシミュレー
$\mathrm{a}$ ると思われる。
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高密度系においては、相関長がシステムサイズ
退が起こっている可能性がある。実際、 2 次元流
と呼ばれる状態が認識されており、Review論文
れは、散逸スケール (コルモゴルフスケール) が

に凝縮状態という新しい現象が起こるということ
より予測されている。彼はこの現象をアナロジー

次元乱流の Bose-Einstein凝縮と呼んでいる。 こ $c$

ておらす、 今後の研究の進展が待たれる。

$7\backslash$ ケールを容易に越えてしまうため、何らかの縮
X乱流の分野では、凝縮状態 (Condensed State)
[7] においても 1 章をさいて紹介されている。 こ

$\grave{\grave{1}}$システムサイズより大きくなってしまった場合

を指摘したものであり、 1967年に Kraichnan に
- として (名前として適切かどうか別にして)

、 2
0ような観点からの粉体気体の研究は全くなされ

32 エンストロフィー散逸率とエネルギー $\mathrm{X}$ペクトル

$\mathrm{k}$

図 2: 典型的なエンストロフィー散逸率の時間発展。 クラスター不安定性が生じる時間てエンスト
ロフィーの散逸率は最大になる。 パラメーターは、 $(r, N, \nu)=(0.96459733, 512^{2},0.60)$

。

図 2 は、 エンストロフィー散逸率をスケールされた時間 $t_{\epsilon}$ (すなわち、ガウス型熱浴を設置し
た) でプロットした時間発展の典型的挙動である。 今回、 シミュレーションを行ったすべての場
合に関して、エンストロフィー散逸率がピークを持つ時刻でクラスター化が起こる、すなわちク
ラスター不安定性が生じる時間でエンストロフィーの散逸率は最大になることが判明した。 よっ

てこれが、 シアリングークラスタリングステージを決定する明確な指標になる。
エネルギー&渦度スペクトルとは、それぞれ温度場、渦度場の空間パワースペクトルのことであ

る。 図 3 には、 無次元化した波数雇に対するエネルギースペクトル $E(k)$ の時間発展の様子を示
している。 初期状態から一様冷却状態 (1st Stage) では、 フラットな分布をしているが、時間の経
過とともに低波数側で徐々に温度場の相関が発達していき、 クラスター不安定性が起こる瞬間に
べき的な振る舞いをし、 その指数が最大値をとることがわかる。また、指数は -3 に極めて近い値
をとる (すなわち、Kraichan らによる次元解析の理論予測と同じ発達した 2 次元乱流となる) こ

とがわかった。エネルギースペクトルが -3 を取る際、渦度スペクトルを計算したところ、指数は
-1 となりこれも次元解析と一致した。
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図 3: エネルギースペクトルの時間発展。クラスター不安定性が生じる時間でべき指数は理論予測
と同じ -3 となる。 パラメーターは、 $(r, N, \nu)=(0.99108526,512^{2},0.60)$。

次に、 温度場の空間相関長の最小波数スケール $k_{d}d$ に着目する。 速度場などの特徴的な空間ス

ケールは、解析的な議論から珂 $\sqrt{1-r^{2}}$ て相関長が弾性極限て発散することが予測されているが、
実際にシミュレーションにおいても図 4 に示すように、横軸を雇$/\sqrt{1-r}$ とすれば、粒子数や反

発係数の値によらずスケールすることができる。 また、 $r$ が弾性極限に近いとき、 べき的な領域が

増大することが確認できたため、低 $\sim$中程度の密度領域では弾性極限で流体乱流の性質がよりはつ
きりと現れ高レイノルズ数状態になるということが言える。一方、密度の変化に関しては、 平衡

系で固相に近い高密度になると最小相関長自体がはつきり定義できなくなった。 高密度系に関す
るエネルギースペクトルに関しては、 今後の課題とする。

4 まとめ

2 次元 IHS モデルの発達した乱流状態におけるエネルギースペクトルのスケーリング指数や最
小温度スケールの系統的な評価により、低密度系準弾性極限においてはクラスター不安定性以前
のステージは、発達した 2 次元非圧縮性 $\mathrm{N}\mathrm{S}$ 乱流のエンストロフイーカスケードと同様の現象力\leq 起
こっていることを示している。 また、 高密度系の最終アトラクター状態のシミュレーション結果
は、 2 次元乱流における Bose-Einstein凝縮との関係もほのめかして 4 $\mathrm{a}$ る。 これらの結果力] ら、 2
次元 IHS モデルは、 2 次元乱流の概念を使って部分的に理解できる可能性があることを強く示唆
していると結論付けることができる。

特に高レイノルズ数 (準弾性極限) 高密度系での最終アトラクター状態は、 ミクロスケーノレの

解析手法でしかアプローチすることが困難であるため、系統的なシミュレーションを行うことに
より、 そこからの理論展開が望める可能性が生じると思われる。 より精密な理論を構築するため

のデータの蓄積には、高レイノルズ数で発達した乱流を再現し相関長が大きな大規模計算をする
ことが必要である。
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Scalin9Onset of3rd Stage

図 4: 粒子占有率を $\nu=0.60$ に固定した場合の様々な粒子数と反発係数を変化させエネルギース
ペクトルを反発係数の関数によるスケーリングを行った。
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