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1 序文

最近, $\mathbb{C}^{n}$ 上 absolute ノルムにおいて, そのノルムの性質や幾何学的性質に関する
結果が得られている. $\mathbb{C}^{n}$ 上のノルム $||$ $||$ が absolute であるとは

$||(|x_{1}|, |x_{2}|, \cdot\cdot|, |x_{n}|)||=||(x_{1}, x_{2}, \cdot\cdot\langle, x_{n})||$ $\forall(x_{1}, x_{2}, \cdots, x_{n})\in \mathbb{C}^{n}$ ,

が戒立するときを言う. $||\cdot||$ が normalized とは

$||(1,0, \cdots, 0)||=||(0,1,0,$ $\cdot\cdot(, 0)||=\cdots=\mathrm{I}(0, \cdots, 0,1)||=1$

が戒り立 $’\supset$ ときを言う. 例えば p\sim ’ム, $||||_{p}$ は absolute normalized である. $\mathbb{C}^{n}$

上の absolute normalized ノノレム全体を $AN_{n}$ とお $\langle$ Bonsall-Duncan[3] の $\mathbb{C}^{2}$ 上の

absolute ノルムについての結果に関連して, 斎藤-加藤-高橋は, [10] において, $\mathbb{C}^{n}$ 上

の absolute ノルムを $\triangle_{n}$ 上の凸関数で特徴づけた. ここで,

$\triangle_{n}=\{(s_{1}, s_{2}, \cdots, s_{n})\in \mathbb{R}^{n} : s_{1}+s_{2}+\cdots+s_{n}=1, s_{i}\geq 0(\forall i)\}$ .

実際, 任意の $||\cdot||\in AN_{n}$ に対して,

$\psi(s)=||s||$ $(\forall s\in\triangle_{n})$ (1)

とする. このとき, $\psi$ は $\triangle_{n}$ 上で連続な凸関数であり, 次の条件を満たす-

$(A_{0})$ $\psi(1,0, \cdots, 0)=\cdots=\psi(0, \cdots,0,1)=1$ ,

(A) $\psi(s)\geq(1-s_{i})\psi(\frac{s_{1}}{1-\epsilon}\dot{.},$ $\cdot\cdot \mathrm{t},$
$\frac{S\dot{.}-1}{1-s_{\mathrm{i}}},0,$ $\frac{s.+1}{1-s_{i}},$

$\cdot\cdot(, \frac{s_{n}}{1-s_{i}})(i).$ .

$(\forall i=1,2, \cdots,n,\forall s=\{s_{n}\}\in\triangle_{n}, s_{i}\neq 1)$ .

重
$n$
を $\triangle_{n}$ 上の凸連続関数で, す. $\backslash ^{\backslash }\backslash$ての $i$ で (A�を満たすもの全体とする. このとき,

$AN_{n}$ と $\text{重_{}n}$ は, (1) の下で, 1 対 1 対応に対応する. この結果から, $\ell_{\mathrm{p}}$ 以外にも多くの
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absolute ノルムが存在することがわかる. これに関連して, 狭義凸性や一様non-square

性, smooth性などの幾何学的性質についての結果が得られて
$^{\mathrm{a}}$ る. (cf. [7, 10, 11]).

X講演では, absolute ノルムを持つ無限次元の数列空間である, $\ell_{\psi}$ 空間をを導入

しその空間のノルム構造や性質についての結果を述べる. 実際, その\nearrow くナツ $\nearrow\backslash$空間

と fl関数との関係を考察し, また, regular と $\backslash$ う性質を導入し, その概念と共役空

間との関連を具体例を与えながら考察する. また, $\ell_{\psi}$ 空間にお 4 ‘ての可分・囲や狭義凸

性についても対応する凸関数を使って調べる.

21,-空間
ある場所から先の要素が 0 である数列全体を $p_{0}$ とする. $\ell_{0}$ 上のノノレム $||$ $||$ 力 S

absolute であるとは, 任意の { $x\text{訂}\in\ell_{0}$ {こ対して, $||\{x_{n}\}||=||\{|x_{n}|\}||$ 力 $\grave{\grave{\backslash }}$戒り立つと

きを言う. また normalized であるとは, 任意の $i=1,2\cdot\cdot 1$ に対して, $||e_{i}||=1$ 力 $\grave{[searrow]}\backslash$或

り立つときを言う. ここで, $e_{i}=(0,0, \cdots, 0,1, 0(i), \cdots)$ . $\ell_{0}$ 上の absolute normalized

ノルム全体を $AN_{\infty}$ とおく また, $\triangle_{\infty}$ を

$\triangle_{\infty}=\{\{s_{n}\}\in\ell_{0}$ : $\sum_{n=1}^{\infty}s_{n}=1,$
$s_{i}\geq 0(\forall i)\}$

とおく [11] と同様に, $\ell_{0}$ 上の absolute ノルムを $\triangle_{\infty}$ 上の凸関数を使って特{致づけ

することができる. 実際, 任意の $|^{1_{\mathrm{I}}}$ $||\in AN_{\infty}$ に対して,

$\psi(s)=||s||$ $(s\in\triangle_{\infty})$ . (2)

と定義する. このとき, $\psi$ は $\triangle_{\infty}$ 上連続凸関数で, 次の条件を満たす

$(A_{0})$ $\psi(e_{i})=1(\forall i=1$

(A) $(s)\geq(1-s_{i})\psi\{$

($\forall\prime i=1,2,$ $\cdot$

, 2, $\cdots$ ),

$\overline{1}^{\lrcorner S}-\overline{s_{i}},$ $\frac{s_{2}}{1-s_{i}},$ $\cdots,$ $\frac{S_{i-1}}{1-\mathrm{s}_{i}},0,$

$\frac{s_{i+1}}{1-s_{i}}(i),$
$\cdots)$

. . , $\forall s=\{s_{n}\}\in\triangle_{\infty},$ $s_{i}\neq 1)$ .

重
$\infty$
をすべての $i$ に対して $(A_{i})$ を満たす $\triangle_{\infty}$ 上連続凸関数全体とする. また, 任意の

$\psi\in$ 重
$\infty$
に対して,

$||\{x_{n}\}||_{\psi}=\{$

$( \sum_{i=1}^{\infty}|x_{i}|)\psi(\frac{|x_{1}|}{\Sigma_{i=1}^{\infty}|x_{i}|},$ $\cdots,$
$\propto\Sigma_{i=1}|x_{\mathrm{i}}||x_{n}|,$

$\cdot\cdot \mathrm{t})$ ,

if $\{x_{n}\}\neq(0,0, \cdots)$ ,

0, if $\{x_{n}\}=(0,0, \cdots)$ .

とおくと, $||$ $||_{\psi}\in AN_{\infty}$ であり: またこれは (2) を満たす 従って $AN_{\infty}$ と $\text{重_{}\infty}$ (は 1

対 1 に対応する.
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例えば $\ell_{p}$ ノルム, $||\cdot||_{p}$ は absolute ノルムである. ここで $\psi_{p}$ を $||$ $||_{p}$ に対応する凸

関数とする.

定義 1\psi \in \Phi へとする. このとき $\ell_{\psi}$ を

$\ell_{\psi}=\{\{x_{n}\}_{n=1}^{\infty} : \lim_{narrow\infty}||(x_{1}, x_{2}, \cdots, x_{n}, 0, \cdots)||_{\psi}<\infty\}$

と定義する. $l_{\psi}$ 上にノルムを

$|| \{x_{n}\}_{n=1}^{\infty}||_{\psi}=\lim_{narrow\infty}||(x_{1}, \cdots, x_{n}, 0,0, \cdots)||_{\psi}$

と導入すると, $\ell_{\psi}$ は Banach空間になる.

また, $c_{\psi}$ を $\ell_{0}$ の $(\ell_{\psi}, ||\cdot||_{\psi})$ にお {する閉包とする.

例 2 $1\leq p<\infty$ ならば, $c_{\psi_{p}}=\ell_{\psi_{\mathrm{p}}}=\ell_{p}$ である. また, $p=\infty$ のとき, $c_{\psi_{\infty}}=c_{0}\neq$

$\ell_{\infty}=\ell_{\psi_{\infty}}$ .

$c_{\psi}$ と $\ell_{\psi}$ の関係を表すために, 次の概念が必要である.

定義 3 $\psi\in$ 重
$\infty$
とする. このとき $\psi$ が regularであるとは, 任意の $x=\{x_{n}\}$ $\in\ell_{\psi}$ に

対して,
$||(0,0, \cdots, 0, x_{n+1}, x_{n+2}, \cdots)||_{\psi}arrow 0$ $(narrow+\infty)$

が戒り立つときを言う

命題 4 $\psi\in$ 重
$\infty$
とする. このとき, $c_{\psi}=\ell_{\psi}$ であることと $\psi$ が regularであるととは

同{直である.

証明. $c_{\psi}=\ell_{\psi}$ と仮定する. また, $x=\{\xi_{i}\}\in\ell_{\psi}$ とおく このとき, 任意の $\epsilon>0$ に

対して, ある $y=(\eta_{1}, \cdots, \eta_{n_{0}-1},0,0, \cdots)\in\ell_{0}$ が存在して, $||x-y||_{\psi}\leq\in$ . よって

$n\geq n_{0}$ ならば

$||(0, \cdots, 0,\xi_{n_{0}},\xi_{n_{0}+1}\cdot\cdot|, \xi_{n+1}, \cdots)||_{\psi}$

$\leq||(\xi_{1}-\eta_{1}, \cdots, \xi_{n_{0}-1}-\eta_{n0^{-1}’}\xi_{n_{0}},\xi_{n\mathrm{o}+1}, \cdots)||_{\psi}$

$=||x-y||_{\psi}\leq\epsilon$ .

従って $\psi$ は regular である. 逆は自明である. $\blacksquare$

例 5 $1\leq p<\infty$ とする. このとき $\psi_{p}$ は regularだが $\psi_{\infty}$ は regularでない.
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次に, $\ell_{\psi}$ の dual ノルムや回帰性について考える. $\psi\in \text{重_{}\infty}$ {こ対して, $\psi^{*}$ を各 $s\in\triangle_{\infty}$

に対して
$\psi^{*}(s)=\sup_{t\in\Delta\infty}\langle s,t\rangle/\psi(t)$

とおく このとき, \psi *\in \Phi エカ\supset つ $(\psi^{*})^{*}=\psi$ 力 $\grave{\grave{>}}\Re$ り立つことに注意する.

定理 6 $\psi\in$ 重
$\infty$
とする. このとき

(i) $(c_{\psi})^{*}=\ell_{\psi}*$ である. 特に, $\psi$ 力 $\grave{\grave{1}}$ regularなら $l\mathrm{f}(\ell_{\psi})^{*}=\ell_{\psi}*$ .
(ii) $\ell_{\psi}$ (resp. c\leftrightarrow が回帰的であることと, $\psi$ と $\psi^{*}$ がともに regularであること (は同{直.

最後に, $\ell_{\psi}$ の可分性, 狭義凸性についての結果を述べる. 任意の $\psi\in \text{重_{}\infty}$ (こ対して, 明

らかに $c_{\psi}$ は可分である.

定理 7 $\psi\in \text{重_{}\infty}$ とする. このとき, $\ell_{\psi}$ は可分であることと $\psi$ 力 $\grave{\grave{1}}$ regularであること

は同値である. 即ち, $p_{\psi}\supset\neq c_{\psi}$ ならば $\ell_{\psi}$ は可分でな 4 $\mathrm{a}$ .

定義 8 $X$ を Banach空間とする. このとき, $X$ が狭義凸であると $\#\mathrm{h},$ $||x||=||y||=$

$1,$ $x\neq y$ なる任意の $x,$ $y\in X$ に対して,

$|| \frac{x+y}{2}||<1$

であるときをいう.

例 9(i) $\ell_{p}(1<p<\infty)$ は狭義凸だが, $\ell_{1},$ $\ell_{\infty}$ は狭義凸でな $\iota\backslash$ .
(ii) $X_{1},$ $X_{2},$ $\cdots,$

$X_{n}$ を狭義凸なバナツハ空間の列とする. また $1<p<\infty$ とする.

このとき: $(X_{1}\oplus X_{2}\oplus\cdots\oplus X_{n})_{p}$ は狭義凸.

斎藤一加藤一高橋は, $\mathbb{C}^{n}$ 上の absolute ノルムの狭義凸性につ $\mathfrak{h}\backslash$ て, 次のよう {こ凸関

数で特徴付けた.

定理 10([11]) $\psi\in$ 重
$n$
とする. このとき, $(\mathbb{C}^{n}, || ||_{\psi})$ tは狭義凸であることと $\psi$ 力 S

$\triangle_{n}$ 上で狭義凸であることは同値である.

同様に, $\ell_{0}$ 上に対しても次のことがわかる.

定理 11 $\psi\in \text{重_{}\infty}$ とする . このとき, $(\ell_{0}, ||\cdot 1_{\mathrm{I}}|_{\psi})$ 力 $\grave{\grave{>}}$狭義凸であることと $\psi$ 力 $\grave{\grave{>}}$

$\triangle_{\infty}$ 上狭

義凸であることは同値である.

この定理から, $\ell_{\psi}$ 空間について, 次のことがわかる.

定理 12 $\psi\in \text{重_{}\infty}$ とする. このとき, $\ell_{\psi}$ が狭義凸であるなら $\uparrow\mathrm{h}.$ , $\psi$ 力 $\grave{\grave{1}}$

$\triangle_{\infty}$ 上狭義凸で

$\text{ある}$ .
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これは, $(\ell_{0}, || ||_{\psi})$ が $\ell_{\psi}$ の部分空間であるから, 明らかである. しかし, この結果の

逆は成立しない.

例 13 $\mathbb{C}^{n}$ 上に次のように帰納的に定義するノルムを導入する.

$||(x_{1}, x_{2})||_{\phi}=||(x_{1}, x_{2})||_{p_{1}}(\ell_{p1}-mrm)$

$||(x_{1}, x_{2}, \cdot\cdot , x_{n})||_{\phi}=||(||(x_{1}, x_{2}, \cdot\cdot\tau, x_{n-1})||_{\phi}, x_{n})||_{p_{n}},$ $(\ell_{p_{n}}-norm)$ .

ここで $p_{n}$ (は
$\log 2$

$p_{n}=\overline{\log(1+\mp n4n+31)}$
.

このとき $1<p_{n}<+\infty(\forall n)$ と $p_{n}arrow+\infty(narrow+\infty)$ である. $\ell_{0}$ 上のノノレム $||$ $||_{\phi}$

を
$||\{x_{n}\}||_{\phi}=\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}||(x_{1}, x_{2}, \cdots, x_{n})||_{\phi}$

と定義すると, 明らかに $||$ $||_{\phi}\in AN_{\infty}$ である. さらに ( $\ell_{0},$ $||$ |\mapsto は狭義凸であるこ

とが容易にわかる. 従って
$i$
対応する $\phi$ は狭義凸関数である. しかし, $\ell_{\phi}$ は狭義凸で

ないことがわかる.
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