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\S 1 $\cdot$

$\ulcorner\#$

非線形 $\mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{r}\dot{\mathrm{o}}$dinger 方程式や非線形 Klein-Gordon 方程式の定在波解の軌道安定性及

び不安定性は 1980年代初頭より盛んに研究され ([1, 5, 23, 24, 25, 30]), Grillakis, Shatah

and Strauss $[8, 9]$ により一般論としては一応完成したと考えられる. 近年は, 定在波解

の漸近安定性もよく研究されている ([3, 6, 22, 26, 27]’1 が, ここで考える単一幕型の方程

式 (1), (8) に対する結果はまだないようである. 本稿では, 非線形 Klein-Gordon 方程式

の定在波解の不安定性に関する Grozdcna Todorova (University of Tennessee) との共同

研究について紹介する.

1. 初期値問題 次の非線形 Klein-Gordon 方程式に対する初期値問題

$\partial_{t}^{2}u-\triangle u+u=|u|^{p-1}u$ , $(t, x)\in \mathbb{R}\cross \mathbb{R}^{N}$ (j)

$u(0, x)=u_{0}(x)$ , $\partial_{t}u(0, x)=u_{1}(\backslash x)$ , $x\in \mathbb{R}^{N}$ (2)

について考える, ここで, $u:\mathbb{R}\cross \mathbb{R}^{N}arrow \mathbb{C}$ で, 本稿を通して

$N\geq 2$ , $1<p<1+ \frac{4}{N-2}$ (3)
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を仮定する. エネルギー空間 $X=H^{1}(\mathbb{R}^{N})\cross L^{2}(\mathbb{R}^{N})$ における (1)(2) の適切性は知

られている ([7]): 任意の $(u_{0}, u_{1})\in X$ に対して, ある $T>0$ が存在し, $(1)-(2)$ の解

$\vec{u}:=(u, \partial_{t}u)\in C([0, T);X)$ が一意的に存在する. その最大存在時間を $T^{*}=T^{*}(u_{0}, u_{1})$

と表すと, $T^{*}<\infty$ ならば $\lim_{t}arrow\tau*||\vec{u}(t)||_{X}=\infty$ . また, エネルギー及び電荷の保存則

$E(\vec{u}(t))=E(u_{0}, u_{1})$ , $Q(\vec{u}(t))=Q(u_{0}, u_{1})$ , $t\in\lfloor\lceil 0,$ $T^{*})$

が戒り立つ. ここで

$E(u,v)= \frac{1}{2}||v||_{2}^{2}+\frac{1}{2}||\nabla u||_{2}^{2}+\frac{1}{2}||u||_{2}^{2}-\frac{1}{p+1}||u||_{p+1}^{p+1}$ , (4)

$Q(u,v)={\rm Im} \int_{\mathbb{R}^{N}}\overline{u}vdx$ . (5)

定在波解の安定性の研究において, 電荷の保存則はエネルギー保存則と同程度に重要な

役割を果たす

解の漸近挙動によって初期データを次の 3 っに分類する.

$B=\{(u_{0}, u_{1})\in X : T^{*}(u_{0}, u_{1})<\infty\}$ ,

$\mathcal{G}=\{(u_{0},u_{1})\in X : T^{*}(u_{0},u_{1})=\infty_{1}\mathrm{s}\mathrm{u}^{\mathrm{p}}||\vec{u}(t)||_{X}<\infty\}t\geq 0$ ’

$\mathcal{U}=\{(u_{0},u_{1})\in X:T^{*}(u_{0},u_{1})=\infty, \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}||\vec{u}(t)||_{X}=\infty\}t\geq 0^{\cdot}$

エネノレギー保存貝 $|$」と Sobolev の不等式から, $||(u_{0}, u_{1})||_{X}<\delta$ ならば $(u_{\mathrm{t})}, u_{1})\in \mathcal{G}$ となる

$\delta>0$ が存在することが分る. また, 等式

$\frac{d^{2}}{dt^{2}}||u(t)||_{2}^{2}=-2K_{1}(\vec{u}(t))$ , (6)

$K_{1}(u, v)=-||v||_{2}^{2}+||\nabla u||_{2}^{2}+||u||_{2}^{2}-||u||_{p+[perp]}^{p+1}$

を用いて: $E(u_{0\}}u_{1})<0$ ならば $(u_{0}, u_{1})\in B$ が示される ([11]). さら (こ, $\mathcal{U}$ (こついて

は, Cazenave [4] !こより.’ $N=2$ のときは $p\leq 5,$ $N\geq 3$ のときは $p\leq N/(N-2)$ な
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る条件の下で, $\mathcal{U}=\emptyset$ であることが示されている. 後の \S 4 で, $p<1+4/(N-1)$ な

らば $\mathcal{U}=\emptyset$ であることを示す- $N=2$ のとき $1[perp]_{\mathrm{I}}4/(N-1)=5,$ $N=3$ のとき

$1+4/(N-1)=N/(N-2)=3,$ $N\geq 4$ のとき $N/(N-2)<1+4/(N-1)$ に注意する.

2. 定在波解 $\omega\in \mathbb{R}$ に対して, $\varphi\in H^{1}(\mathbb{R}^{N})\backslash \{0\}$ が

$-\triangle\varphi+(1-\omega^{2})\varphi=|\varphi|^{p-1}\varphi$ , $x\in \mathbb{R}^{N}$ (7)

の解であるとき: $u(t, x)=e^{\iota\omega t}\varphi(x)$ を (1) の定在波解という 定在波解が存在するために

は, $-1<\omega<1$ が必要である. また, $-1<\omega<1$ のとき). (7) は一意的な正値球対称解

$\phi_{\omega}$ をもつことが知られている ([28, 10]). $e^{i\omega t}\phi_{\omega}$ を (1) の基底状態, 基底状態以外の定在

波解を励起状態という (但し, 偏角及び平行移動の違いは同一視する). 定在波解の安定

性に関する既知の結果の多くは基底状熊に対するものであり.’ 励起状態に対する結果は

あまり知られていない. (1) の基底状態 $e^{i\omega t},\cdot\phi_{\omega}$ の安定性については次が知られている.

$\bullet$ $\omega=0$ のとき, 爆発不安定 ([1], cf. [24])

$\bullet$ $p<1+4/N$ , \mbox{\boldmath $\omega$}。 $<|^{1}\omega|<1$ のとき, 軌道安定 ([23])

$\bullet$

$p$ く $1+4/N,$ $|\omega|<\vee v_{c}$’ または $p\geq 1+4/N,$ $\mathrm{i}\omega|<1$ のとき, 軌道不安定 ([25])

二こで

$\omega_{c}$. $=\sqrt{\frac{p-1}{4-(N-1)(p-1)}}$

であり. 以下で述べる定義がら, 爆発不安定ならば軌道不安定である. また, $\omega=0$ のと

きの爆発不安定性は等式 (6) に基づぐ本稿では, 次の 2 つの問題について考えたい.

・臨界の場合 $p<1-\vdash 4/N$ , |\mbox{\boldmath $\omega$}|=\mbox{\boldmath $\omega$}。はどうか

$\bullet$ $\omega\neq 0$ のとき, 軌道不安定性よりも強い意味の不安定性は成り立つか
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3 $\cdot$ 定義 (1) の定在波解 $e^{i\omega t}\varphi$ に対して, $\vec{\varphi}=(\varphi, i\omega\varphi)$ とおく 次が戒り立っとき, $e^{i\omega t}\varphi$

は軌道安定であるという: 任意の $\epsilon>0$ に対し, ある $\delta>0$ が存在し, $||(u_{0}, u_{1})-\vec{\varphi}||_{X}<\delta$

ならば, $(1)-(2)$ の $\mathrm{g}_{4}^{7\mathrm{J}}\mathrm{F}$

$\vec{u}(t)$ は $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}_{t\geq 0}\inf_{\theta\in \mathbb{R}^{y}\in \mathbb{R}^{N}},||\vec{u}(t)-e^{i\theta}\vec{\varphi}(\cdot+y)||_{X}<\in$ をみたす また,

軌道安定でないとき: $e^{i\omega t}\varphi$ は軌道不安定であるという. さらに, $\vec{\varphi}\in\overline{B}$ であるとき, $e^{i\omega\prime}.’\varphi$

は爆発不安定であるといい, $\vec{\varphi}\in\overline{B\cup \mathcal{U}}$ であるとき, $e^{i\omega t}\varphi$ は強不安定であるという. こ

こで, $\overline{A}$ は $X$ における $A$ の閉包を表す

【注意】定義から, 爆発不安定 \Rightarrow 強不安定 \Rightarrow 軌道不安定.

4 $\cdot$ 非線形 Schr\"odinger 方程式

$-i\partial_{t}u-\triangle u=u|^{p-1}|u|$
’

$(t, x)\in \mathbb{R}\cross \mathbb{R}^{N}$ (8)

の定在波解の安定性については次が知られている.

$\bullet$ $p<1+4/N$ のとき, 基底状態 $e^{i\omega\iota}\phi_{\omega}$ はすべて軌道安定 $([5^{1}\rfloor)$

$\bullet$ $p>1+4/N$ のとき, 基底状態 $c^{i\omega t},\phi_{\omega}$ はすべて爆発不安定 ([1])

$\bullet$ $p=1+4/N$ のとき.’ 定在波解 $e^{i\omega t}\varphi$ はすべて爆発不安定 ([29])

エネルギー空間 $H^{1}(\mathbb{R}^{N})$ において (8) に対する初期値問題は適切であり, エネルギー及

び電荷の保存則が戒り立つ. 但し, (8) のエネルギーと電荷は

$E(u)= \frac{1}{2}||\nabla u||_{2}^{\mathfrak{d}}arrow-\frac{1}{p+1}||u||_{p+17}^{p+1}$ $Q(u)= \frac{1}{2}||u||^{2}|2$

と定義される. また, 初期データ $u_{0}\in H^{1}(\mathbb{R}^{\mathrm{V}}\wedge)$ が $xu_{0}\in L^{2}(\mathbb{R}^{N})$ をみたせば, (8) の解

$u(t)$ はヴイリアル等式

$\frac{d^{2}}{dt^{2}}||xu(t)||_{2}^{2}=16P(u(t))$ , (9)

$P(u)= \frac{1}{2}||\nabla u||_{2}^{2}-\frac{N(p-1)}{4(p+1)}||u||_{p+1}^{p+1}$
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をみたす $p\geq 1+4/N$ のときの爆発不安定性は等式 (9) に基づ $\langle$ . 特に, $p=1+4/N$

のとき: $P(u)=E(u)$ に注意する.

\S 2. 主結果と証明の概略

次の 4 つの定理は G. Todorova との共同研究 ([19, 20]) による.

定理 1 $p<1+4/N$ , |\mbox{\boldmath $\omega$}|=\mbox{\boldmath $\omega$}。とし, $\varphi\in H^{1}(\mathbb{R}^{N})\backslash \{0\}$ を (7) の球対称解とする. この

とき, ( $1\grave{)}$ の定在波解 $e^{i\omega t}\varphi$ は爆発不安定である.

定理 2 $p<1+4/N$ , |\mbox{\boldmath $\omega$}|<\mbox{\boldmath $\omega$}。のとき, (1) の基底状態 $e^{i\omega t}\phi_{\omega}$ は爆発不安定である.

定理 3 $p\geq 1+4/N$ のとき, (1) の基底状態 $e^{i\omega t}\phi_{\omega}$ はすべて強不安定である. さらに,

$N=2,3$ のときは $p\leq 1+4/(N-1),$ $N\geq 4$ のときは $p<1+4/(N-1)$ を仮定する

と, (1) の基底状態 $e^{i\omega t}\phi_{\omega}$ はすべて爆発不安定である.

定理 4 $N\geq 3,$ $|\omega|\leq\sqrt{(p-1)}/(p+3)$ のとき, (1) の基底状態 $e^{i\omega t}\phi_{\omega}$ は爆発不安定で

ある.

定理 4 の証明は, $\omega=0$ に対する Berestycki-Cazenave [1] と同じく, 等式 (6) に基づ

く但し, $K_{1}$ だけでなく.

$K_{2}(u,v)=- \frac{1}{2}||v||_{2}^{2}+(\frac{1}{2}-\frac{1}{N})||\nabla u||_{2}^{2}+\frac{1}{2}||u||_{2}^{2}-\frac{1}{p+1}||u||_{p+1}^{p+1}$

を用いた基底状態の変分法的特徴付けも使うため) $N\geq 3$ が必要になる.

定理 1, 2, 3 の証明は, Shatah [24] を参考にする. [24] では

$\frac{d}{dt}{\rm Re}\int_{\mathbb{R}^{N}}x\cdot\nabla u\partial_{t}\overline{u}dx=NK_{2}(\vec{u}(t))$ (10)

に基づき $\dot{)}N\geq 3,$ $\omega=0$ のとき, (1) の基底状態の強不安定性を示している. 但し, (10)

の左辺の積分はエネルギー空間 $X$ では定義されないので, 非有界な関数 $x$ を有界な関

数列で近似する. また, その近似による誤差を制御するために, 摂動を球対称な関数に制
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限し, 球対称な $w\in H^{1}(\mathbb{R}^{N})$ に対する減衰評価 ([28])

$||w||_{L^{\infty}(|x|\geq m)}\leq Cm^{-(N-1)/2}||w||_{H^{1}}$ (11)

を用いる. $N\geq 2$ という仮定は, ここで必要となる. このような方法は非線形 Schridinger

方程式の解の爆発問題でも用いられる ([17, 18, 12, 13, 14, 16]). また, (10) は

$\frac{d^{2}}{dt^{2}}\int_{\mathbb{R}^{N}}|x|^{2}\{\frac{1}{2}|\partial_{t}u|^{2}+\frac{1}{2}|\nabla u|^{2}+\frac{1}{2}|u|^{2}-\frac{1}{p+1}|u|^{p+1}\}dx$ (12)

$=-2 \frac{d}{dt}{\rm Re}\int_{\mathbb{R}^{N}}x\cdot\nabla u\partial_{t}\overline{u}dx=-2NK_{2}(\vec{u}(t))$

と書くことができるが, 等式 (6) や非線形 Schr\"odinger 方程式に対するヴイリアル等式

(9) の左辺の積分と異なり:(12) の左辺の積分は正定値ではないので, (12) から爆発不安

定性を直接示すはできないことに注意する. そこで, 定理 1, 2, 3 では, 強不安定性と非有

界な時間大域解の非存在性から爆発不安定性を導くという方針をとる.

$p\geq 1+4/N$ のとき (定理 3) は

$- \frac{d}{dt}$ Rc $\int_{\mathbb{R}^{N}}\{2x\cdot\nabla u+Nu\}\partial_{t}udx=4P(u(t))$ (13)

の近似を考える. ここで, $P$ は非線形 Sclur\"odinger 方程式に対するヴイリアル等式 (9) の

右辺に現れる汎関数と同じものである. また, (6) は

$- \frac{d}{dt}{\rm Re}\int_{\mathbb{R}^{N}}u\partial_{t}\overline{u}dx=K_{1}(\vec{u}(t))$ (14)

とかけ: (13) は (10) と (14) から導かれることに注意する.

$p<1+4/N$ のとき (定理 1, 2) は

$- \frac{d}{dt}{\rm Re}\int_{\mathbb{R}^{N}}\{2x\cdot\nabla u+(N+\alpha)u\}\partial_{t}\overline{u}dx=K(\vec{u}(t))$ (15)

(cf. [25, $\mathrm{P}\cdot 185]$ ) の近似を考える. ここで, $\alpha:=4/(p-1)-N>0$ ,

$K(u,v):=4P(u)+\alpha K_{1}(u,v)$

$=- \alpha||v||_{2}^{2}+\alpha||u||_{2}^{2}+(\alpha+2)\{||\nabla u||_{2}^{2}-\frac{2}{p+1}||u||_{p+1}^{p+1}\}$ .
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(13), (15) の左辺に現れる $r=|x|$ 及び $N$ の近似として, 次の性質をみたす非負値関数

列 $\{\Psi_{7’\iota}\},$ $\{\Phi_{m}\}\subset C^{2}([0, \infty))$ をとる.

$\bullet$ $0\leq r\leq m$ のとき, $\Psi_{m}(r)=r,$ $\Phi_{m}(r)=N$ ,

$\bullet$ $\forall r\geq 0$ [こ対し, $\Psi_{\mathit{7}’ l}’(r)+\frac{N-1}{r}\Psi_{77\mathrm{L}}(r)=\Phi_{m}(r)$,

$\bullet$ $\forall r\geq 0,$ $k=0,1,2$ }こ対し, $|\Phi_{m}^{(k)}(r)|\leq Cm_{:}^{-k}$

$\bullet$ $\forall r\geq 0$ に対し, $\Psi_{m}’(r)\leq 1$ .

このとき, $\vec{u}(t)$ を (1) の球対称解とすると, (13) の近似として

$- \frac{d}{dt}{\rm Re}\int_{\mathbb{R}^{N^{-}}}\{2\Psi_{m}\partial_{r}u+\Phi_{m}u\}\partial_{t}\overline{u}dx$ $(’16)$

$= \int_{\mathbb{R}^{N}}\{2\Psi_{m}’|\nabla u|^{2}-\frac{p-1}{\mathrm{P}+1}\Phi_{m}|u|^{p+1}-\frac{1}{2}\triangle\Phi_{m}|u|^{2}\}d\prime x$

$\leq 4P(u(t))+\frac{N(p-1)}{p+1}\int_{|x|\geq m}|u(t,x)|^{P+1}dx+\frac{C/}{m^{2}}||u(t)||_{\mathrm{A}}^{2}\mathrm{Q}$

が成り立つ. また
$j$

(15) の近似として

$- \frac{d}{dt}{\rm Re}\int_{\mathbb{R}^{N}}\{2\Psi_{m}\partial_{r}u+(\Phi_{m}+\alpha)u\}\partial_{t}\overline{u}dx$ (17)

$\leq K(\vec{\tau\iota}(t’))+\frac{N(p-1)}{p+1}\int_{|x|\geq m}|u(t, x)|^{p}+1dx+\frac{C}{m^{2}}J||u(t)||_{2}^{2}$

が戒り立つ. 右辺第 2 項を制御するために, 球対称関数に対する減衰評価 (11) を用いる.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\vec{\mathrm{c}}},$ $K(u, v)f\mathrm{h}$

$K(u, v)=-2(\alpha+1)||v-i\omega u||_{2}^{2}+2(\alpha+2)(E-\omega Q)(u, v)$

$-2\alpha\omega Q(u, v)-2\{1-(\alpha+1)\omega^{2}\}||u||_{2}^{2}$ (18)

と保存量 $E,$ $Q$ を用いてかけ, |\mbox{\boldmath $\omega$}|=\mbox{\boldmath $\omega$}。のときは $(\alpha+1)\omega^{2}=1$ であることに注意する.

(16), (17) を用いて, 定理 1, 2, 3 において強不安定性が示される. 強不安定性から爆発
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不安定性を導くためには, $\mathcal{U}=\emptyset$ , すなわち, (1) の任意の時間大域解はエネルギー空間

$X$ において有界であることを示せばよい. $u(t)$ を (1) の時間大域解とすると. (6) がら

$\sup_{t\geq 0}||u(t)||_{2}<\infty$ は容易に分る ([4]). この $L^{2}$ 評価とエネルギー保存則及び GagliardO-

Nirenberg の不等式から, $p<1+4/N$ のとき $\sup_{t\geq 0}||\vec{u}(t)||_{X}<\infty$ が分る. もう少し工夫

すると, $p<1+4/(N-1)$ ならば $\sup_{t\geq 0}||\vec{u}(t)||_{X}<\infty$ を示すことができる (cf. [4, 15]).

以上で, 定理の証明の概略を述べたが, 次の \S 3 では, 定理 1 を証明する. また, \S 4 で

は, $p<1+4/(N-1)$ のとき, (1) の時間大域解の有界性を示す

\S 3. 定理 1 の証明

$\varphi\in H^{1}(\mathbb{R}^{N})\backslash \{0\}$ を (7) with \mbox{\boldmath $\omega$}=\mbox{\boldmath $\omega$}。の球対称解とし, $\vec{\varphi}:=$ ( $\varphi$ , i\mbox{\boldmath $\omega$}、.\mbox{\boldmath $\varphi$}),

$\delta(\lambda):=\alpha\omega_{c}Q(\lambda\dot{\mathrm{t}}\vec{\rho})-(\alpha+2)(E-\omega_{c}Q)(\lambda^{\vec{\varphi}})$

とおく このとき: $K(\vec{\varphi})=0$ より, 任意の $\lambda>1$ に対して $\delta(\lambda)>0$ であることが分る.

$\lambda>1$ とし, \uparrow \rightarrow x(0)=\lambda \mbox{\boldmath $\varphi$}\rightarrow なる (1) の解 $u(t)$ がすべての $t\geq 0$ に対して存在し, $X$ で有界

である, すなわち,

$M_{1}:=\mathrm{s}\mathrm{u}^{\mathrm{p}}||\vec{u}(t)||_{X}<\infty t\geq 0$

と仮定し, 矛盾を導く $\varphi$ は球対称だから, すべての $t\geq 0$ に対して $u(t)$ は球対称であろ

ことに注意する.

$I_{m}(t)={\rm Re} \int_{\mathbb{R}^{N}}\{2\Psi_{7n}\partial_{r}u+(\Phi_{m}+\alpha)u\}\partial_{l}\overline{u}dx$

とおくと, (17) より,

$-I_{m}’(t)\leq K(\vec{u}(t))+R_{n\mathrm{z}}(t)$ , $t\geq 0$

が成り立つ. ここで,

$R_{m}(t)= \frac{N(p-1)}{p+1}\int_{|x|\geq m}|u(t, x)|^{p+1}dx+\frac{C}{m^{2}}||u(t)||_{2}^{2}’$ .



$\mathrm{e}\mathrm{a}$

さらに, (18) 及び \mbox{\boldmath $\omega$}=\mbox{\boldmath $\omega$}。のとき $(\alpha+1)\omega_{c}^{2}=1$ だから,

$K(\vec{u}(t))=-2(\alpha+1)||\partial_{t}u(t)-\dot{i}\omega_{c}u(t)||_{2}^{2}-2\{1-(\alpha+1)\omega_{c}^{2}\}||u(t)||_{2}^{2}$

$\dashv- 2(\alpha-+2)(E-\omega_{\mathrm{c}}Q)(\vec{u}(t))-2\alpha\omega_{\mathrm{c}}Q(\vec{u}(t))$

$\leq 2(\alpha+2)(E-\omega_{c}Q)(\vec{u}(0))-2\alpha\omega_{\mathrm{c}}Q(\vec{u}(0))=-2\delta(\lambda)$ .

また, 球対称関数に対する減衰評価 (垣) より

$\int_{|x|\geq m}|u(t, x)|^{p+1}dx\leq||u(t)||_{L^{\infty}(|x|\geq m)}^{p-1}||u(t)||_{2}^{2}$

$\leq Cm$ $-(N-1)(p-1)/2||u(t)||_{H^{1}}^{p}+1\leq CM_{1}^{p}+1m-(.N-1)(p-1)/2$ .

よって, 十分大きな $m_{0}>0$ を取れば, すべての $t\geq 0$ に対して, $R_{r\uparrow\iota_{0}}(t)\leq\delta(\lambda)$ が戒り立

つ. 故に, すべての $t\geq 0$ に対して, $I_{rr\iota_{0}}’(t)\geq\delta(\lambda)$ が成り立ち, $\delta(\lambda)>0$ だから, $tarrow\infty$

のとき $I_{rr\iota_{0}}(t)arrow\infty$ . 一方, $I_{m_{0}}(t)$ の定義より, $m_{0}$ から決まる正定数 $C$ が存在して

$I_{m_{0}}(t)\leq C||\vec{u}(t)||_{X}^{2}\leq CM_{1\prime}^{2}$. $t\geq 0$

であるが, これは矛盾である. 故に, 任意の $\lambda>1$ に対して, u\rightarrow (0)=\lambda \mbox{\boldmath $\varphi$}\rightarrow なる (1) の解 $u(t)$

は (i) 有限時間で爆発する, あるいは, (ii) 大域的に存在し, $\lim \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{P}tarrow\infty||\vec{u}(t)||X=\infty$ , の

どちらかである. ところで, $p<1+4/N$ だから, (ii) のケースは起こりえない よって,

$u(t)$ は有限時間で爆発する. これは, $e^{i_{(}v_{c}t}\varphi$ の爆発不安定性を示している 口

\S 4. 時間大域解の有界性

この節では, Merle and Zaag [15] を参考にして, 次の命題を証明する.

命題 5 $N\geq 2,1<p<1+4/(N-1)$ とずる. このとき;(1) の時間大域解 $\vec{u}\in$

$C([0, \infty),$ $X)$ は $\sup_{t\geq 0}||\vec{u}(t)||_{X}<\infty$ をみたす
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証明 $\vec{u}\in C([0, \infty),$ $X)$ を (1) の時間大域解とする. Cazcnave [ $4_{\rfloor}^{\rceil}$ の Section 3 におい

て, $1<p<1+4/(N-2)$ のとき

$\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}||u(t)||_{2}<\infty t\geq 0$ ’
$\mathrm{L}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\int_{t}^{t+1}\iota\geq 0||u(s)||_{X}^{2}ds<\infty$ (19)

が示されている. また, エネルギー保存則と (19) の第 2 式より

$C_{1}:= \mathrm{s}\llcorner \mathrm{u}\mathrm{p}\int_{t}^{t+1}t\geq 0||u(s)||_{p-r1}^{p+1}ds<\infty$ (20)

が戒り立つ. Cazenave [4] の Section 4 における議論では, $p\leq N/(N-2)$ が必要となる

ので, 以下では, Merle and Zaag [15] の Section 3 の議論を用いて, $p<1+4/(N-1)$ の

とき, $\sup_{t\geq 0}||\vec{u}(t)||_{X}<\infty$ が成り立つことを示す

Step 1. $r=(p+3)/2$ に対して, $\sup_{t\geq 0}||u(t)||_{r}<\infty$ が成り立つことを示す

(20) と平均値の定理より, 任意の $t\geq 0$ に対して $\tau(t)\in\lfloor t,$ $t+1]$ が存在して

$||u( \tau(t))||_{p^{\infty}1}^{p+1}=\int_{t}^{t+1}||u(s)||_{p+1}^{p+1}ds\leq C_{1}$ .

ここで, $2<r<p+1$ だから $j$

上式と (19) の第 1 式より.’ $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}_{l\geq 0}||u(\tau(t))||_{r}<\infty$. また,

任意の $t\geq 0$ に対して

$||u(t)||_{r}^{r}-||u( \tau(t))||_{r}^{r}=\int_{\tau(t)}^{t}\frac{d}{ds}||u(s)||_{\Gamma}^{r}ds$

$\leq C\int_{t}^{t+1}\int_{\mathbb{R}^{N}}|\tau\iota(s\dot, x)|^{r-1}|\partial_{s}u(s^{)/},x)|dx(fs)$

$\leq C\int_{t}^{t+1}(||u(s)||_{2(r-1)}^{2(r-[perp])}+||\partial_{s}u(s)||_{2}^{2})ds\neg$ .

ここで, $r=(p+3)/2$ のとき $2(r-1)=p+1$ だから, $\sup_{t\geq 0}||u(t)||_{r}<\infty$ が戒り立つ.

Step 2. GagliardO-Nirenberg の不等式より:

$||u(t)||_{p+1}\leq C||u(t)||_{7}^{1-\theta}.||\nabla u(t)||_{2}^{\theta}$ .
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二ニで

$\frac{1}{p+1}=\theta(\frac{1}{2}-\frac{1}{N})+\frac{1-\theta}{r}$

であり. $p<1+4/(N-1)$ のとき $(p+1)\theta<2$ だから, Step 1 より, 正定数 $C_{0}$ が存在

して

$\frac{2}{p+1}||u(t)||_{p+1}^{p+1}\leq C_{0}+\frac{1}{2}||\nabla u(t)||_{2}^{2}$ , $t\geq 0$ .

さらに, エネルギー保存則より, 任意の $t\geq 0$ に対して

$||u(t)||_{X}^{2}=2E( \vec{u}(0))+\frac{2}{p+1}||u(t)||_{p+1}^{p+1}$

$\leq 2E(\vec{u}(0))+C_{0}’+\frac{1}{2}||\nabla u(t)||_{2}^{2}$ .

よって, $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}_{t\geq 0}||\dot{u}(t)||^{1}X<\infty$ が成り立つ. 口
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