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1 Introduction
自己重力場における圧縮性粘性気体の運動を記述した Navier-Stokes-

Poisson方程式:

$\rho_{t}+\nabla\cdot(\rho u)=0$ ,
$(\rho u)_{t}+\nabla\cdot(\rho u\otimes u)+\rho\nabla\Phi+a\nabla\rho^{\gamma}=\mu\triangle u+(\lambda+\mu)\nabla(\nabla\cdot u))$

(1) $\triangle\Phi=4\pi g(\rho-\frac{1}{|\Omega|}\int_{\Omega}\rho dx)$ in$\Omega \mathrm{x}(0, T)$ ,

$u=0$ , $\frac{\partial\Phi}{\partial\nu}=0$ on$\partial\Omega\cross(0, T)$ ,

$\rho|_{f=0}=\rho_{0},1(\rho u)|_{t=0}=q_{0}$ in$\Omega$ ,

を考える. ここで, $\Omega$ は $C^{2,\theta}$ の境界 $\partial\Omega$ をもつ $\mathrm{R}^{3}$ の有界領域 $lJ$ は単位

外法線ベクトル, $\rho=\rho(x, t)$ は流体の密度, $u=(u_{\backslash }^{1}(x, t),$ $u^{2}(x, t),$ $u^{3}$ ( $x$ , 科)

は流速, $\Phi=\Phi(x, t)$ は Newtoniangravitajtional potential, $\gamma>1$ (よ

adiabatic constant, $\mu>0$ と $\lambda$ は $\lambda+\frac{2}{3}\mu\geq 0$ をみたす粘性係数 $a=e^{S}$

はエントロピー $S$ によって決まる定数 $g>0$ は万有引力定数である.
気体星の方程式は, 粘性を考慮せず, 空間を $\Omega=\mathrm{R}^{3}$ 全体で考えた

Euler-Poisson方程式

$\rho_{t}+\nabla\cdot(\rho u)=0$ ,

(2) $(\rho u)_{t}+\nabla\cdot(\rho u\otimes u)+\rho\nabla\Phi+a\nabla\rho^{\gamma}=0$ ,

$\triangle\Phi=4\pi g\rho$ in$\mathrm{R}^{3}\cross(0, T)_{7}$

として記述される. この Euler-Poisson方程式では, 解が滑らかのとき,
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Euler 方程式より質量保存則

$M= \int_{\Omega}\rho d_{X}$

が得られ, またエネルギー

$E$ $=$ $]_{\Omega}( \frac{\rho}{2}|u|^{2}+\frac{P}{\gamma-1})dx+\frac{g}{2}]]_{\Omega\cross\Omega}G(x, y)\rho(x)\rho(y)dxdy$

$(3)$

$=$ $\frac{a}{\gamma-1}||\rho||_{\gamma}^{\gamma}+\frac{1}{2}||\sqrt{\rho}u[_{2}^{2}-;||\nabla\Phi||_{2}^{2}$

は減衰することがわかる. ここで, $P=a\rho^{\gamma}$ は圧力であり, $G=^{r}G(x, y)$

は Poisson 方程式
$\triangle\Phi=4\pi g\rho$

の Green 関数, 即ち

$\Phi(x)=g]_{\Omega}G(x, y)\rho(y)dy$

である. Poisson 方程式において, $\rho\in L^{\gamma}$ は, $\gamma\geq\frac{6}{5}$ のとき $\Phi_{x_{i}}\in L^{2}$ で

あることがわかる. 実際 楕円型評価と Sobolev の不等式により

$||\nabla\phi||_{2}\leq gK||\rho||_{\frac{6}{5}}$

$\mathrm{B}\grave{\grave{1}}\text{成り}\hat{\backslash _{\underline{\iota}}L}’\mathit{3}\mathrm{B}>\text{らて^{}\backslash }\backslash \text{あ}\xi\}$ . $\mathrm{t}^{\nearrow}k\text{っ^{}-}T$ , $.\text{の}i\mathrm{L}f\tilde{f}\backslash$ ) $\triangleright*^{\backslash }\backslash -E\mathrm{B}>\text{ら},$ $\gamma>\frac{6}{5}\text{と}\gamma=\frac{6}{5}$

$t\mathrm{h}$ , $k\text{れ^{}\mathit{2}^{\backslash }}\dot{\mathrm{c}}\hslash\backslash ,,$
$\mp^{\backslash \prime}’\ovalbox{\tt\small REJECT}^{arrow}\mathrm{E}\not\supset\not\simeq \text{の}$ subcritic..a1 $k^{>}2:U^{\grave{\backslash }}\mathrm{c}.$.ritical $\mathrm{f}_{\mathrm{B}}^{\mathrm{k}2}\mathfrak{F}\text{と}f_{\mathrm{c}\zeta}$ @. $\not\equiv \mathfrak{F}\sim\nearrow\overline{\mathrm{J}}\backslash \cdot$,

Euler-Poisson $\text{方程}\mathrm{B}\mathcal{F}(2)\text{の}u=0\text{の}\downarrow_{\mathscr{B}\square }^{\mathfrak{t}\exists\wedge-\iota-\mathfrak{F}\text{られ}\xi_{)^{-}}^{\overline{\backslash }}\mp\ovalbox{\tt\small REJECT}^{arrow}\mathrm{E}_{\#}^{\not\supset}l\mathrm{h}}..\prime^{f}\rangle(2)_{3}\text{と}$

$\Phi+\frac{a\gamma}{\gamma-1}\rho^{\gamma-1}=\mathrm{c}onst$

によって決まり, その変分構造から $\gamma>\frac{6}{5}$ のとき解が存在し, $1< \gamma<\frac{6}{5}$

のとき非存在であることが知られている.
Euler-Poisson 方程式 (2) では, T. Makino [4] は, 初期密度 $\rho_{0}(x)$ 力ゝ

コンパクト台をもち, 非負, 即ち真空を含むとき, 初期値が適切な関数
空間に属せば, Euler-Poisson 方程式 (2) は時間局所的に古典解を持つこ
とを示した. T. Makino, S. Ukai, and S. Kawashima [5] は, この存在定

理は平衡解をとらえていないこと, さらにこの古典解の存在時間は有限
であることを示している. 従って, 平衡解を含む関数空間の中で存在定
理を確立することが大きな目標の一つである. この問題の難しさは Euler
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方程式の解が真空と接するときの解の正則性にあり, 不連続も許すため,

3 次元 Euler 方程式の場合はその帯解の存在も知られていないのが現状
である.
一方, 粘性を考慮し, Poisson 項を落とした圧縮性 Navier-Stokes 方

l程式
$\rho_{t}+\nabla\cdot(\rho u)=0$ ,

$(\rho u)_{t}+\nabla\cdot(\rho u\otimes u)+a\nabla\rho^{\gamma}=\mu\triangle u+(\lambda+\mu)\nabla(\nabla\cdot u)$ ,

では, P. L. Lions [9] が Cauchy 問題の場合, $\gamma>\frac{9}{5}$ のときエネルギー

有限な弱解の存在を示している. また, E. Feireisl, A. $\mathrm{N}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{n}\acute{\mathrm{y}}$, and H.

Petzelotov\’a [2] は有界領域の場合, 気体が単–原子である $\gamma=\frac{5}{3}$ を含む

$\gamma>\frac{3}{2}$ の場合にエネルギー有限な弱解の存在を示している.
粘性を考慮した Navier-Stokes-Poisson 方程式では, M. Okada, and $\mathrm{r}\mathrm{F}$ .

Makino [8], S. Matsusu-Necasova, M. Okada, and $\mathrm{T}$ . Makino $[6, 7]$ 力ゝ,

中心に固体核を想定し, 真空と接する球対称解の存在, 一意性, 漸近挙

動の研究を行っている, また, B. Ducoment and E. Feireisl[1] は圧力 $P$

が密度と絶対温度に依存する場合のフルシステムに対して, 一般の有界
領域の場合にエネルギー有限な弱解の存在を示している. 本稿では, 球

対称を仮定せず, $-\backslash \Re$の有界領域の場合に Navier-Stokes-Poisson 方程式

(1) を研究し, E. Feireisl, A. Novotony, and H. Petzelotova’[2] の方法に

従ってエネルギー有限な弱解の存在定理が得られたことを報告する.

2 主結果
我々は次の結果を得た.

定理 1 $T>0$ とし $\gamma>\frac{3}{2}$ とする. 初期値 $(\rho_{0)}q_{0})$ は $\rho_{0}=\rho_{0}(x)\geq 0$ ,

$\rho_{0}$ . $\in L^{\gamma}(\Omega),$ $|q_{0}^{i}|^{2}/\rho_{0}\in L^{1}(\Omega)$ , さらに, $\rho_{0}(x)=0$ のとき $q_{0}^{i}(x)=0$ を満

たすとする. このとき, 次をみたすエネルギー有限な (1) の弱解 $(\rho, u, \Phi)$

が存在する:

1. $\rho=\rho(x, t)\geq 0,$ $\rho\in L^{\infty}(0, T;L^{\gamma}(\Omega)),$ $u^{i}\in L^{2}(0, T;H_{0}^{1}(\Omega))$ .

2. $E$ を (3) のエネルギーとするとき, $E=E(t)\in L_{loc}^{1}(0, T)$ .

3. $\frac{d}{dt}E(t)+\mu||\nabla u||_{2}^{2}+(\lambda+\mu)||\nabla\cdot u||_{2}^{2}\leq 0$ in の $’(\Omega \rangle\langle(0, T))$ .
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4. 方程式 (1) , (1) は $\prime D’(\Omega \mathrm{x}(0, T))$ の意味で成り立つ.

5. $\Phi(\cdot, t)=g\int_{\Omega}G(\cdot, y)\rho(y, t)dy$ for $a.e.t\in(0, T)$ .

6. $\rho_{\}}u$ の $\Omega$ の外への零拡張は, 方程式 (1) をつ$/(\mathrm{R}^{3} \cross(0_{?}T))$ の意

味でみたす.

7. 方程式 (1) は renormalized sofution の意味で成り立つ. すなわち

任意の $b\in C^{1}(\mathrm{R}),$ $b’(z)=0$ ( $|z|$ : 十分大) に対して, $\mathcal{D}’(\Omega\cross(0, \prime I))$

の意味で

$\frac{d}{dt}b(\rho)+\nabla\cdot(b(\rho)u)+(b’(\rho)\rho-b(\rho))\nabla\cdot u=0$

が成り立つ.

定理 1 と方程式 (1) により

$\rho\in C([0, T])$. $L_{weak}^{\gamma}(\Omega))$ ,

$\rho u^{i}\in C([\mathrm{O}, T];L_{weak}^{\vec{\gamma+1}}(\Omega))2$

が得られ, 従ってこの弱解において初期条件は意味を持つことがわかる.
証明は E. Feireisl, A. Novotony, and H. Petzelotovi [2] の方法, つま

り $\beta$ を十分大に取り, 方程式

$\rho_{t}+\nabla\cdot(\rho u)=\in\triangle\rho$,

$(\rho u)_{t}+\nabla\cdot(\rho u\otimes u)+\rho\nabla\Phi+a\nabla\rho^{\gamma}+\delta\nabla\rho^{\beta}+\epsilon\nabla u\cdot\nabla\rho$

(2) $=\mu\triangle u+(\lambda+\mu)\nabla(\nabla\cdot u)$ ,

$\triangle\Phi=4\pi g(\rho-\frac{1}{|\Omega|}\int_{\Omega}pdx)$ in $\Omega\rangle\langle(0, T)$ .

から Faedo-Galerkin 法を用いて近似解 $u_{\delta,\epsilon}(x, t)$ を構成し, $\epsilon iarrow 0$ の極限

操作のあと $\deltaarrow 0$ の極限操作を行い (1) の解を構成する. このとき、 条

件 $\gamma>\frac{3}{2}$ は Faedo-Galerkin 近似における極限操作と, $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}$-curl Lemma
を用いた解の構成において必要になる.
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