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はじめに

魚の体表には斑点、縞模様などの周期的模様が見られる. 成長による模様の変化や、

解剖操作による検証から、模様の制御には自発的にパターンを作り出すチューリング

機構が使われていると説明されている $[1, 2]$ . Turing 構造により形成されるストライ

プパターンには, ストライプが平行にそろった” ストレイ トストライプ (ST)パタ一

ン” とストライプの途中でしばしば方向を変化させ, 枝分かれ構造がよ {見られ

る” ラビリンス (LY) パターン” の 2 種類ある (図 1) . 本稿では, ストライプの曲が

$\text{り}$ 具合を定量的に表す空間統計量:訪を自ら作成し, ストライプパターンが形成され

るように確約した線型モデル (区間制約付き線型反応) を用 $\mathrm{a}$ , 形成されるパターン

の傾向を数値解析的に調べた. 一方, 線型解析から不安定モードの生成される波数の

範囲 : 趾を計算し, 数値解析で得られたパターンの指標 $StI$ と比較すると, 得られる分

布は 2 つのクラスターに分類される. これらのことから 2種類のパターンの分類指標

として必 \acute 有効かどうか議論する. また, 実際の化学反応系から考案された非線型モ

デルにも,提案した指標:必が $\mathrm{S}\mathrm{T}$ パターンと $\mathrm{L}\mathrm{Y}$ パターンとの分類に有効であること

も確かめる. この指標は, いまだ未開拓である臨界点から遠く離れた系の性質を探る

一つの切 $\text{り}\{\supset$ になることが期待できるであろう.

方法と結果

1. モデル:

2 次元空間上 $u(x,y,t),$ $v(x,y,t)$ をそれぞれ $\#\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{J}t\geq 0$帯下 $(x,y)$での fA{?}性の $\grave{/}\backslash \mathrm{g}$ f&E\\ddagger $\text{子}$ ,

抑制因子の濃度とする. これら相互作用が物質問の反応と物質の拡散で支配されて $\mathrm{a}$

るとすれば, 次の反応拡散系を用いて記述される.
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$\frac{\partial u}{\partial t}=\nabla^{2}u+\gamma f(u,v)$ ,

$\frac{\partial v}{\partial t}=d\nabla^{2}v+\gamma g(u,v)$, (1)

$d$ は拡散係数の相対的な比を表わす, $\gamma$ は空聞パラメータをあらわし時間と空間を縮

尺して表示するパラメータである. 4 $g$ は 2 つの因子の相互作用を表わす関数である.

具体的な反応項の形として,活性化因子は自己触媒的に増加し,抑制因子は活性因子の

増加を押さえ,活性因子は抑制因子を作り出すという Turing の論文 [1] に沿って,下の

ものを選んだ.

$f(u, v)=au-v$ ,

$g(u,v)=bu-v$ . (2)

ただし, $a$, $b$ は正数ここで $(\overline{u},\overline{v})$ を (1) 式の空間一様解 (すなわち $f(\overline{u},\overline{v})=0,$ $g(\overline{u},\overline{v})=0$ )

とする. ここで $d$が 1 より大きければ, この空間一様状態が不安定になり,微小な摂動の

もとで安定性を失い,空間周期解が出現する Turing 不安定性を起こすことがある [1]

つまり,反応項の平衡点では安定で,空間を導入すると不安定になるパラメータ範囲が

存在する. (1) (2) のモデルでは,図 2 の 3 本の線で囲まれた領域がこの不安定を起こす

領域に当たる.

ところで,反応項が (2) のような線型であると,解が時間と共に発散してしまう. このよ

うな解の発散が起こらないように、非線形項を導入する手法が用いられたりするが,

ここでは, [3]の手法に従って $u$ の値の上限.. $u_{\mathfrak{n}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{x}}$

’
$u$ の値の下限 $u_{\dot{\mathrm{m}}\mathrm{n}}$ を導入することで

値が発散しないようにする. チューリング機構で形成される 2次元パターンには,一般

にストライプ模様とスポッ ト模様があるが, ここで用いる値の上限,下限を導入すると

いう手法を用いると,どちらの模様が得られるかは,反応項の平衡点と,値の上限と下限

との距離の比で決まることが分かる [3]. 平衡点と上限との距離と平衡点と下限との距

離を同等にするとストライプになることが分かる [3], この稿で示すシミュレーション

結果は全て、平衡点と上限,下限との距離を 10.0 に固定した結果を示す. が,距離の比を

同じにして,実際の距離を変化させても得られる結果は変わらない結果が得られてい

る. 実際のシミュレーションは, 128 x1.28 (格子サイズ: 128 x128) の正方格子を用い、

境界条件は周期境界条件を使った, 初期条件は反応項の平衡点 $(\overline{u},\overline{v})$に微小一様乱数を
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加えたものを使い,(1), (2) を差分化した式を陽的差分法により計算した. 計算ステップ

数は, パターンが固定するのに必要な数に比べ、 十分な長い時間を用’. $\mathrm{a}$ た.

2. ストライプクリアネス $Sh$ :

各パラメータより得られたストライプパターンに対して, ストライプの秩序度合 $\uparrow.\mathrm{a}$ ,

つまりパターンを構成するストライプが繭がり $\langle$ ねっていて LY パターンのように見

えるか, もしくは, きれいにそろっていて ST パターンのように見えるかを判断する指

標を考える. $\mathrm{S}\mathrm{T}$ パターンといっても, 領域全体で方向がそろって $\backslash ,$
$\mathrm{a}$ るストライプパタ

ーンもあれば, 局所的にストライプの方向がそろったパターンも見られる. 後者のス

トライプパターンも ST パターンに近いと判断するように, 空間領域を等方 16 個

$(4 \mathrm{x}4)$ に分割し, それぞれの分割領域において、 下の (1) から $\langle$ 4) の操作を行 $\backslash .\mathrm{a}$ , 訪を

求めた. ただし, この領域分割数 16 という数は, 領域を等方 4 分割, 16 分割, 8 分割, 32

分割して試した中で, パターンを 16分割が最もよ $\langle$ 分類できると判断して採用したも

(2)各分割領域全体で, ストライプの 1 本分から 1. 5 本分までの距離のそれぞれの空

閥相関をとりたし合わせる. (この距離は, [4] で結果を最もきれいに得るたあに

採用した距離と同様である)
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(3)各領域で, フーリエ級数を算出することにより構成周期の強さを取出し, その強

さを各領域でのストライプクリアネスとする.

(4) 各領域で計算されたストライプクリアネスの平均をとり,領域全体のストライ

プのクリアネス:SA とする.

つまり, この訪の値が高ければ, 生成されたパターンは, ストライプが平行にそろ

ったパターンであることを意味し, 逆に SA の値が低ければ, 生成されたパターンは,

曲がり $\langle$ ねったストライプパターンであることを意味する. この指標 $Sh$ を

用い, 基本線型モデルから形成されるパターンの傾向を数値解析的に調べた. 図 1

(e) は, 20. 90 に固定して $b$ を変化させたときに得られたパターンそれぞれに対して

$Sh$ を計算させたものである. 横軸上の黒丸は $(\mathrm{a})-(\mathrm{d})$ で得られたパターンのパラメ

ータを示している. また, 図 2(a) は, $\partial,$
$b$ 両方変化させた時に得られた訪の値をデ

ンシティープロットしたものである.

3. 周期の特徴インデックス:必

一方, このストライプの曲がり具合を特徴付けるための形成される波数の特徴イン

デックスを考察する. 形成されるストライプパターンの固有関数を

$u=\overline{u}+A\cos(k_{x}x+k_{y}y)e^{At},$ $v=\overline{v}+B\cos(k_{x}x+k_{y}y)e^{\lambda t}$のようにおく. ただし, $(k_{x},k)$ tま固有

関数が形成するストライプパターンの方向の法線ベクトル. $\mathrm{A},$
$\mathrm{B}$ は定数. これらを (1)

に代入して, 平衡点周辺でまとめると

$\lambda^{2}+\{(1+d)k^{2}-\gamma(f_{u}+g_{v})\}\lambda+h(k^{2})=0$ ,

ただし,
$h(k^{2})=d(k^{2})^{2}-\gamma(df_{u}+g_{\mathrm{v}}\mu^{2}+\gamma^{2}(f_{u}g_{\mathrm{v}}-f_{v}g_{u}).$

(3)

これを解 {と,

$\lambda=\frac{1}{2}$ (-0+d\succ 2-rC\sim +gv)士 $\sqrt{\{(1+d)k^{2}-\gamma(f_{u}+g_{v})\}^{2}-4h(k^{2})})$.

(4)
$k\mathrm{f}\ovalbox{\tt\small REJECT} ft$ きぜるど, (4)式の正の解の範囲 : $K_{\min}<K<K_{\max}$ が構成するパターンの候補で

あり,負の解は,常に負になることがわかる. この解の最大波数 :Kエ$\mathrm{a}\mathrm{x}$

と最小波数 : $K_{\min}$

を求めと、
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$K_{mjn}$

$K_{\max}=\sqrt{\frac{1}{2d}][(df_{u}+g_{v})+\sqrt{(f_{u}+g_{v})^{2}-4d(f_{u}g_{v}-f_{\nu}g_{u})}]}$ .

この波数の範囲 :Kmin<K<Kmへの構成モードの広さを抽出すると指標 ; $Dk$ は,

$Dk=\ln(K_{\max}/K_{\min})$, (5)

のように表わすことができる. つまり, この $Dk$ が大きければいろいろなモードがパタ

ーンを構成することが可能であり,$Dk$ が小さければパターンを構成するモードの種類

が少な $\langle$ なることを意味する. この $Dk$ のデンシティープロットを図 2(b) に示す. 図

を見ると, $Dk$ の値は,上側の境界近 $\langle$ では値が低 $\langle$ (候補のモードの種類が少な $\langle$ ) ,

下側の境界近 (では値が大きい (候補のモードの種類が多い) ことがわかる,

(f1) $\{b)$

下側の境界付近では, 訪の値が低 {, 曲がり (ねったストライプが生成されることが

分かる. 図 2(b) では, 上側の境界付近のパラメータを用いると, 以の値が低く, パタ

ーンを構成する候補のモードの数が少な $\langle$ , 逆に, 下側の境界付近のパラメータを用

いると,以の値が高 $\langle$ なり, パターンを構成する候補のモードの数が多 $\langle$ なることが

分かる. そこで, それぞれのパラメータを用い, パターンを形成し、 $Sh$ の値を計算する.

また一方で, 使ったパラメータに対して (5) より $Pk$ を計算する. 縦軸訪, 横軸以とし

てそれぞれのパラメータをプロッ トしていき, まとめると図 3 のようになる. 図 3 の

分布を見てみると, 得られる分布はおおまかに見ると, 2 つのクラスターに分類され

る. つまり, 図 3 における左上クラスターのように, 選ばれる波数の範囲が狭ければ
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(必が小さければ), 平行なストライプ ( $Sh$ が高いパターン) が構成され, 図 3 における

右下クラスターのように波数の範囲が広ければ (必が大きければ) , 曲がり $\langle$ ねった

ストライプ (訪の低いパターン) が構成されることを表す. そこで, 盈という指標を用

いて, 左上のクラスターを $\mathrm{S}\mathrm{T}$ パターンと呼び, 後者を $\mathrm{L}\mathrm{Y}$ パターンと分類してみよう.

上では,不安定モードの範を示す指標 : $Dk$ のみを表記したが,われわれは他の線型解

析で得られる $\xi’\ovalbox{\tt\small REJECT}$的な $\backslash ffi^{\backslash }\backslash \Re’$も用いて調べている. 例えば F波数 $K_{ct}=\sqrt{r\frac{df_{u}+g_{v}}{2d}}$

(その周期 : $L_{ct}= \frac{2\pi}{K_{ct}}=2\pi\sqrt{\frac{2d}{\gamma(df_{u}+g_{v})}}$ ) と, 最も成長速度の速い波数 :

$K_{A\mathrm{m}\mathrm{a}\}\zeta}$ (その周期 : $L_{\lambda\max}=2\pi\sqrt{\frac{(1-\phi}{\gamma(df_{u}-g_{v}+2\sqrt{-df_{v}g_{u}})}}$ )

これらの比を表す指数 : $Dh=\log L_{R}-\log L_{c\ell}$ を定義して不安定性を起こす特徴的な

モードの指標を作成し,S乃と比較を行ったそれら作成した指標と, $SA_{J}$ logSA などを比

べて,線形回帰を施し,もっともフィットするものをみてみると (5) で導入した $Dk$ とい

う指標がもっともよい指

であることを次のように

して確かめた.
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$<2>\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}$-depleted $\mathrm{t}\mathfrak{M}\mathrm{e}$ モデル [6] ;

$f(u,v)=a”-u+u^{2}v$ ,

$g(u,v)=b’-u^{2}v$ , (7)

ただし、 $a’,b^{\nu}$ は正の定数 このモデルではストライプパターンは全て STパターン (こ

なるといわれている. ここでも $<1>$ 式で行った計算と同様に相図を書き、 ストライプ

パターンが得られるパラメータでは、全て $DB$直が低いことが分かった.

以上から、反応項の形が線形であろうと非線形であろうと、形成モード候補の種類



200

が多ければ (D化 ‘大きい)、 形成される模様は、 LY パターンになり、 モードの種類が

少なければ ($Dk\delta^{\grave{\grave{1}}J}J^{\mathrm{a}}$さい) ことがいえる. 一般に, 非線形性はパターンを固定するため

に重要な役割を果たしている [7]. このパターンを固定するための非線形性の性質を調

べることも必要であり、 現在その非線形性が特徴的に導入することができる

FitzHugh-Nagumo [8] モデルを用い解析を行っている, またパターンを構成するモ

ードの生成するスピードによりパターンの種類が異なることが知られている 4 つまり、

モードの成長速度が早いものでパターンが形成されるときは、曲がりくねったストラ

イプによりパターンが形成されるのに対し、モードの形成速度が遅いものでパターン

が構成される場合は、 まっすぐなストライプによりパターンが形成される [7].この稿

で導入したモードの幅: 刀左という観点から、 どのような関係でパターンが形成される

のかを調べるのが、今後の課題である.
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