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MHD乱流のスペクトルとエネルギーカスケード
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1 はじめに

磁気流体力学 (Magneto-hydrodynamics, 以下 MHD) は電気伝導性流体の巨視的な運動を記述する理論である,
MHD 乱流は銀河, 太陽風などに見られ, 速度場と磁場が相互作用を行うためその運動は複雑である. 通常乱流に
おける慣性領域でのエネルギースペクトルは,

$E(k)=C_{K}\overline{\epsilon}^{2/3}k^{-5/3}$ (1)

に従うことが知られていて, このスペクトルは, 多くの実験計測や数値計算で確認されている. 一方, $\mathrm{M}\mathrm{H}\mathrm{D}$ 舌 L

流においても同様の理論が考えられている. MID 乱流においても $\mathrm{N}\mathrm{S}$ 乱流と同様に慣性領域が存在し, 1964 年
の Iroshnikov, 1965 年の Kraichnan(lroshnikov-Kraichnann : 以下 $\mathrm{I}\mathrm{K}$ ) の理論によると, 慣性領域における工ネ

ルギースペクトルの振る舞いは

$E(k)=C_{IK}\overline{\epsilon}v_{A^{1/2}}k^{-3/2}$ (2)

に従うと言われてきた. ここで $v_{A}$ は Alfv\’en速度である. 近年の計算機性能の飛躍的向上から, MHD 乱流につい
ても高解像度の計算が行われるようになり, MHD 乱流のスペクトルについての研究も報告されている. 最近議論
されているのは, MHD 乱流におけるトータルエネルギースペクトルの振る舞いが, これまで言われてきた, IK

スペクトルに従うのではな $\text{く},$ $\mathrm{N}\mathrm{S}$ 乱流と同様に Kolmogorov スペクトルに従うというものである.
そこで, 本研究では MHD 方程式の直接数値計算 (DNS) を行い, MHD 乱流の慣性領域におけるエネルギース

ペクトルの振る舞いを調べる. エネルギースペクトルから, 直接振る舞いを見るとともに, 構造関数を調べるこ

とによっても議論をおこなう. また, Kolmogorov 理論によると, $\mathrm{N}\mathrm{S}$ 乱流のエネルギー輸送は, あるスケールの

渦から, 同程度のスケールの渦へと輸送され, スケール間で局所的である. MUD 乱流においては, エネルギーの

輸送が局所的であるか, 非局所的であるかを, $\mathrm{N}\mathrm{S}$ 乱流の DNS による結果と比較し考察する.

2 MHD乱流の基礎理論

2I MHD の基礎方程式

非圧縮 MHD の方程式は,

(改 $+v\cdot\nabla$ ) $v=- \frac{1}{\rho}\nabla p+\frac{1}{c}\dot{g}\mathrm{x}B+\nu\nabla^{2}v+f$, $\nabla\cdot v=0$ , (3)

$\partial_{t}B-\nabla \mathrm{x}(v\mathrm{x}B)=\eta\nabla^{2}B$ (4)

で与えられる. 本研究では速度場と磁場を合わせた, Els\"asser 場 $Z^{\pm}=v\pm B$ を用い, 非圧縮 MHD における
特徴的な波動 (Alfven 波) における代表的速度吻 $=B_{0}/\sqrt{4\pi\rho}$ (Alfv\’en 速度) を用いて, $B/B_{0}arrow B,$ $v/v_{A}arrow v$

$(B0\sim\langle B^{2}\rangle^{1/2})$ とし, 式 (3), (4) を合わせた Els\"asser 場における MHD の式,

$\partial_{t}z^{\pm}+z^{\mp}\cdot\nabla z^{\pm}=-\nabla P+\frac{1}{2}(\nu+\eta)\nabla^{2}z^{\pm}+\frac{1}{2}(\iota/-\mathcal{T}\int)\nabla^{2}z^{\mp}+f$, (5)

$\nabla\cdot Z^{\pm}=0$

を用いる. $f$ は外力であり, ここでは速度場に対してのみ低波数領域にランダ $\Delta$カとして加え, 場の定常状態, 等

方性, Nonhelical な状態を実現する.
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22 MHD 乱流におけるエネルギースペクトルの特性

2.2.1 Kolmogorov scaling $\pm$ Iroshnikov-Kraichnan scaling

Kolmogorov scaling

Kolmogorov の仮説にあるようにエネルギーの輸送は局所的であると仮定する. つまり波数間の相互作用は同程
度の波数によるものが支配的であるとすると, 乱流のエネルギースペクトルは以下の様にして求めることができ
る. 慣性領域を離散化したスケール $l_{n}=k_{n}^{-1}$

$l_{0}>l_{1}>\cdots>l_{N}$ or $k_{0}<k_{1}<\cdots<k_{N}$ (6)

に分割する. ここで, $k_{0}=k_{L}$ (最大スケール), kN=kd(粘性散逸スケール) とする. 通常, 乱流において, スケー
$)$嫁の乱流渦とは, 長さ $l$ だけ離れた 2 点での速度差 $\delta v_{l}$ の平均値を用いて表現される. 2 つの隣り合ったスケー
ル $l_{n},$ $l_{n+1}$ の問でエネルギーが輸送される時間は, 渦が回転する時間で与えられ,

$\tau_{n}\sim l_{n}/\delta v_{n}$ (7)

と記述することができる. エネルギーの輸送量は慣性領域で一定であるので,

$E_{n}/\tau_{n}\sim\delta?J_{n}3/l_{n}\sim\epsilon$ (8)

これより, スケーリングの関係,

$\delta v_{n}\sim\epsilon^{1/3}l_{n}^{1/3}$ (9)

を得る. これは Kolmogorov の K41 理論 $(\mathrm{K}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{v},194\mathrm{l}\mathrm{a})$ と呼ばれる. エネルギースペクトルを得るために

$\delta v_{n}^{2}\simeq E_{n}\simeq k_{n}^{k_{n+1}}E(k)dk\simeq E_{k_{n}}k_{n}$ (10)

の関係を用いると

$E(k)=C_{K}\epsilon^{2/3}k^{-5/3}$ (11)

を得る. これは $\mathrm{N}\mathrm{S}$ 乱流でよく知られている Kolmogorov スペクトル $(\mathrm{K}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{v},194\mathrm{l}\mathrm{a})$である. $C\kappa$ は Kol-
mogorov 定数である.

Iroshni$\mathrm{k}\mathrm{o}\mathrm{v}$-Kraichnan(IK) scaling

MHD におけるエネルギー輸送は Alfven 波の影響を受ける. Alfven 波による相互作用時間は, あるスケー)嫁

において Al億\’en 速度を用いて, $\tau_{A}\sim l/v_{A}$ となり, これは磁場の影響がないと仮定したときの, スケー)嫁にお

ける渦の回転時間 $\tau p\sim l/\delta Zt$ よりもかなり短い. これからわかるように, MHD におけるエネルギー輸送は Alfven
波によるものが支配的である. これを考慮すると, $\mathrm{N}\mathrm{S}$ 乱流において $\eta$ であったエネルギー輸送時間は, より長い

時間で置き換えられて,

$T_{l}\sim(\tau_{l})^{2}/\tau_{A}$ (12)

となる. 式 (8) で $\tau_{l}arrow T_{l}$ とすると,

$\delta z_{l}^{4}\tau_{A}/l^{2}\sim\epsilon$ (13)

よって, $\mathrm{I}\mathrm{K}$ スケーリングを得る.

$\delta z_{l}\sim(\epsilon v_{A})^{1/4}l^{1/4}$ . (14)

これに対するエネルギースペクトルは

$E_{k}=C_{IK}(\epsilon v_{A})^{1/2}k^{-3/2}$ (15)

となる. これが, MHD 乱流における Iroshnikov-Kraichnan(IK) スペクトルである. 慣性領域における物理量 $\epsilon$ の

みに依存する Kolmogorov スペクトルに対して, $\mathrm{I}\mathrm{K}$ スペクトルは, 代表的な磁場 $B_{0}=<B^{2}>^{1/2}$ で決まるマク

ロスケールの量 vA によることがわかる.
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2.2.2 Dissipation scales

粘性散逸スケールはエネルギー散逸率と非線形項によるエネルギー輸送率が等しくなるという条件で決定され
る. $\mathrm{N}\mathrm{S}$ 乱流においてこの条件は,

$\tau_{l}^{-1}\sim\iota//l^{2}$ , $\tau_{l}=l/\delta v_{l}$ (16)

で与えられる. 式 (9) の Kolmogorov スケーリングより,

$l_{d}=(\nu^{3}/\epsilon)^{1/4}:=f_{K}$ (17)

となり, これは Kolrnogorov スケール (Kolmogorov, 1941) と呼ばれる. (通常 $\eta$ と記述されるが, B場の拡散係数

$\eta$ との混同を避けるため, 本論文では $l_{K}$ と記述する. )

MHD 乱流においては, 前節で述べたように Alfven効果により非線形項によるエネ)レギー輸送は弱くなる $(\mathcal{T}larrow$

$T_{l}=(\tau_{l})^{2}/\tau A)$ ので, 式 (16) は

$T_{l}^{-1}\sim\nu/l^{2}$
$(1\mathrm{S})$

となる. 式 (14) の $\mathrm{I}\mathrm{K}$ スケーリングを代入することで MHD における粘性散逸スケー)が得られ,

$l_{d}=(\nu^{2}v_{A}/\epsilon)^{1/3}=l_{IK}$ . (19)

ここで, $\nu\sim\eta,$ $\epsilon_{\nu}\sim\epsilon_{\eta},$ $\epsilon=\epsilon_{l/}+\epsilon_{\eta}$ とおいた.

もし, 減衰乱流のようにマクロな物理量である $\epsilon$ や $v_{A}$ が時間とともに変化するならば, エネルギースペクトル

も時間とともに変化する. しかし, $k>>k_{L}$ の慣性領域におけるエネルギースペクトル{ま, Kolmogorov スケー

ルでは $\nu$ と $\epsilon$ で, $\mathrm{I}\mathrm{K}$ スケールでは $\nu,$ $\epsilon$ そして $v_{A}$ によって決まる. $\mathrm{N}\mathrm{S}$ 乱流におけるエネルギースペクト)}ま

$E(k,t)=\nu^{5/4}\epsilon^{1/4}(t)\hat{E}(k)\mathrm{A}$ (20)

と表せる. ここで $\hat{k}=kl_{K}$ である. 慣性領域で, これが $\iota/$ によらないことを要求すると,

$\hat{E}(\hat{k})=C_{K}\hat{k}^{-5/3}$ (21)

である. 同様にして, $U_{\}}$ vA そして $l_{IK}$ を用いて MHD 乱流のスペクトルを規格化すると

$E(k, t)=\nu vA(t)\hat{E}(\hat{k})$ (22)

で, これが慣性領域で $\nu$ によらないとすると, 規格化した $\mathrm{I}\mathrm{K}$ スペクトル $\hat{E}(k)\mathrm{A}$ ,

$\hat{E}(\hat{k})=C_{IK}\hat{k}^{-3/2}$ (23)

を得る.
本研究では MID においてどちらのスケールに従うかの議論を行うが, Kolmogorov スケールの導出では MHD
の特性を考慮しておらず, 一方, $\mathrm{I}\mathrm{K}$ スケールの導出には $\nu\sim\eta$ と $\epsilon_{\nu}\sim\epsilon_{\eta}$ という仮定をしいていることを考慮し
ておく必要がある.

23 構造関数

$\mathrm{N}\mathrm{S}$ 乱流において, $r$ 離れた 2 点での速度差についての $n$ 次の構造関数を用いることにより, 間欠性の強さを定

量化することができる. 本研究では, MHD が Kolmogorov スケール, $\mathrm{I}\mathrm{K}$ スケールのどちらに従うかを考察する
指標として, 構造関数を用いる. Els\"asser 場において $r$ だけ離れた 2 点での増分は,

$\delta z^{\pm}$
$($ oe, $r)=z(x+r)-z(x)$ (24)

である. この増分の $r$ 方向への射影成分を $\delta z_{||}^{\pm}$ \iota とすると,

$\delta z_{||}^{\pm}=\delta z\cdot r/r$ (25)
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とあらわすことができる. ここで, $\delta z_{||}^{\pm}$ の $p$ 次モーメント, $p$ 次構造関数を以下のように定義する.

$S_{p}.(r)=<|\delta z_{||}^{\pm}|^{p}>$ . (26)

慣性領域において, 構造関数は Iこついて等方的で, べき法則に従うとすると

$S_{p}(r)\propto r^{\zeta_{p}}$ (27)

と書ける. $\zeta_{\mathrm{p}}$ は, 構造関数を局所的に微分することにより求められる局所的スケーリング指数で, 以下のように
なる.

$\zeta_{p}=\frac{d\log S_{\mathrm{p}}(r)}{d\log r}$ . (28)

前節で述べたように, 慣性領域において Kolmogorov スケーリングでは $\delta z\sim r^{1/3},$ $\mathrm{I}\mathrm{K}$ スケーリングでは $\delta z\sim r^{1/4}$

に従うので,

$\zeta_{\mathrm{p}}$ $\sim$ $p/3$ (Kolmogorov) (29)

$\zeta_{p}$ $\sim$ $p/4$ (Iroshnikov-Kraichnan) (30)

と考えられ, 構造関数の指数を知ることで, どちらの現象に近いかを推測することができると考えられる.

MHD における 4/3 法則

–様等方性の $\mathrm{N}\mathrm{S}$ 乱流において, 3 次の縦速度構造関数は慣性領域で

$S_{3}(r)=<( \delta v_{||})^{3}>=-\frac{4}{5}\overline{\epsilon}r$ (31)

となる. これは Kolmogorov の 4/5 法則とよばれ, 厳密解としてあたえられている.
MHD においても同様に厳密解として以下の式が考案されている.

4 $\pm$

$<\delta z_{||}^{\mp}\delta z_{i}^{\pm}\delta z_{i}^{\pm}>=-\epsilon\overline{3}r$ . (32)

この式は \mbox{\boldmath $\delta$}z+\sim \mbox{\boldmath $\delta$}z- とし, $\nu=\eta$ とし導出された式である, (Politano and $\mathrm{P}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{t},199\mathrm{S}\mathrm{b}$ ) 式 (32) からもわかる

ように, Kolmogorov スケーリング $(\delta z\sim r^{1/3})$ に従って導出されたものであり, 局所的な Alfv\’en 波の作用に基づ

いた $\mathrm{I}\mathrm{K}$ スケーリング $(\delta z\sim r^{1/4})$ とは異なる.

24 フーリエ空間におけるエネルギー輸送

MHD におけるエネルギー方程式は

$( \frac{\partial}{\partial t}+(\nu+\eta)k^{2})E^{T}(k, t)+(\nu-\eta)k^{2}E^{R}(k,t)$

$=( \frac{\partial}{\partial t}+2\nu k^{2})E^{K}(k,t)+\mathrm{t}\frac{\partial}{\partial t}+2\eta k^{2})E^{M}(k, t)=T^{T}(k, t)$ (33)

$E^{R}(k, t)=E^{K}(k,t)-E^{M}(k,t)$ (34)

と記述できる, $T^{T}(k)$ は

$T^{T}(k)= \int\int_{\triangle_{k}}S(k,p, q)dpdq$

$=2 \pi k^{2}Real||M_{i\mathfrak{x}_{m}}(k)\int\int_{\triangle_{k}}\{$
$\langle z_{i}^{+}(-k)z_{l}^{-}(p)z_{m}^{+}(q)\rangle+\langle z_{i}^{-}(-k)z_{l}^{+}(p)z_{m}^{-}(q)\rangle\}dpdq\ovalbox{\tt\small REJECT}$ (35)

で表される ( $\text{ト}-$タル) エネルギー輸送関数で, 非線形項によるエネルギー輸送を表す. ここで力 $\triangle_{k}$

は $k=p+q$

を満たす全ての $p,$ $q$ について足し合わせることを意味する.
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エネルギー流東関数

( $\text{ト}-$タル) エネルギー献盃関数 $\mathrm{T}\mathrm{J}^{T}(k, t)$ は, $T^{T}(k, t)$ を $k$ について積分して

$\Pi^{T}(k, t)=\oint_{k}^{\infty}T(k’, t)dk’=-\oint_{0}^{k}T(k’, t)dk’$ (36)

で与えられる. $\Pi^{T}(k, t)$ は波数 $k$ を通る低波数から高 $\grave{t}R\text{数^{}\prime}$へのエネルギーの $\mathrm{g}^{\backslash }$ {J^);時聞あたりの $\#_{\acute{\grave{\grave{\mathrm{b}}}}\backslash }\equiv\ovalbox{\tt\small REJECT}$を表している.

局所的エネルギー流東関数

Komogorov の K41 $\text{理_{}\mathrm{n}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}}^{\equivarrow}$では $\mathrm{N}\mathrm{S}$ 乱流のエネルギーは, あるスケール伽筒から, \Pi \rightarrow o\not\in 度のスケーノレの渦へと $\not\in \mathrm{f}\mathrm{l}|\grave{1}\underline{\neq\backslash }$

され局所的であると言われている. MHD 乱流においては, このスケール間でのエネルギー輸送がどうなるかを調
べるため, $\text{ト}-$タルエネルギー輸送の局所性, 非局所性を確認する指標となる量を定義する.
まず, どのような波数の組み合わせがどの程度 $\Pi^{T}(k)$ に寄与しているのかを見るために, 波数 $(k, p, q)$ のうち

最も小さい波数に対する最も大きい波数の比 $\alpha$ を定義する,

$\alpha\equiv\frac{\max(k,p,q)}{\min(k,p,q)}$ . (37)

式 (35) における $S(k,p\}q)$ を $\alpha$ について $\text{分}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\backslash }$した $7\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{数}\hat{S}(k,p, q, \alpha)$ を用 $\mathfrak{j}_{\mathit{1}}\mathrm{y},$

$\alpha$ と $\alpha+d\alpha$ の間に入る $\grave{7}R\backslash \text{数}$の組か

ら垣 (k) への寄与を $W(\alpha^{\mathrm{t}},d\alpha/\alpha$ とすると

$\Pi^{T}(k)$ $=$ $\int_{k}^{\infty}dk’\int\int_{\triangle_{k’}}S(k’,p, q)dpdq$

$=$ $I_{1}^{\infty} \frac{d\alpha}{\alpha}\int_{k}^{\infty}dk’\oint\int_{\triangle_{k’}}\hat{S}(k’,p, q, \alpha)dpdq$

$=$ $\oint_{1}^{\infty}W(\alpha)\frac{d\alpha}{\alpha}$
$(3\mathrm{S})$

$W(\alpha)$ $=$ $\int_{k}^{\infty}dk’\int\int_{\triangle_{k’}}\hat{S}(k’,p, q, \alpha)dpdq$
(39)

と表せる. 局所的エネルギー流速関数の具体的計算法は以下の通りである. はじめに, ある波数バンド $\hat{p}(p$ のま

わりで $\Delta p$ の幅をもつ) でのみ値を持つ Els\"asser 変数 $\hat{z}^{\pm}(p)$ を定義する.

$\hat{z}^{\pm}(\hat{p}_{n})$ $=$ $\int\acute{\varphi}(\hat{p}_{n}-k)z^{\pm}(k)dk$ (40)

$\phi(\hat{p}_{n}-k)$ $=$ $\{$

1 $(k\underline{\subseteq}\hat{p})$

0 $(k\not\in\hat{p})$

(41)

ここで $\phi(\hat{p}_{n}-k)$ は Filter 関数である. この $\hat{p}_{n}$ は細かくとるほうが誤差の少ない計算ができるが, 計算量が非常

に大きくなってしまう. そこで本研究では $p$ を

$\{$

$p_{n}=n\cdot\{1-g(n-12)\}+2^{n/4}\cdot g(n-12)$

$g(n)= \frac{1}{2}\{\tanh(\frac{n}{2})+1\}$

(42)

のようにとり, $\hat{p}_{n}$ は $[\sqrt{p_{n-1}p_{n}}]+0.5\leq p<[\sqrt{p_{n}p_{n+1}}]+0.5$ ( $[x]$ はガウス関数で, $x$ の小数点以下切り捨て $\rangle$

で値を持つとする. $g(n)$ は補正関数で, これを用いることにより, 低波数で $\triangle p=1$ と線形的に, 高波数では $\Delta p$

を指数的に広げるように与えた.
まず, 区切られた 2 つの波数バンド $\hat{p},\hat{q}$ からどのようにエネルギーが輸送されるかを計算する.

$T^{T}( \hat{k}|\hat{p},\hat{q})=2\pi k^{2}Real[M_{ilm}(k)\sum_{k=\mathrm{p}[perp] q}\{$
$\langle\hat{z}_{i}^{+}(-k)\hat{z}_{l}^{-}(p)\hat{z}_{m}^{+}(q)\rangle+\langle\hat{z}_{i}^{-}(-k)\hat{z}_{l}^{+}(p)\hat{z}_{m}^{-}(q)\rangle\}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ (43)
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この $T^{T}(\hat{k}|\hat{p},\hat{q})$ を $\alpha$ について分類したものを $T^{\mathrm{A}}\tau(\hat{k}|\hat{p},\hat{q}, \alpha)$ とする. これを用いて

$, \sum_{\hat{k}=\hat{k}}^{\infty}\sum_{\hat{\mathrm{p}},\hat{q}}\hat{T}^{T}(\hat{k}^{f}|\hat{p})\hat{q},$

$\alpha)=\frac{W(\hat{k},\alpha)}{\alpha}$ (44)

とし, $W(\hat{k}, \alpha)$ を計算する.

3 計算結果
計算に使用したパラメータおよび, 得られたMHD乱流場の代 $\dot{\text{表}}$的な統計量を Table I に示す. 近似的に $p\sim\rho v^{2}/2$

とみなすと, $\beta$ 値 $(\beta=8\pi p/B^{2})$ は runA においては $\beta\sim 6,$ runB においては $\beta\sim 5$ である. この $\beta$ 値は扱って
いる流体に対する, 磁場の影響を表す指標として用いられ, $\beta\gg 1$ のとき, 物質は極めて $\mathrm{N}\mathrm{S}$ 流体的に振舞うと

言われている. つまり, 本研究で得られた結果は, runA, runB のどちらにおいても, 磁場の影響が小さいと考え
られる.

3.1 エネルギースペクトル

Fig.l は runA において, 無次元時間 18 $6\leq m[perp]_{av}\leq 22.3$ で時間平均をとった運動エネルギースペクトル $E^{K}(k)$ ,

磁場エネルギースペクトル $E^{M}(k)$ , トータルエネルギースペクトル $E^{T}(k)$ を, また, Fig 2 は runB において, 無

次元時間 3 $3\leq T_{av}\leq 8.0$ で時間平均をとった, 各エネルギースペクトルである.
runA, runB どちらも低波数側で運動エネルギーが支配的であり, 高波数側では磁場エネルギーが支配的である
ことがわかる. 速度場にのみ外力を入れていることから, 低波数側で運動エネルギーが支配的であるのは自然で
ある. 一方, 高波数側では非線形項によるエネルギー輸送によって運動エネルギーから輸送される結果, 磁場エ
ネルギーが支配的となる.

Fig 3 は runA, runB で得られたトータ)レエネルギースペクトルを時間平均し, Kolmogorov スケー)1/で規格化

したグラフであり, Fig 4 は Iroshnikov-Kraichnan(IK) スケールで規格化したグラフである.
どちらも, $R_{\lambda}\sim 92$ ではレイノルズ数が低いため, 水平になる領域は確認できない. $R_{\lambda}\sim 162$ に注目すると,

Fig 4 の $007\leq kl_{IK}\leq 0.2$ の領域で水平と見られる領域が存在する. また, Fig 4 から, $\mathrm{I}\mathrm{K}$ スケーリングでは, 高

波数側の dissipation range でのスペクトルの一致が良いことがわかる, しかし, $\mathrm{N}\mathrm{S}$ 乱流において, 規格化したエ

ネルギースペクトルのグラフでは, 水平になる領域のすぐ高波数側で値が下がるのではなく, ハンプと呼ばれる

コブ状の領域が現れる. この特性を考えると, Fig 3 において, $008\leq k\eta\leq 0.2$ あたりの領域はハンプであって,

それより低波数のところで, 水平な領域が現れる可能性も十分にあり得る. $0.08\leq k\eta\leq 0.2$ の領域がハンプであ

るとすると, MHD 乱流では $\mathrm{N}\mathrm{S}$ 乱流よりもハンプが小さいことがわかる. そのため, この二つのグラフからは,

慣性領域でのトータルエネルギースペクトルの, べきの振る舞いがどうなるかと断定することはできなかった.

32 構造関数

本来ならば慣性領域が確認できるところで構造関数の計算を行うと必要があるが, 今回は $\text{ト}$一タルエネルギー

スペクトルのべき法則を知る手段として, 何らかのデータが得られることを期待し, runB のデータを用いて 2 次,

3 次および 4 次の構造関数の計算を行った.
2 次, 3 次, および 4 次の構造関数のスケーリング指数 $\zeta_{p}$ を $20\leq r/r_{k}\leq 70$ の範囲で最小二乗法を用いて, 求

めた結果を TableII に示す. また, Tablell を図示したものが Fig 5 である. Fig 5 中の $\zeta_{p}$ の範囲は $20\leq r/r_{k}\leq 70$

における, スロープの値がこの範囲にあることを示す. 間欠性の影響を無視すると, runB の結果が Kolmogorov

スケー) $\mathrm{s}$に従うならば, 構造関数のスケーリング指数は $\zeta_{p}\sim p/3$ (こ, Iroshnikov-Kraichn an スケー) $\mathrm{t}/$に従うなら

ば, スケーリング指数は $\zeta_{p}\sim p/4$ に従う.

Fig 5 からわかるように, スケーリング指数の計算結果からは, Iroshnikov-Kraichnan スケー)1/よりも, Kol-

mogorov スケールに近いことがわかる. よって, 構造関数の計算結果から, MHD 乱流における $\text{ト}-$タルエ不ル

ギースペクトルは, 慣性領域において $E^{T}(k)\sim k^{-5/3}$ に従うのではないかと考えられる. しかし, 先ほども述べ

たが, $\beta$ 値が 1 よりも大きく, 運動エネルギーが支配的であるため, 磁場の影響が小さ $\text{く},$ $\mathrm{N}\mathrm{S}$ 乱流的な振る舞い

をして, Kolmogorov スケールに近い値を示したとも考えられるので, ここでも, 慣性領域でのエネルギースペク
トルのべきについて断言することはできない.
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MHD における 4/3 法則

Fig 6 は MHD の厳密解として与えられている 3 次構造関数を, runA および runB のデータを用いて計算した

結果を示したものである. グラフの横軸は $\langle\delta z_{||}^{-}\delta z_{i}^{+}\delta z_{i}^{+}\rangle$ をー $\epsilon r$ で割ったもので, a (32) の関係を満たすとき, $\{\ovalbox{\tt\small REJECT}$

が 4/3 になるようにとってある.
図からわかるように, $r$ が小さいところでは $r^{2}$ の立ち上がりを示し, $R_{\lambda}$ が 107 から 179 へとあがるにつれて,

値が 4/3 へと近づいていく様子がわかる, このことから, $R_{\lambda}=179$ における計 $\text{算}\#^{\pm}\varpi$果は式 (32) に合ってし)ると

言える. つまり, 式 (32) が厳 $\mathrm{A}\prime \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{解}$として存在し, Kolmogorov スケーリングに従うと考えられる. ただし, 今回

の計算結果は $\beta>1$ であるため, Kolmogorov スケーリングを支持する結果が得られた可能性がある. そのため,

MHD がどちらのスケーリングに従うか, 式 (32) が厳密解として正しいかどうかの結論を出すことはできない.

33 局所的エネルギー輸送関数

エネルギー輸送関数

RunE のデータを用いたエネルギー輸送関数を Fig 7 に, 対応する $\text{ト}-$タルエネルギースペクトルのグラフを

Fig 8 に示す, Fig 7 の’mfflは, $\Pi(k)$ を \epsilon - で割ったものを用いている. つまり, 性領域における $\Pi(k)\approx$ どの関係

から, 慣性領域では Fig 7 の値が 1 となるようにとってある. また, Fig 8 の縦軸は $\text{ト}-$タルエネルギースペクト

ルに $k^{-5/3}$ を掛けたものを用いた.
Fig 7 から, 慣性領域がとても狭いことがわかる. Fig 7 の値から $4\leq k\leq 7$ を慣性領域とみなすと, トータル

エネルギースペクトルに紅 5/3 を掛けた, Fig 8 の $4\leq k\leq 7$ の範囲で, 水平になる領域が現れることが期待でき
る. つまり, $\Pi(k)$ の計算結果からは Kolmogorov スケーリングに従うと考えられる.

局所的エネルギー輸送関数

Fig.7 で示した $\Pi(k)$ のうち, $8.5\leq k<9.5,11.5\leq k<13.5,18.5\leq k<22.5$ の 3 つの範囲で, 局所的エネル

ギー輸送関数 $W(\alpha)$ の計算を行った. 計算結果を semi-log プロットしたものを Fig 9 に, log-log プロットしたも

のを Fig 10 に示す. 用いた計算手法のため, 値に振動があるものの, 全体的なグラフの特徴はどの波数において
も変わりがないことがわかる. またグラフからは, エネルギー輸送に最も寄与するのは, $\alpha=2$ の近くでの波数間

の相互作用であることがわかり, MHD 乱流におけるエネルギー輸送は, $\mathrm{N}\mathrm{S}$乱流における Kolmogorov の K41 理

論と同様に, 長さ比が 2 の大きさの渦の相互作用によってエネルギー輸送が最も効果的になされる, つまり局所
的であると言える.
また, Fig 9, Fig 10 のうち慣性領域に近い $8.5\leq k<9.5$ と, $\mathrm{N}\mathrm{S}$ 乱流の DNS から得られた結果を重ねたグラ

フを Fig 11 (semi-log プロット), Fig 12 $\langle$log-log プロジ $\text{ト}$ ) に示す. Fig.11, Fig 12 からわかるように, MHD
乱流と $\mathrm{N}\mathrm{S}$乱流では $\alpha$ 全域において, 同様のグラフを示すことがわかる. つまり, MHD 乱流におけるトータルエ
ネルギー輸送は, $\mathrm{N}\mathrm{S}$ 乱流におけるエネルギー輸送と同様であることがわかった. ただし, エネルギー輸送につい

ても $\beta\gg 1$ であることが影響し, MHD においても $\mathrm{N}\mathrm{S}$ 流体的な振る舞いをしていることが十分考えられる. た

だし, $\mathrm{M}\mathrm{H}\mathrm{D}$ では $R_{\lambda}\approx 180$ であり, $\mathrm{N}\mathrm{S}$ 乱流では $R_{\lambda}\approx 400$ であることから, 今回の MHD 乱流が十分 $\mathrm{N}\mathrm{S}$ 流体

とみなせると仮定すると, $W(\alpha)$ すなわち, エネルギー輸送の局所性については, $R_{\lambda}$ 依存性が小さいことになる.

MHD としての特徴を知るためには $R_{\lambda}$ だけでなく, $\beta$ 依存性についても考える必要がある.

4 まとめ

本研究で行った計算では $R_{\lambda}$ が小さく, はっきりとした慣性領域を確認できなかった. そのため, トータルエネ

ルギースペクトル $E^{T}(k)$ が, Kolmogorov スケー) $\mathrm{s}$ , Iroshnikov-Kraichnan スケー)1/のどちらに従うかをスペク

トルのグラフから判断することはできなかった. 構造関数の計算結果からは, Kolmogorov スケールに従うのでは
ないかと判断できる. しかし, 本研究の計算結果は $\beta\gg 1$ であり, 磁場の影響が小さいため, きわめて $\mathrm{N}\mathrm{S}$ 乱流

的な振る舞いをし, Kolmogorov スケールに近い値が得られた可能性がある. そのため, 今回の研究では, トータ

ルエネルギースペクトルのべき法則について断定することはできなかった.
エネルギー輸送の局所性, 非局所性については, $W(\alpha)$ の計算結果から, MHD乱流のトータルエネルギー輸送
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は局所的であり, $\mathrm{N}\mathrm{S}$ 乱流における $W(\alpha)$ のエネルギー輸送の局所性と, MHD 乱流のトータルエネルギー輸送の
局所性は同様の振る舞いをする. ただし, 今回の計算結果は $\mathrm{N}\mathrm{S}$ 乱流的な振る舞いをしている可能性があるため,
MHD 乱流の特性と断言することはできない. エネルギー輸送の局所性について $\beta$ 依存性を確認することはでき
なかったが, $R_{\lambda}$ 依存性は小さそうである.
慣性領域におけるエネルギースペクトルの振る舞いを確認するために, 今後さらに高解像度の計算を行う必要

がある.
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Table $\mathrm{I}$ : Summary of runs with $PrM=\nu/\eta=1$ and forcing at $\sqrt{3}\leq k\leq 2\sqrt{3}$. $\nu$ : kinematic viscosity, $k_{\max}$ :
maximum $\underline{\underline{\mathrm{w}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r},R_{\lambda}.\cdot \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{y}1\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{a}1\mathrm{e}\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{y}\mathrm{n}\mathrm{o}1\mathrm{d}\mathrm{s}\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}.}}$

run Resolution $k_{\max}$ $\triangle t$ $R_{\lambda}$ $E^{K}$ $E^{M}$

$\frac{\nu\epsilon_{\iota/}\epsilon_{\eta}}{\mathrm{A}128^{3}607.00\mathrm{x}10^{-3}5.0\mathrm{x}10^{-3}925.180.841.481.99}$

$\mathrm{B}$ $256^{3}$ 121 4.00 $\mathrm{x}10^{-3}$ 2.0 $\mathrm{x}10^{-3}$ 162 8.43 1.84 2.26 4.77

Table
$\mathrm{I}\mathrm{I}:\mathrm{S}\underline{\underline{\mathrm{c}\mathrm{a}1\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{f}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}}}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\frac{\mathrm{p}\zeta_{\mathrm{p}}^{+}\zeta_{p}^{-}}{20.729\pm 0.0070.738\pm 0.007}$

. : $\zeta_{p}$

3 0997 $\pm 0.008$ l.Oll $\pm 0.008$

4 1205 $\pm 0.009$ $1.239\pm 0.006$
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Fig. 3: Compensated total energy spectrum
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Fig. 9: Local total energy flux functions ob-
tained from MHD turbulence $W^{T}(\alpha),$ $R_{\lambda}\approx$

1SO(semi-log plot)

Fig. 11: Comparison of energy flux functions

obtained from MHD turbulence and hydro-

dynarnic turbulence.(semi-log plot)
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Fig. 12: Comparison of energy flux functions

obtained from MHD turbulence and hydro
dynamic turbulence. (log-log plot)


