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上智大学理工学部数学科
(Sophia University)

1 Introduction
量子群 $U_{q}(\mathfrak{g}):=\langle e_{i}, f_{i}, h_{i}\rangle_{i\in I}$ の結晶基底を具体的に記述する方法の一つとして、 中島

と Zelevinsky によって導入された多面体表示による記述方法がある。 この手法は結晶基
底を無限階 \sim 格子内の凸多面体内部の格子点として実現するものであるが、彼らによっ
て $U_{q}^{-}(\mathfrak{g}):=\langle f_{i}\rangle_{i\in I}$ の結晶基底 $B(\infty)$ については、付随する $\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{c}$-Moody 代数が rank 2
一般、古典 $A_{n}$ 型、 アフィ $\grave{\nearrow}A_{n-1}^{(1)}$ 型の場合 $([\mathrm{N}\mathrm{Z}])_{\text{、}}$ また、 可積分最高ウェイト表現の結
晶基底 $B(\lambda)(\lambda\in P_{+})$ についても同様の場合に中島 [N] により多面体表示は得られてい
る。 ここでは、 すべての有限型 (古典型、例外型) 量子群の結晶基底とそれらの可積分最
高ウェイト表現の結晶基底を多面体表示を用いて記述する。

2 Construction of polyhedral realization of $B(\infty)$

ここでは、 $B(\infty)$ の多面体表示の一般論と、その具体形を求める。佳を対称化可能 Kac-
Moody 代数とし $B(\infty)$ の単位元を $u_{\infty}$ とする。

–

$\bullet$ Kashiwaraembedding

ここでは、多面体表示の構成に必要な 「柏原の埋めこみ」 ([K2] 参照) を紹介する。 ク

リスタル $B_{i}:=\{(x)_{i}|x\in \mathbb{Z}\}\cong \mathbb{Z}(i\in I)$ ( $B_{i}$ のクリスタルの構造は略) に対して、 以
下の埋めこみを得る :

$\Psi_{i}$ : $B(\infty)\llcornerarrow B(\infty)\otimes B_{i}$ $(u_{\infty}\mapsto u_{\infty}\otimes(0)_{i})$ .

インデックスの無限列 $\iota=(\cdots, i_{k}, \cdots, i_{2}, \mathrm{i}_{1})(\mathrm{i}_{k}\in I)$ は、 以下の条件を満たすとする :
(A) $i_{k}\neq i_{k+1)}$ $\#\{k|ik=\mathrm{i}\}=\infty$ for any $i\in I$ .

ここで、 略を $\iota$ に沿って繰り返し作用させると以下の埋めこみを得る (柏原の埋めこみ):

$\Psi_{\mathrm{t}}$ : $B(\infty)\mathrm{t}arrow B(\infty)\otimes B_{i_{1}}arrow B(\infty)\otimes B_{i_{2}}\otimes B_{i_{1}}\mathrm{L}arrow$ . . . $\cong \mathbb{Z}^{\infty}$

$u_{\infty}\mapsto$ $u_{\infty}\otimes(0)_{i_{1}}$ $\mapsto$ $u_{\infty}\otimes(0)_{\dot{\mathrm{z}}_{2}}\otimes(0)_{i_{1}}\mapsto$ . . . $\mapsto(\cdots, 0,0)$

ただし、 $\mathbb{Z}^{\infty}:=\{(\cdots, x_{2}, x_{1})|x_{j}\in \mathbb{Z}, x_{k}=0(k\gg \mathrm{O})\}$ .
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$\underline{\bullet \mathrm{C}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}1\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{f}\mathbb{Z}_{\iota}}$

ここでは、 $\mathbb{Z}^{\infty}$ 上にクリスタルの構造を構成する ([NZ] 参照、 クリスタルの構造が入っ
た $\mathbb{Z}^{\infty}$ を $\mathbb{Z}_{\iota}$ とかく)。条件 (A) を満たすインデックスの無限列 $\iota:=(\cdots, i_{k}, \cdots, i_{2},i_{1})$

を固定する。 $\vec{x}\in \mathbb{Z}^{\infty}$ に対し

$\sigma_{k}(\vec{x}):=x_{k}+\Sigma_{j>k}\langle h_{i_{k)}}a_{i_{j}}\rangle x_{j}$

と定める $(j\gg \mathrm{O}$に対し$x_{j}=0$なので$\sigma_{k}(\vec{x})$は$\mathrm{w}\mathrm{e}11- \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{d})_{\text{。}}$ また、 $\mathrm{i}\in I,$ $k\geq 1$ に対し

$\sigma^{(i)}(\tilde{x})$ $:= \max$ { $\sigma_{k}(\vec{x})|$ for $k\mathrm{s}.\mathrm{t}\mathrm{i}_{k}=i$ },
$M^{(i)}$ $:=$ $\{k|i_{k}=\mathrm{i}, \sigma_{k}(\tilde{x})=\sigma^{(i\}}(\tilde{x})\}$

と定める。 このとき $\tilde{f}_{i}$ , $\tilde{e}_{i}$ の $\vec{x}=(\cdots, x_{k}, \cdots, x_{2}, x_{1})\in \mathbb{Z}^{\infty}$ への作用を以下で定める :
$\tilde{f}_{\dot{q}}(\cdots, x_{k)}\cdots, x_{2}, x_{1})=(\cdots, x_{k}+1, \cdots, x_{2}, x_{1})$ where $k= \min M^{(i)}$ ,
$\tilde{e}_{i}(\cdots, x_{k}, \cdots , x_{2}, x_{1})=(\cdots, x_{k}-1, \cdots , x_{2}, x_{1})$ where $k= \max M^{(i)}$ if $\sigma^{(i)}(\vec{x})>0$ ,

$\mathrm{o}.\mathrm{w}.\tilde{e}_{i}(\vec{x})=0$ .

また
$wt(\vec{x}):=-\Sigma_{j=1}^{\infty}x_{j}\alpha_{i_{j}},$

$\epsilon_{i}(\vec{x}):=\sigma^{(i)}(\vec{x}),$ $\varphi_{i}(\vec{x}):=\langle h_{i}, wt(\vec{x})\rangle+\epsilon_{i}(\vec{x})$

と定めると、 $\mathbb{Z}^{\infty}$ は $\iota$ に付随したクリスタルの構造をもつことが分かる。

$\underline{\bullet \mathrm{P}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{l}i\mathrm{z}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{f}B(\infty)}$

ここでは、柏原の埋めこみの像 $Im\Psi_{b}(\cong B(\infty))$ を記述するために $B(\infty)$ の多面体表示

を構成する ([NZ] 参照)。条件 (A) を満たすインデックスの無限列 $\iota:=(\cdots, i_{k}, \cdots, i_{2}, i_{1})$

を固定し、 $k\geq 1$ に対し

$k^{(+)}$ $:= \min\{j|\mathrm{i}_{k}=i_{j}(k<j)\}$ ,
$k^{(-)}$ $:=$ $\max\{j|i_{k}=i_{j}(k>j)\}$ (ただし $k^{(-)}$ が存在しない場合は $k^{(-)}=0$ )

とおく。

Example 2.1 ($A_{3}$-case) $\iota:=(\cdots, 3,2,1,3,2,1,3,2,1)$ とすると、

$4^{(+)}=7,4^{(-)}=1,2^{(+)}=5,2^{(-)}=0$ .

$\mathbb{Q}$-ベクトル空問 $\mathbb{Q}^{\infty}$ を以下で定める :
$\mathbb{Q}^{\infty}$

$:=\mathbb{Q}\otimes_{\mathbb{Z}}\mathbb{Z}^{\infty}=\{x=(\prec\cdots, x_{2}, x_{1})|x_{j}\in \mathbb{Q}, x_{k}=0(k\gg 0)\}$ .

また、 $\mathbb{Q}^{\infty}$ 上の一次形式 $\beta_{k}(\tilde{x})$ (x\tilde \in Q勺を以下で定める:

$\beta_{k}(\overline{x})$ $=$
$x_{k}+ \sum_{k<j<k^{(+)}}\langle h_{i_{h}}, \alpha_{i_{j}}\rangle x_{j}+x_{k^{(+)}}$

.
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Example 2.2 ($A_{3}$-case)
$\iota:=(\cdots, 3,2,1,3,2,1)$ とすると

$\beta_{1}=x_{1}-x_{2}+x_{4}$ $(1^{(+\rangle}=4)$ , $\beta_{2}=x_{2}-x_{3}-x_{4}+x_{5}$ $(2^{(+)}=5)$ ,
$\beta_{3}=x_{3}-x_{5}+x_{6}$ $(3^{(+)}=6)$ , $\beta_{4}=$

となる。

この $\beta_{k}(\tilde{x})$ を用いて $\varphi(\vec{x})=\sum_{k\geq 1}\varphi_{k}x_{k}$. $(\varphi_{k}\in \mathbb{Q})$ に対する区分線型作用素 $S_{k}$ を以下

で定める :
$S_{k}(\varphi):=\{$

$\varphi-\varphi_{k}\beta_{k}$ if $\varphi_{k}>0$ ,
$\varphi-\varphi_{k}\beta_{k^{(-\rangle}}$ if $\varphi_{k}\leq 0$ .

Example 23 ($A_{3}$-case)
$\iota:=(\cdots, 3,2,1,3,2,1),$ $\varphi.=x_{1}$ とすると

$S_{1}(x_{1})=x_{1}-\beta_{1}(\vec{x})=x_{1}-(x_{1}-x_{2}+x_{4})=x_{2}-x_{4}$ ,
$S_{2}S_{1}(x_{1})=x_{2}-x_{4}-\beta_{2}(\vec{x})=x_{2}-x_{4}-(x_{2}-x_{3}-x_{4}+x_{5})=x_{3}-x_{5}$ ,

$S_{3}S_{2}S_{1}(x_{1})=x_{3}-x_{5}-\beta_{3}(x)\neg=x_{3}-x_{5}-(x_{3}-x_{5}+x_{6})=-x_{6}$ .

ここで

$—\iota$ $:=$ $\{ S_{j_{l}}\cdots S_{j_{1}}(x_{j_{0}})|l\geq 0, j_{0\}}\cdots,j_{l}\geq 1\}$ ,

\Sigma 嫁 $=$ { $\vec{x}\in \mathbb{Z}_{\iota}(\subset \mathbb{Q}^{\infty})|\varphi(\tilde{x})\geq 0$ for any $\varphi\in$ 三, }

と定める。 またインデックスの無限列 $\iota$ に対し

$\iota^{\circ)}.:=\min\{k|i_{k}=j\}$ $(j\in I)$

と定め、 $\iota$ に対し以下のような仮定 (P) を課す :
(P) $\varphi_{\iota}(j)\geq 0$ for any $\varphi(\vec{x})\in--\iota-$ .

このとき、以下の定理が成立する :
Theorem 2.4 ([NZ]) $\iota$ は条件 (A), (P) を満たすとする。 このとき

$Im(\Psi_{b})(\cong B(\infty))=\Sigma_{\iota}$ .

この $\Sigma_{b}$ を $\iota$ に付随する $B(\infty)$ の多面体表示と呼ぶ。

Remark. この Theorem 2.4 より、 $B(\infty)$ の具体形を求めるには $–\iota-,$ $\Sigma_{\iota}$ の具体形を求
めればよいことが分かる。
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Example 25($A_{3}$-case) $\iota:=(\cdots, 3,2,1,3,2,1)$ とすると

$Im(\Psi_{\iota})=$ $\{$ $\vec{x}\in \mathbb{Z}_{\iota}|$$=$ $\{$

$x_{1}\geq 0$ ,
$\vec{x}\in \mathbb{Z}_{\iota}|$ $x_{2}\geq x_{4}\geq 0$ ,

$x_{3}\geq x_{5}\geq x_{7}\geq 0$, その他の $x_{j}\equiv 0$

Remark. 多面体表示において恒等的に 0 でない $x_{j}$ の個数、つまり $B(\infty)$ を記述する
ために必要な、柏原の埋めこみで用いたクリスタル $B_{i}$ のテンソル積の個数は、付随する

Weyl 群の最長元の長さに等しいことが分かっている。 アフィン型や一般の Kac-Moody
型の場合、 無限個のテンソル積が必要になる。

$\bullet$ Main result I

Rank 2 一般、古典 $A_{n}$型、アフィン $A_{n-}^{(1)}$ , 型に対する $B(\infty)$ の多面体表示は [NZ] で得
られている。ここでは、その他の有限型の場合の三,, $\Sigma_{\iota}$ の具体形を求めるために Theorem
2.4 を以下のように修正する :

Theorem 26 $(\mathbb{Q}^{\infty})^{*}$ における一次形式の集合三$’\iota$ と

$\Sigma_{\iota}’:=$ { $\tilde{x}\in \mathbb{Z}_{\iota}\subseteq \mathbb{Q}^{\infty}|\varphi(\tilde{x})\geq 0$ for any $\varphi\in-_{\iota}-.’$ }

は、 以下の条件を満たすとする :
(i) インデックスの無限列 $\iota$ は条件 (P) を満たす,
(ii) 窺は $S_{k}$ の作用で閉じている,
(iii) $\tilde{x}\in\Sigma_{\iota}’$ のすべての成分は非負,

このとき

$Im(\Psi_{\iota})(\cong B(\infty))=\Sigma_{\iota}’$ .

つまり、「すべての $x_{j}$ に対する $S_{k}$ たちの作用で閉じている線型関数の集合ではなく、 (iii)

を満たす $x_{j}$ に対する $S_{k}$ たちの作用で閉じている線型関数の集合を見つければよい」 と

いうことである。
以下 $\mathrm{g}$ を有限型とし三 $\iota$ ’

$\Sigma_{\iota}$ の具体形を求める。インデックスの無限列 $\iota$ を以下のよう

に固定する :
$\iota:=(\cdots,n, \cdots, 2,1, \cdots,n, \cdots, 2,1)$

ただし、 $n$ は $\mathrm{g}$ のカルタン行列のサイズとする。簡単のため、 $Xj;i:=x(j-1)n+i$ と定め、

$\vec{x}\in \mathbb{Z}_{\iota}$ のインデックスを以下のように付け変える :
$\tilde{x}=(\cdots, x_{j_{j}i}, \cdots, x_{2;2}, x_{2_{j}1}, x_{1_{j}n}, \cdots, x_{1;2}, x_{1;1})$
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ただし $i\not\in[1, n]$ のときは $x_{j;i}=0$ とする。 ここで

三, $:=\{S_{j_{l}}\cdots Sj_{2}Sj\iota(x_{k;1})|k\geq 1, j_{1}, \cdots, j\iota\geq 1\}$ ,

$\sum_{\iota}:=$ { $\vec{x}\in\Sigma_{\iota}|\varphi(\vec{x})\geq 0$ for any $\varphi\in$ 巳
$\iota$ }

と定めると、 $\iota,$
$—\iota’\Sigma_{b}$ は Theorem 26 の 3 条件を満たすことが分かり、 $\Sigma_{\iota}$ は $B(\infty)$ の多

面体表示となる。

Remark. $\iota$ を上記のように固定すると、有限型の場合、 $x_{k_{j}1}$ に $S_{j}$ たちを作用させて閉
じている線型関数の集合は比較的容易に求められる。

$\underline{\bullet C_{n}}$

ここでは、 $C_{n}$ 型の場合の結果を紹介する。

Theorem 27 ( $C_{n}$-case) $B(\infty)$ の多面体表示は以下である :
$xj_{j}i=0$ for $j_{)}\mathrm{i}\not\in[1, n]$ ,
$x_{1_{j}i}\geq x_{2_{j}i-1}\geq\cdots\geq x_{i;1}\geq 0$ for $1\leq i\leq n-1$ ,
$2x_{j;n}\geq x_{\mathrm{j}+1;n-1}\geq\cdots\geq x_{nj}\geq 0$ for $1\leq j\leq n$ ,

xj:ユー j+l $\geq x_{jjn-j+2}\geq\cdots\geq 2xj;n\geq 0$ for $2\leq j\leq n$ .

Example 28($C_{5}$-case)

$x_{1}\geq 0$ ,
$x_{2}\geq x_{6}\geq 0$ ,

X3\geq X7\geq X11\geq Oフ

$x_{4}\geq x_{8}\geq x_{12}\geq x_{16}\geq 0$ ,
$2x_{5}\geq x_{9}\geq x_{13}\geq x_{17}\geq x_{21}\geq 0$

$|\vee$ $|\vee$ $|\vee$ $|\vee$

$2x_{10}\geq x_{14}\geq x_{18}\geq x_{22}\geq 0$

$|\vee$ $|\vee$ $|\vee$

$2x_{15}\geq x_{19}\geq x_{23}\geq 0$

$|\vee$ $|\vee$

$2x_{20}\geq x_{24}\geq 0$

$|\vee$

$2x_{25}\geq 0$ (その他の $x_{j}\equiv 0,$ $x_{j}\not\equiv 0$ である $x_{j}$ の個数は 25).

同様に $B_{n},$ $D_{n},$ $B_{6},$ $B_{7}$ , $E_{8},$ $F_{4}$ についても $B(\infty)$ の多面体表示は得られている。
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3 Construction of polyhedral realization of $B(\lambda)$

ここでは $B(\lambda)$ の多面体表示の一般論と、 その具体形を求める。 $\mathfrak{g}$ を対称化可能 Kac-
Moody 代数とし $B(\lambda)$ の単位元を $u_{\lambda}$ とする。

$\underline{\bullet \mathrm{M}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{p}\mathrm{h}i\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{f}\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{s}}$

ここでは、 $B(\lambda)$ の多面体表示の構成に必要なクリスタルの埋めこみを紹介する ([N] 参
照)。一元からなるクリスタル $R_{\lambda}:=\{r_{\lambda}\}$ ( $R_{\lambda}$ のクリスタルの構造は略) に対して以下の
埋めこみを得る :

$\Omega_{\lambda}$ : $B(\lambda)arrow B(\infty)\otimes R_{\lambda}$ $(u_{\lambda}\mapsto u_{\infty}\otimes r_{\lambda})$ .

この埋めこみ $\Omega_{\lambda}$ と柏原の埋めこみ $\Psi_{\iota}$ を合成し、以下の unique な埋めこみを得る :
$\Psi_{\iota}^{\lambda}$ : $B(\lambda)$ $arrow B(\infty)\otimes R_{\lambda}$ $\llcornerarrow$ $\mathbb{Z}^{\infty}\otimes R_{\lambda}$

$u_{\lambda}$
$\mapsto$ $u_{\infty}\otimes r_{\lambda}$ $\mapsto(\cdots, 0,0)\otimes r_{\lambda}$ .

ここで、 $\mathbb{Z}^{\infty}\otimes R_{\lambda}=:\mathbb{Z}^{\infty}[\lambda]$ と定める。

$\underline{\bullet \mathrm{C}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}1\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{f}\Psi_{\lrcorner}\iota[\lambda_{\mathit{1}}^{\rceil}}$

ここでは、 $\mathbb{Z}^{\infty}[\lambda]$ 上にクリスタルの構造を構成する ([N] 参照、クリスタルの構造が入った
$\mathbb{Z}^{\infty}[\lambda]$ を $\mathbb{Z}_{\iota}[\lambda]$ とかく)。条件 (A) を満たすインデックスの無限列 $\iota:=$ ( $\cdots$ , $i_{k},$ $\cdots$ , i2, $i_{1}$ )

を固定する。 $\tilde{x}\in \mathbb{Z}^{\infty}[\lambda]$ に対し

$\sigma_{k}(\tilde{x})$ $:=$ $x_{k}+\Sigma_{j>k}\langle h_{i_{k}}, a_{i_{j}}\rangle x_{j}$ ,
$\sigma_{0}^{(i)}(\vec{x})$ $:=$ $-\langle h_{i}, \lambda\rangle+\Sigma_{j\geq 1}\langle h_{i_{k}}, a_{i_{j}}\rangle x_{j}$ $(i\in I)$

と定める。 また、 $\mathrm{i}\in I,$ $k\geq 1$ に対し

$\sigma^{(i)}(\vec{x})$ $:=$ $\max$ { $\sigma_{k}(\vec{x})|$ for $k\mathrm{s}.\mathrm{t}i_{k}=i$ },
$M^{(i)}$ $:=$ $\{k|i_{k}=\mathrm{i}, \sigma_{k}(\vec{x})=\sigma^{(i)}(\tilde{x})\}$

と定める。このとき $\tilde{f}_{i}$ , $\tilde{e}_{i}$ の $\vec{x}=(\cdots, x_{k}, \cdots, x_{2}, x_{1})\in \mathbb{Z}$“ $[\lambda]$ への作用を以下で定める :
$\tilde{f}_{i}(\cdots,x_{k}, \cdots , x_{2}, x_{1})=(\cdots,x_{k}+1, \cdots , x_{2)}x_{1})$ where $k= \min M^{(i)}$ if $\sigma^{(i)}(\tilde{x})>\sigma_{0}^{(i)}(\vec{x})$ ,

$\mathrm{o}.\mathrm{w}.\tilde{f}_{i}(\vec{x})=0$ ,

$\tilde{e}_{i(}’\cdots,$ $x_{k},$ $\cdots,$ $x_{2},$ $x_{1})=(\cdots, x_{k}-1, \cdots, x_{2}, x_{1})$ where $k= \max M^{(i)}$ if $\sigma^{(i\rangle}(\tilde{x})>0$

and $\sigma^{(i)}(\vec{x})\geq\sigma_{0}^{(i)}(\vec{x})$ ,
$\mathrm{o}.\mathrm{w}.\tilde{e}_{i}(\vec{x})=0$ .

また

$wt(\tilde{x}):=\lambda-\Sigma_{j=1}^{\infty}x_{j}\alpha_{i_{j}},$
$\epsilon_{i}(\vec{x}):=\max\{\sigma^{(i)}(\tilde{x}), \sigma_{0}^{\langle i\rangle}(\vec{x})\},$ $\varphi_{i}(\tilde{x}):=\langle h_{i}, wt(\tilde{x})\rangle+\epsilon_{i}(\vec{x})$
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と定めると、 $\mathbb{Z}$“
$[\lambda]$ は $\iota$ に付随したクリスタルの構造をもつことが分かる。

Remark. 集合として $\mathbb{Z}_{\iota}[\lambda]$ と $\mathbb{Z}_{\iota}$ は等しいが、 クリスタルの構造は異なる。

–

$\bullet$ Polyhedral realization of$B(\lambda)$

ここでは、クリスタルの埋めこみの像 $Im\Psi_{\iota}^{\lambda}(\cong B(\lambda))$ を記述するために $B(\lambda)$ の多面体
表示を構成する ([N] 参照)。条件 (A) を満たすインデックスの無限列 $\iota:=(\cdots,i_{k}, \cdots,i_{2}, i_{1})$

を固定し

$k^{\{+)}$ $:= \min\{j|\mathrm{i}_{k}=i_{j}(k<j)\}$ ,
$k^{(-)}$

$:=$ $\max\{j|i_{k}=i_{j}(k>j)\}$ (ただし $k^{(-)}$ が存在しない場合は $k^{(-)}=0$ ),

Qへ $:=$ $\mathbb{Q}\otimes_{\mathbb{Z}}\mathbb{Z}^{\infty}=\{\vec{x}=(\cdots,x_{2}, x_{1})|Xj\in \mathbb{Q}, x_{k}=0(k\gg 0)\}$

は、 Section 2 と同様のものとする。 $\mathbb{Q}^{\infty}$ 上の線型関数 $\beta_{k}^{(\pm)}(\tilde{x})$ $(; \in \mathbb{Q}^{\infty})$ を以下で定める :
$\beta_{k}^{\mathrm{t}+)}(\vec{x})$ $=$ xk+k<j\Sigma <k(十) $\langle$hik’ $\alpha_{i_{j}}\rangle$ $x_{j}+x_{k^{\langle+)}}$ ,

$\beta_{k}^{(-)}(\vec{x})$ $=$ $\{$

$x_{k^{(-)}}+ \sum_{k^{(-)}}<j<k\langle l\iota_{i_{k}}, \alpha_{i_{j}}\rangle x_{\mathrm{i}}+x_{k}$ if $k^{(-)}>0$ ,
$- \langle h_{i_{k}}, \lambda\rangle+\sum_{1\leq j<k}\langle h_{i_{k}}, \alpha_{i_{j}}\rangle x_{j}+x_{k}$ if $k^{(-)}=0$ .

ここで

$\beta_{k}^{(+)}=\beta_{k},$ $\beta_{k}^{(-\}}=\beta_{k(-)}$ if $k^{(-)}>0$ (3.1)

に注意する。
この $\beta_{k}^{(\pm)}(\vec{x})$ を用いて $\varphi(\vec{x})=c+\sum_{k\geq 1}\varphi_{k}x_{k}(c, \varphi_{k}\in \mathbb{Q})$ に対する区分線型作用素 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

を以下で定める :

$S_{k}’(\varphi):=\{$

$\varphi-\varphi_{k}\beta_{k}^{(+)}$ if $\varphi_{k}>0$ ,
$\varphi-\varphi_{k}\beta_{k}^{(-\rangle}$ if $\varphi_{k}\leq 0$ .

(3.2)

ここで、 インデックスの無限列 $\iota$ に対し

$\iota^{(j)}$ $:= \min\{k|i_{k}=j(j\in I)\}$ ,
$\lambda^{(j\rangle}(\vec{x})$

$:= \langle h_{i_{k}}, \lambda\rangle-\sum_{1\leq l<\iota^{(i)}}\langle h_{i_{k}}, \alpha_{i_{l}}\rangle x_{l}+X_{b}(j)$

と定め

三
$\iota$

’
$:=\{S_{j_{k}}’\cdots S_{j_{1}}’\lambda^{(m)}(\vec{x})|m\in I, j_{1}, \cdots, j_{k}\geq 1\}$ ,

宜
$\iota$

$[\lambda]$ $:=$ 三 $\iota$

$\cup$ 三$’\iota$

$=\{S_{j_{l}}’\cdots S_{j_{1}}’(x_{j\mathrm{o}})|l\geq 0, j_{0}, \cdots , j_{l}\geq 1\}\cup\{S_{j_{k}}’\cdots S_{j_{1}}’\lambda^{(m)}(;) |m\in I, j_{1}, \cdots , j_{k}\geq 1\}$,
$\Sigma_{\iota}[\lambda]$ $:=$ { $\tilde{x}\in \mathbb{Z}_{\iota}[\lambda]|\varphi(\vec{x})\geq 0$ for any $\varphi\in---\iota[\lambda]$ }
と定める。 ここで (3.1), (3.2) により条件 (P) を満たす $\iota$ に対しては三

$\mathrm{t}$

は $B(\infty)$ の多面
体表示で定めたものと等しいことに注意する。 このとき、以下の定理が成立する :
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Theorem 31 ([N]) $(\cdots, 0,0)\in\Sigma_{t}[\lambda]$ であるとする。 このとき

$Im$ (重 $\iota\lambda$ ) $(\cong B(\lambda))=\Sigma_{\iota}[\lambda]$ .

この $\Sigma_{\iota}[\lambda]$ を $\iota$ に付随する $B(\lambda)$ の多面体表示と呼ぶ。

Remark. この Theorem 3.1 より、 $B(\lambda)$ の具体形を求めるには $-_{\iota}-.[\lambda],$ $\Sigma_{b}[\lambda]$ の具体形を
求めればよいことが分かる。

$\bullet$ Main result II

Rank 2 一般、古典 $A_{n}$ 型、 アフィン $A_{n-1}^{(1)}$ 型に対する $B(\lambda)$ の多面体表示は [N] で得
られている。 ここでは、 その他の有限型の場合の $–\iota-[\lambda],$ $\Sigma_{b}[\lambda]$ の具体形を求める。

以下 $\mathfrak{g}$ を有限型とする。

$\iota:=$ $(\cdot. . , n, \cdots, 2,1, \cdot. . , n, \cdots, 2,1)$ ,
$\vec{x}:=(\cdots\tau^{X}jji, \cdots, x_{2,2}., x_{2_{j}1}, x_{1;n}, \cdots, x_{1_{j}2}, x_{1;1})\in \mathbb{Z}_{\iota}[\lambda]$

(ただし $x_{j;i}:=x_{(j-1)n+i}$ , また $i\not\in[1,n]$ のときは $x_{j_{j}i}=0$ )

は、 Section 2 と同様のものとする。 ここで

三
$\iota$

’ $:=\{S_{j_{k}}’\cdots S_{j_{1}}^{l}\lambda^{(r1\iota)}(\tilde{x})|m\in I, j_{1}, \cdots,j_{k}\geq 1\}$,

三, $[\lambda]$ $:=$ 三, $\bigcup_{-t}^{-\prime}-$

$=\{S_{j_{t}}’\cdots S_{j_{1}}’(x_{k_{j}1})|k\geq 1, j_{1}, \cdots,j_{l}\geq 1\}\cup\{S_{j_{k}}’\cdots S_{j\iota}’\lambda^{(m)}(\vec{x})|m\in I, j_{1}, \cdots,j_{k}\geq 1\}$ ,

$\Sigma_{\iota}[\lambda]:=${ $x\prec\in \mathbb{Z}_{\iota}[\lambda]|\varphi(\vec{x})\geq 0$ for any $\varphi\in$ 三 $\iota[\lambda]$ }

と定めると、 Theorem 26, Theorem 31 から $\Sigma_{\iota}[\lambda]$ は $B(\lambda)$ の多面体表示となる。

$\underline{\bullet C_{n}}$

ここでは、 $C_{n}$ 型の場合の結果を紹介する。整数列 $\mu:=(\mu_{1}, \mu_{2}, \cdots, \mu_{l}, 0,0, \cdots)(l\geq$

$1,$ $\mu_{i}\in \mathbb{Z})$ に対し、 $\mu$ が admissible pallern であるとは以下を満たすことである :

$\mu$ : $\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{m}i\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}\Leftrightarrow\{$

2 $\leq\mu_{1}\leq n+1$ ,

1 $\leq\mu_{k}\leq\mu_{k-1}-1$ for $2\leq k\leq l$ ,

$\mu_{k}\geq 1\Leftrightarrow\mu_{k-1}\geq 3$ for $2\leq k\leq l$ .

Theorem 3.2 ( $C_{n}$-case) $B(\lambda)$ の多面体表示は以下である :

$x_{j;i}=0$ for $j,i\not\in[1,n]$ ,
$x_{1_{j}i}\geq x_{2;i-1}\geq\cdots\geq x_{i_{j}1}\geq 0$ for $1\leq i\leq n-1$ ,

$\mathit{2}x\text{力}n\geq x_{j+1_{j}n-1}\geq\cdots\geq x_{njj}\geq 0$ for $1\leq j\leq n$ ,

xj;n-j+l\geq xカユー j+2 $\geq\cdots$ \geq 2xカユ $\geq 0$ for $2\leq j\leq n$
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かつ

$\lambda_{i}+x_{j:i-j}-x_{j;i+1-j}\geq 0$ for $1\leq i\leq n-1,1\leq j\leq i$ ,

$\lambda_{n}+\Sigma_{k=1}^{l}(x_{k-2+\mu kjn+1-\mu k}-x_{k-2+\mu_{k}|n+2-\mu k}.)\geq 0$

ただし、 $\mu:=(\mu_{1}, \mu_{2}, \cdots, \mu_{l}, 0,0, \cdots)$ とし、 それぞれの $l=1,2,$ $\cdots,$ $n$ に対し $\mu$ : admis-
sible.

Example 33($C_{5}$-case) 多面体表示の $B(\infty)$ に関する部分は Example 2.8 で得られて
いる。 その他の部分は以下で得られる :

$\lambda_{1}$ $\geq$ $x_{1}$ ,
$\lambda_{2}$ $\geq$ $x_{2}-x_{1},$ $x_{6}$

ラ

$\lambda_{3}$ $\geq x_{3}-x_{2},$ $x_{7}-x_{6},$ $x_{11}$ ,
$\lambda_{4}$ $\geq$ $x_{4}-x_{3)}\cdots$ ,
$\lambda_{5}$ $\geq$ $x_{5}-x_{4},$ $-x_{5}-x_{8}+x_{9},$ $\cdots$ .

同様に $B_{n},$ $D_{n},$ $E_{6}$ , 凡についても $B(\lambda)$ の多面体表示は得られている。今後の課題とし
ては、 アフィン型や一般の Kac-Moody 型、 また変形量子群の結晶基底の多面体表示を求
めることなどが挙げられる。
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