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経路積分繰り込み群法のアルゴリズムとその応用

東京大学物性研究所 渡辺真仁 (Shinji Watanabe)

Institute for Solid State Physics,
University of Tokyo

現在の物性物理学の分野で最も重要な問題の一つに、量子ゆらぎと電子相関の効果が本質
的な役割を果たす系の性質を解明することがあげられる。従来の予測を超える現象として
見出された高温超伝導や、重い電子系、分数量子ホール効果などは、その効果が顕著に現

れる代表的な系であり、 ここ 20年ほどの間、物性物理研究の中心的課題となってきた。

このような興味深い物性を理解するためのアプローチとして、現象の本質を抽出した有効
模型を構成して、その性質を明らかにすることがあげられる。電子の運動エネルギーと電
子相関の効果を取り入れた最も簡単な模型として、いわゆる/‘バード模型が、様々な理論

的手法により研究されてきた。

厳密対角化法では、数値的に厳密に物理量を計算できるものの、格子点数が高々20程度
という欠点がある。密度行列数値繰り込み工法は、数百格子点までの大きなシステムサイ
ズを取り扱うことができるものの、主に 1次元系で開放端境界条件の場合という、格子の
形状に制約がある。 また、 量子モンテカルロ法は、 1 次元系から 3次元系まで十分大きな
格子点数を精度よく評価することができるが、負符号問題の発生により、有意な結果が得
られない場合がある。 このように、少ない格子点数や格子の形状の制約、および負符号問
題という困難が、ババード模型という、一見非常に単純な模型の電子状態の理解を妨げて
いた。 近年、 これらの困難を克服する新たな数値計算の方法として、経路積分繰り込み群
俗というアルゴリズムが提案され、 成功を収めつつある $[1]_{0}$

経路積分繰り込み群法はフェルミオンの模型一般に適用できるが、 ここでは系を記述する
ハミルトニアンを $H$ とする。 経路積分の考え方によれば、、任意の状態 $|\phi_{0}\rangle$ から出発し

て虚時間 $\tau$方向に時間発展させて、真の基底状態 $|\psi_{g}\rangle$ に到達することができる。すなわ
ち、 $|\psi_{g}\rangle$ $= \lim_{\tau\text{。}\infty}\exp[-\tau H]|\phi_{0}\rangle$ が成り立つ。経路積分繰り込み群法では、 高々 $L$ 個の
基底で展開された変分波動関数

$| \psi\rangle=\sum_{a=1}^{L}w_{a}|.\phi_{a}\rangle$ (1)

において、基底状態への射影を行いながら変分状態を最適化していき、 $L$ を増やしながら
制御された指針に基づいてヒルベルト空間の次元を厳密な値まで外挿するという考え方
をする。

量子モンテカルロ法の場合には、サンプリングを行う際に $\langle$ $\phi_{a}|$ と $|\phi_{b}\rangle$ の状態の組 $(a,$ $b=$

$1,$
$\ldots,$

$N_{s\text{、}}N_{\mathit{8}}$ はサンプル数) が異なることによって負符号問題が発生したが、今の枠組み
では、変分波動関数が式 (1) のようにあらわに与えられているので、負符号問題が発生し
ない。
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基底の数 $L$ を増やして行き、厳密なヒルベルト空問の次元に達すれば、式 (1) は、厳密な基
底状態を与えるが、実際には何らかの指針に基づいて $L$ の値を厳密な値 (格子点数が大き

い系では事実上、無限大とみなせる) に外挿する必要がある。そこで、エネルギーバリアン
スの方法を用いる。つまり、真の基底状態と変分状態のエネルギーの差を $\Delta_{E}=\langle H\}-\langle H\rangle_{g}$

と書くと、変分状態が基底状態に対してよい近似になっている場合には、エネルギーバリ
アンス $\delta E=\frac{\langle H^{2}\rangle-\{H\rangle^{2}}{\langle H\rangle^{2}}$ との間に、 $\delta E\propto\Delta_{E}$ の関係が成り立つ $[2, 3]_{\text{。}}$ この性質を利用す

ることにより、外挿を行うことができる。つまり、式 (1) の変分波動関数において、基底

の数 $L$ を少しずつ増やしていき、 エネルギーとバリアンスの線形部分を用いて $\Delta_{E}\prec 0$

の極限への外挿を行えば、 $N$格子点系における基底状態へ到達することができる。また、
同時刻スピン相関関数や運動量分布関数などの物理量も、短距離相関の場合には、エネル
ギーバリアンスを用いて外挿を行えば、基底状態での値を求めることができる $[3]_{\text{。}}$

この枠組みにおいて出現する誤差は 2種類存在することに注意する。一つは、各格子点の

系においてバリアンス外挿による誤差であり、 もう一つは有限サイズのデータを熱力学極
限へ外挿する際に生じる誤差である。前者は経路積分繰り込み群法に特有の誤差であり、
後者は有限系の数値計算に普遍的に現れる誤差である。経路積分繰り込み群法による熱力
学極限の物理量の誤差は、上記 2つの誤差からなる。また、量子モンテカルロ法のように
サンプリングを行わないので、統計誤差は一切生じないことを付記しておく。

上記のアルゴリズムを検証するため、 4 $\mathrm{x}4$ までの格子点の系における厳密対角化法、 お

よび 6 $\mathrm{x}6$や 8 $\mathrm{x}\mathrm{S}$ 格子点の系での量子モンテカルロ法と、基底状態エネルギーを比較し

た。 その結果、03%以下の相対誤差で基底状態エネルギーが一致することが確認され、大
きなシステムサイズにおいても有効な計算方法であることが示された $[2, 3]_{0}$

経路積分繰り込み冷製の特徴を以下にまとめる。

1) 負符号問題が存在しない。 そのため、格子の形状、及び、境界条件に制約がな $\mathrm{A}\mathrm{a}_{\text{。}}$ つ

まり、 1次元系から 3次元系まで、周期的、開放端、 いずれの境界条件でもフェルミオン
系の模型に適用できる。

2) 変分法に基づいたバリアンスによる物理量の外挿という指針が確立して $\mathrm{t}_{\sqrt}\mathrm{a}$ るため、制

御された方法に基づいて基底状態に到達できる。

3) 基底の数を 1 から増やしていくプロセスは、 \nearrow \一トリーフォック法の解から出発して、

電子相関や量子ゆらぎの効果を系統的に取り込んでいくというプロセスに対応する。ま
た、初期状態として任意の変分波動関数を与えることができ、基底の数を増やして得られ
た基底状態と比較することで、初期状態に含まれていなかったゆらぎの効果を定量的に議
論することができる。

4) 変分波動関数があらわに与えられているので、同時刻相関関数などの基底状態に関す
る物理量を計算することができる。

経路積分繰り込み群法を用いて、次近接ホッピングをもつ正方格子 $[4]_{\text{、}}$ および異方的三

子 [5] のハーフフィリングの基底状態の相図が決定された。注目すべき結果は、常磁

性金属相、反強磁性絶縁体相の間に、非磁性絶縁体相が出現するという結果である。 これ
はハートリーフォック法では予想されていなかった結果であり、電子相関と磁気的プラス
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トレーションの効果を正確に取り入れたこのアルゴリズムの出現により、 はじめて見出さ
れたものである。 この非磁性絶縁体相の性質を明らかにするため、種々の相関関数を計算
し、 熱力学極限に外挿した結果、ダイマー秩序や、プラケットシングレット秩序、 スタッ

ガードフラックス秩序、電荷秩序などの、並進対称性を破った状態は実現していないこと
がわかった $[6]_{0}$ この結果は、非磁性絶縁体相においてバンド絶縁体と断熱的につながら
ない、純粋なモット絶縁体状態が実現していることを示唆しており、 空間次元 2次元以上
の系で対称性の破れを伴わないモット絶縁体を示した最初のはっきりした例である。

ごく最近、経路積分繰り込み国法は新たに 2つの方向に発展した。一つは、量子数を指
定して、その部分空間に対して基底状態への射影を行う、量子数射影のアルゴリズムであ
り $[7]_{\text{、}}$ もう一つは、大正準分布のもとで基底状態への射影を行う、大正準分布のアルゴ
リズムである $[9]_{0}$

量子数射影のアルゴリズムでは、全スピンや運動量などの量子数を指定して経路積分繰り
込み一法を実行することにより、 スピン励起の分散を求めることが可能となった $[7]_{\text{。}}$ ま

た、 量子数により指定された部分空間の基底状態を求めることにより、精度の向上が実現
された。 このアルゴリズムにより、ハーフフィリングの正方格子および三角格子の基底状
態で実現する、非磁性絶縁体相において熱力学極限でスピンギャップが閉じていることが
確認された $[\mathrm{S}]_{0}$ この結果は、非磁性絶縁体相においてバンド絶縁体と断熱的につながら
ない、純粋なモット絶縁体状態が実現していることを示唆する上の結果を支持するもので
ある。

最近、 この理論的予言を支持する物質が相次いで報告され、 注目を集めている。一つは、
有機化合物 $\kappa-(\mathrm{E}\mathrm{T}){}_{2}\mathrm{C}\mathrm{u}_{2}\mathrm{C}\mathrm{N}_{3}[10]$ であり、 もう一つはグラファイトに吸着された $3\mathrm{H}\mathrm{e}$ であ

る $[11]_{0}$ ともに系を特徴づける交換相互作用の百分の一程度の低温まで磁気秩序を示さな
い、 ギャップレスの状態が実現していることが確認されている。

また、 大正準分布のアルゴリズムでは、入力パラメータとして化学ポテンシャルを与え、
出力パラメータとして電子数を求めるので、物理量の化学ポテンシャル依存性を精度よく
求めることができる $[9]_{\text{。}}$ これにより、バンド幅、 フィリング、格子構造を制御パラメタと
する電子系を同一の枠組みで統一的に取り扱うことが可能となった。 この方法を正方格子
ババード模型に適用することにより、化学ポテンシャルとクーロン相互作用のパラメータ
空間で基底状態の相図を決定し、 $\mathrm{V}$字型のモット絶縁体相が出現することが明らかとなっ
た。 $\mathrm{V}$ 字型の相境界の頂点では、 1次のバンド幅制御モット転移が生じるのに対し、 $\mathrm{V}$字
型のへりの部分で実現するフィリング制御のモット転移では、臨界揺らぎを伴った連続転
移が生じる。 この両者の対照的な振る舞いは、相図の金属絶縁体転移の境界線の傾きと熱
力学量との間に成り立つ一般的な関係式を導くことにより理解することができる。

経路積分繰り込み略法は、フェルミオン系を取り扱うための新しい数値計算のアルゴリズ
ムであり、量子モンテカルロ法の欠点であった負符号闘題が存在しないという大きな特徴
に加えて、境界条件や相互作用の形 (短距離、長距離相関等) の詳細によらずに適用でき
るという、幅広い汎用性をもっている。今後の展望としては、未解明の基礎的模型へのこ
の方法の適用があげられる。 特に、空間次元 2次元以上の系では、量子モンテカルロ法の
負符号問題が発生しない特殊なパラメータ領域のほかは、基礎的模型の基底状態でさえ
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も、 ほとんど理解されていないのが現状であり、新たな理論的手法の出現が切望されてい
た。 また、現実物質の物性予測や新物質の探索を行うための物質科学のシュミレーション
の実現へ向けて、第一原理的計算手法とこの方法を融合し、新たな計算方法を確立するこ
とも、 今後の重要な課題である。

本研究は、今田正俊教授 (東京大学物性研究所) と水崎高浩助教授 (専修大学) との共同

研究により行われた。 ここに紹介した研究の一部は科研費若手研究 (B)「経路積分繰り込

み群法による強相関電子系の研究」の援助を受けて行われたものであることを付記して謝
意を表する。
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