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ある生成的野面体群多項式の数論的性質について

東京都立大学・数学教室 小松 亨 1 (Toru Komatsu)

Department of Mathematics,

Tokyo Metropolitan University

\S 1 導入,

本稿では, ある生成的巡回多項式から生成的二面体群多項式を構成しその多項
式に関する数論的問題の解決について述べる. また全標数で利用可能な至る所生成

的な多項式の構成についても触れる.
$G$ を有限群とし $k$ を体とする. $r$変数有理関数今 $k(\mathrm{t}),$ $\mathrm{t}=(t_{1}, t_{2}, \ldots,t_{r})$ を係数

環とする多項式環を $k(\mathrm{t})[X]$ と書く. 体 $K$ 上のモニックな多項式 $F\in K[X]$ に対し

て $K$ 上の $F$ の最小分解体を $\mathrm{S}\mathrm{p}1_{K}F$ と書く.

定義 LL モニックな多項式 $F(\mathrm{t},X)\in k(\mathrm{t})[X]$ が次の条件を満たす時 $F(\mathrm{t},X)$ tま $G$

に対する $k$ 上パラメトリックな多項式であると $4\backslash$ う.

(i) 正則性: $\mathrm{S}\mathrm{p}1_{k(\mathrm{t})}F(\mathrm{t},X)$ 口 $- k=$ $k$ ($\overline{k}$ は $k$ の代数的閉包),

(ii) $G$拡大: $\mathrm{S}\mathrm{p}1_{k(\mathrm{t})}F(\mathrm{t}, X)$ が $k(\mathrm{t})$ のガロア拡大で $\mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathrm{S}\mathrm{p}1_{k(\mathrm{t})}F(\mathrm{t}, X)/k(\mathrm{t}))\simeq G$ .

$G$ に対する $k$ 上パラメトリックな多項式 $F(\mathrm{t}, X)\in k(\mathrm{t})[X]$ と $k$ の拡大体 $K$ {こ

対して, $K$ 上の $F$ 実現射 $R_{F,K}$ を

$R_{F,K}$ :
$a=\mathrm{A}^{r}-P(\begin{array}{llll}K a_{1_{?}} a_{2} \cdots a_{r}\end{array})$

$arrow\vdash+$

$\mathrm{S}\mathrm{p}1_{R}\cdot F(a, X)$

$\emptyset a\mathfrak{l}_{K}^{G}$

と定義する. ここで $\mathcal{P}_{F}$ を $F( \{, X)=\sum_{i=0}^{n}c_{i}(\mathrm{t})X^{i}$ の係数傷 $(\mathrm{t})\in k(\mathrm{t})$ の極集合の和

集合とし, $6a\mathfrak{l}_{K}^{G}$ を

{$L/K$ : ガロア拡大 $|\mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K)\simeq H,$ $H:G$ の $\pi \mathrm{p}$ f\neq 群}

とする.

定義 $\acute{[perp]}.2$ . パラメトリックな $\text{多項}$式 $F(\{,X)\in k(\mathrm{t})[X]$ 1“‘7Aの条件を満たす時, $F(\mathrm{t}, X)$

は、$G$ に対する $k$ 上生成的多項式であるという.
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(iii) 生成性: $k$ の全ての拡大体 $K$ に対して $R_{F,K}$ が全射

注意 L3. 上記の生成性の定義は DeMeyer[D] によるものである. 一方 (iii) の代わ

りに次の条件 $(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}’)$ で定義する流儀もある ([S] 参照),

(iii’溺生成性: $k$ の全ての拡大体 $K$ に対して $R_{F,K}$ の像が佳 $al_{K}^{G}$ を含む.

ここで佳\mbox{\boldmath $\alpha$}cX $=$ {$L/K$ : ガロア拡大 $|\mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K)\simeq G$} とする. 実はこの 2 種の定義

は同値である, つまり $(\mathrm{i}\ddot{\mathrm{u}}’)$ ならば (iii) である (Kemper[Ke]).

例 14. (1) Artin-Schreier 多項式: 素数 $p$ に対して $X^{\mathrm{p}}-X-t$ は $p$ 次巡回群 $\mathrm{C}_{p}$ に

対する有限体 $\mathrm{F}_{p}$ 上の生成的多項式である.

(2) Kummer多項式: $n$ を正の整数とし, $k$ を 1 の原始 $n$乗根を持つ体とする. この

時 $X^{n}-t$ は $n$次巡回群 $\mathrm{C}_{n}$ に対する $k$ 上の生成的多項式である.

注意 15. 多項式ではないが, Kummer-Artin-Schreier-Witt $\text{理_{}\mathrm{p}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}}^{\simeq}A$ という統一 $\text{理論}$が

関口氏と諏訪氏などによって知られている.

生成的多項式に関して次のような数論的問題が自然に考えられる.

問題 16. 生成的多項式 $F(\mathrm{t}, X)\in k(\mathrm{t}, X)$ と $a,$ $a_{1},$ $a_{2}\in \mathrm{A}_{K}^{r}-P_{F}$ に対して

(1) 部分体問題: $R_{F,K}(a_{1})\subseteq R_{F,K}(a_{2})$ となる為の条件を $a_{1}$ と a2 で表す.

(2) 分岐群問題: 拡大 $R_{F,K}(a)/K$ の素イデアル $\mathfrak{p}$ での分岐群を $\mathfrak{p}$ と $a$ から求める.

\S 2 ある生成的巡回多項式 D数論

$n$ を 3 以上の整数とし, $k$ を標数が 0 または $n$ と互いに素な体とする. $\zeta\in k^{\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{p}}$

を 1 の原始 $n$乗根とし $\omega=\zeta^{-1}+\zeta$ とする. 以下本稿では $\omega\in k$ を仮定する.

$F(s, X)= \frac{\zeta^{-1}(X-\zeta)^{n}-\zeta(X-\zeta^{-1})^{n}}{\zeta^{-1}-\zeta}-s\frac{(X-\zeta)^{n}-(X-\zeta^{-1})^{n}}{\zeta^{-1}-\zeta}$

と定義する.

定理 2.1(船名 [R]). $F(s, X)$ は $\mathrm{C}_{n}$ に対する $k$ 上パラメトリックな多項式である. $n$

が奇数の時 $F(s, X)$ は $\mathrm{C}_{r\mathrm{b}}$ に対する $k$ 上生成的多項式である.

この多項式 $F(s, X)$ に関する数論的問題は以下のような議論から解決出来る ([K]

参照). $k$ の拡大体 $K$ に対して $\mathrm{P}_{K}^{1}-\{\zeta, \zeta^{-1}\}=K\mathrm{U}\{\infty\}-\{\zeta, \zeta^{-1}\}$ を $T_{K}$ と書く.

$s_{1},$ $s_{2}\in T_{K}$ に対して

$s_{1}+s_{2}= \frac{s_{1}s_{2}-1}{s_{1}+s_{2}-\omega}\tau$
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と定義する. この $\mathrm{R}_{\backslash }\not\equiv T_{K}$ は演算 $+T$
を持つ 1 次元トーラスである. $\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{数}m$ {こ対して

$s+Ts+T\ldots+Ts$ ($m$項和) を $[m]_{T}(s)$ と書き $[m]_{T}T_{K}=\{[m]_{T}(s)|s\in T_{K}\}$ とする.

定理 22([K]).

$0arrow T_{K}/[n]_{T}T_{K}arrow^{\delta}\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}}(\mathrm{G}\mathrm{a}1(K^{\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{p}}/K),\mathrm{C}_{n})arrow \mathfrak{E}arrow 0$
(完全),

ここで

$\not\subset=\{$

$\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(\mathrm{N}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}:K(\zeta)^{\mathrm{x}}arrow K^{\mathrm{x}})$ $n$ 力 S偶数であり $\zeta\not\in K$ の時,

0 それ以外,

とする.

補題 2.3. $F(s, X)=0$ と $[n]_{T}X=s$ は同値 特に $a\in K-\{\zeta, \zeta^{-1}\}$ に対して

$R_{F,K}(a)=\mathrm{S}\mathrm{p}1_{K}F(a, X)$ は $(K^{\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{p}})^{\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\delta(a)}$ に等し $\mathrm{A}\backslash$ .

定理 22 の写像 $\delta$ の単射性から $F(s, X)$ の部分体問題が解決される.

命題 2.4. $a_{1},$
$a_{2}\in K-\{\zeta_{?}\zeta^{-1}\}$ に対して $R_{F,K}(a_{1})\subseteq R_{F,K}(a_{2})$ である事は

$a_{1}\in\langle a_{2}\rangle_{T}+[n]_{T}T_{K}=\{[m]_{T}a_{2}+[n]_{T}a|m\in \mathbb{Z}, a\in T_{K}\}TT$

と同値である.

注意 2.5. 定理 2.2 の写像 $\delta$ が全射である事 $(\mathrm{C}=0)$ は多 $\mathrm{I}\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{式}$ $F(s, X)$ の生成性と同

値である.

注意 2.6. 小) $\mathrm{t}|\mathrm{f}\mathrm{l}$ も別の $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$づけから定理 22 と $\prod\overline{\mathbb{E}1}\text{標}$な $Jp_{p}l\ovalbox{\tt\small REJECT}$を $\mathrm{f}\mathrm{z}^{\mathrm{i}}C\nearrow \mathrm{B}\vee \mathrm{t}\backslash$る ([O] 参照).

$T_{K}$ の $n$等分元全体を $T_{K}[n]_{T}$ と書く.

補題 27. $T_{K}[n]_{T}=\langle-1\rangle_{T}=\{\infty, -1,0, \ldots, \omega, \omega+1\}$.

補題 2.8. $a\in T_{K}-\{\zeta, \zeta^{-1}\}$ に対して $m= \min${$j$ : $n$ の正の $\beta_{\backslash }’\backslash$ $\text{数}\backslash |[j]_{T}a\in[n]_{T}T_{K}$ } と

すると $[R_{F,K}(a):K]=m$であり, $\mathrm{G}\mathrm{a}1(R_{F.K}(a)/K)=\langle\sigma_{n/m}\rangle$である. また $F(a, x)=$

$0$ を $’$.す $x\in K^{\epsilon \mathrm{e}\mathrm{p}}$ に関して $R_{F,K}(a)=K(x)$ であり, $\sigma_{n/m}(x)=x+T[n/m]_{T}(-1)$

である.

\S 3 二面体群多項式の構成.
多項式 $H(u, Z)$ を

$H(u, Z)=Z^{n}-un^{2} \prod_{1\leq i\leq n-1}(Z-\eta_{i})$
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と定義する. ここで $\eta_{i}=(\zeta^{-1}-\zeta)^{2}/$ ( $\zeta^{i}+$ ぐ
$\dot{\mathrm{q}}$

$-2$ ) $\in k$ とする.

定理 3.1. $n$ が奇数の時 $H(u, Z)$ は $n$次次面体群 $D_{n}$ に対する $k$ 富生成的多項式で

ある.

定理 3.1 の証明の概略. 今 $s,$ $u,$ $x,$ $z$ を 4 つの不定元とし関係式 $F(s, x)=0$ 及び

$H(u, z)=0$ を満たしているとする. この時 $F(s,x)$ は $s$ に関して 1 次多項式である

ので $s$ は $x$ の有理式で表す事ができ, その式を $s=f(x)\in k(x)$ と書く. $u_{\mathrm{J}}z$ に関し

ても同様に $u=h(z)\in k(z)$ とする. ここで $B(X)=X^{2}-\omega X+1\in k[X]$ と定義

し, 関係式 $B(x)=z$ を満たすとする. この時 $B(s)=u$ となる事が分かる. 以上の

関係式により 4つの関数体 $k(s),$ $k(u),$ $k(x),$ $k(z)$ の聞に関係が出来た.

$k(x)$

$=s$

$h(z)$

図 A

拡大 $k(x)/k(s)$ は 52 で述べたように $n$ 次巡回拡大であり $G\mathrm{a}1(k(x)/k(s))=\langle\sigma\rangle$ ,

$\sigma(x)=x+T(-1)=(-x-1)/(x-1-\omega)$ である. 拡大 $k(x)/k(z)$ は 2次巡回拡大で

あり $G\mathrm{a}1(k(x)/k(z))=\langle\tau\rangle,$ $\tau(x)=[-1]_{T}x=-x+\omega$ である. また拡大 $k(s)/k(u)$

も 2 次巡回拡大であり $G\mathrm{a}1(k(s)/k(u))=\langle\tau|_{k(s)}\rangle,$ $\tau(s)=[-1]_{T}s=-s+\omega$ であ

る. 従って $[k(x) : k(u)]=[k(x) : k(s)][k(s) : k(u)]=2n$ である. 体 $k(u)$ から見た

$k(x)$ の共役体は $k(x)$ 自身の他に $\mathrm{S}\mathrm{p}1_{k(\epsilon)}(F(\tau(s), X))$ が存在する. $\tau(s)=[-1]_{T}(s)$

より $F(s,X)= \prod_{1\leq i\leq n}(X-x_{i})$ とした時 $F( \tau(s), X)=\prod_{1\leq i\leq n}(X-[-1]_{T}x_{i})$ で

ある. よって $k(x)/k(u)$ はかロア拡大であり $G\mathrm{a}1(k(x)/k(u))\supseteq\{\sigma,$ $\tau\rangle$ である. 定

義から $\#\langle\sigma\rangle=n,$ $\#\langle\tau\rangle=2,$
$\sigma^{\dot{\mathrm{t}}}\tau=\tau\sigma^{-i}$ であるので $\langle\sigma, \tau\rangle\simeq D_{n}$ である. 従って

$[k(x) : k(u)]=\#\langle\sigma, \tau\rangle=2n$ より $\mathrm{G}\mathrm{a}1(k(x)/k(u))=\langle\sigma,\tau\rangle$ が分かる. 今 $k(z)=$
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$k(x)^{\langle\tau)}$ より $k(z)/k(u)$ は非 $fi^{\backslash ^{\backslash }}\mathfrak{c}l\text{ア}$拡大であり そのガロア ffiP $E$は $k(x)$ である. 実際

$F(s, X)= \prod_{1\leq i\leq n}(X-x_{\dot{\mathfrak{g}}})$ とし $_{arrow}’ \text{時}H(u, Z)=\prod_{1\leq:\leq n}(X-B(x_{i}))$ である. 従っ

て $\mathrm{S}\mathrm{p}1_{k(u)}H(u, Z)=k(x)$ であり, $H(u, Z)$ は $\prime D_{n}$ に対する $k$ 上\nearrow �ラメトリックな多

項式である事が分かった. $H(u, Z)$ の生成性の証明は $F(s, X)$ の生成性を |J用す

る. 以下 $n$ は奇数である事に $\backslash \not\in\backslash \vec{\Rightarrow-\backslash },$する. 体 $K$ を $k$ の拡大とし $L/K$ はかロア拡大

で $G\mathrm{a}1(L/K)\simeq D_{n}\text{と}$ する. この時 $L/K$ の $\mathrm{F}5\ovalbox{\tt\small REJECT}$下 $M$ で $G\mathrm{a}1(L/M)\simeq \mathrm{C}_{n}$ となる体

が存在する. 今 $F(s, X)$ の生成性から $\mathrm{S}\mathrm{p}1_{M}F(a,X)=L$ となる $a\in M$ 力 $\grave{\grave{1}}$存在す

る. そして $B(a-\rho(a))T=c$ ($\rho$ は $\mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathrm{M}/K)$ の $\text{生}ffi^{\backslash }$元) とおくと, $c\in K$ であり

$\mathrm{S}\mathrm{p}1_{K}H(c, X)=L$ が $\frac{\cong}{9}\mathrm{j}\mathrm{E}\mathrm{B}fl$ 出来る. これで $H(u, Z)$ の (弱) 生成性が示された. 口

注意 3.2. 成法 (図 A) から $H(u, Z)$ に関する数論的問題 tま $F(s, X)$ の数$\text{論的}$問題

へ $\prime \mathrm{J}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathfrak{B}$ る. ffl成法 $\mathrm{B}\grave{\grave{\}}}$ Bfl示的である事からその]$|\mathrm{t}\pi\ovalbox{\tt\small REJECT}\Xi$は容易であり, $F(s, X)$ の数

論的問題は [K] で解決されている.

\S 4 知られている多項式との関係.
$n$ t3“\not\in 数の場合は以下の生成的巡回多項式 $P(c, Y)$ 及び $\text{生}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}$的二面体群多項式

$R(c, Y)$ が橋 $\mathrm{X}\mathrm{R}$ と三宅氏によって与えられて v‘た ([HM惨照). 本稿の多項式

$F(s, X)$ は $P(c, Y)$ の改良版である ([R] 参照).

$P(c, Y)= \frac{(Y-\zeta)^{n}+(Y-\zeta^{-1})^{n}}{2}-c\prod_{0\leq_{\acute{J}}\leq n-1}(-\xi_{j}Y+\xi_{j+1})$
,

$R(c,Y)= \prod_{0\leq j\leq n-1}(Y-\xi_{\mathrm{j}}\xi_{\mathrm{i}+1})+c$
.

ここで $\xi_{j}=(\zeta^{j}-\zeta^{-j})/(\zeta-\zeta^{-1})\in\overline{\mathbb{Q}}$ とする.

定理 4.1(橋本 1三宅 [HM ]). 体 $k$ は標数 0 であり n’ま $\mathfrak{F}\mathrm{p}\text{数}\backslash$とする. この時 $P(c_{?}Y)$

は $\mathrm{C}_{n}$ に対する $k$ 上の\not\subset \Re 的多 aeaeである. $R(c,Y)$ はつ$n$

$l^{r}.\mathrm{x}\gamma_{\backslash }$する $k$ 上の生成的多

項式である.

補題 4.2. 標数 0 の体 $k$ 上 $R(\mathrm{c},Y)$ と $H(u, Z)$ は $\Pi\overline{\mathrm{p}}$ {g\llcorner である. つまり $R(c, Y)$ の $c$ {こ

$u$ の高々 1次分数変換を代入し, $Y$ に $Z$ の高々 1平分 $\text{数}\backslash$ae‘換を代入し\gamma L\tilde \epsilon 理式の分子

が $H(u, Z)$ の定数 ( $k^{\mathrm{x}}$ の元) 倍に等し $\mathrm{A}\backslash$ .

しかし $H(u, Z)$ は前節 \S 3 で述べたように数
$\text{論}\#\backslash$] $7_{\mathbb{E}}\mathfrak{j}5\mathfrak{F}$を解く上で扱い易く, さら

に次のような数論的応用上良い性質を持つ 8
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命題 43. $n$ を奇素数とし $k=\mathbb{Q}(\omega)$ とする. $k$ の拡大体 $K$の元 $u$ lこ対して $un^{2}\in O_{K}$

と仮定する. $z_{j}\in\overline{K}$ を $H(u, Z)= \prod_{1\leq \mathrm{i}\leq n}(Z-z_{j})$ とし $L=\mathrm{S}\mathrm{p}1_{K}H(u, Z)$ とする.

この時 $\{z_{j}-\eta_{i}|1\leq i\leq n-1,1\leq j\leq n\}\subset O_{L}^{\mathrm{X}}$ .

注意 4.4. 関係式 $\prod_{1\leq j\leq n}(z_{j}-\eta_{i})=-\eta_{\dot{9}}^{n}$及び $z_{j}-\eta_{i}=z_{j}-\eta_{n-i}$ があるので

$\{z_{j}-\eta_{i}|1\leq \mathrm{i}\leq n-1,1\leq j\leq n\}$ が乗法的に生成する $O_{L}^{\mathrm{x}}/O_{K}^{\mathrm{x}}$ の部分群の次元は

高々 $(n-1)^{2}/2$ である.

\S 5 至る所生成的な多項式.

$G$ を有限体とし $k$ を有限次代数体とする. $O_{k}$ の素イデアル $\mathfrak{p}$ に対して剰余体

$O_{k}/\mathfrak{p}$ を Fp と書く.

定義 5.1. モニックな多項式 $F(\mathrm{t},X)\in k(\mathrm{t})[X]$ が次の条件を満たす時, $F(\mathrm{t}, X)$ は $G$

に対する $k$ 上至る所生成的な多項式であるという.

$(g_{0})$ 標数 0: $F(\mathrm{t}, X)$ は $G$ に対する $k$上の生成的多項式,

$(g_{l})$ 立標数: $\mathit{0}_{k}$ の全ての素イデアル $\mathfrak{p}$ に対して, $F(\mathrm{f}, X)\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathfrak{p}$が定義され,
$F(\mathrm{t}, X)\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathfrak{p}$ は $G$ に対する $\mathrm{F}_{\mathfrak{p}}$ 上の生成的多項式.

$F(s, X),$ $H(u, Z)$ を \S 2, 3 で扱った多項式とする. $n$ を奇素数 $l$ とし $k=\mathbb{Q}(\omega)$上

の多項式 $\Omega_{C_{l}}(s, X),\Omega_{D_{l}}(uZ)\}$ を

$\Omega_{\mathrm{C}_{l}}$ $(s, X)=F(s/l, X)$ , $\Omega_{D_{t}}(u, Z)=H(u/l^{2}, Z)$

と定義する.

定理 52. $\Omega_{c_{l}}(s_{7}X)$ は $\mathrm{C}_{l}$ に対する $\mathbb{Q}(\omega)$ 上至る所生成的な多項式である. $\Omega_{D_{l}}(u, Z)$

は $\mathcal{D}_{l}$ に対する $\mathbb{Q}(\omega)$ 上至る所生成的な多項式である.

補題 42 と同様にして $\Omega_{D_{\mathrm{t}}}(u, Z)$ と $R(c, Y)$ が全標数で同値である事が分かる.

従って定理 52 から次が分かる.

系 53. $R(c, Y)$ は $D_{l}$ に対する $\mathbb{Q}(\omega)$ 上至る所生成的な多項式である.

\S 6 よく知られて $\mathrm{A}\backslash$る多項式との関係.
$k$ を総数 0 の体とする. cheb(Y) を $n$ 次の Chebyshev多項式とする,

cheb(Y)
$= \cos(n\cos^{-1}(Y))=(-2)^{n-1}\prod_{0\leq j\leq n-1}(Y-)+1\overline{2}$ .

$\zeta^{j}+\zeta^{-j}$
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補題 6.1. 多項式 $H(u, Z)$ と cheb(Y)-t は $k$ 上同値である.

系 62. cheb(Y) $-t$ はつ$n$
に対する $\mathbb{Q}(\omega)$ 上生成的な多項式である.

注意 6.3. 体 $\mathrm{S}\mathrm{p}1(X^{n}-t)$ に $\zeta$ が含まれる事と同様にして体 Spl(cheb(Y)-t) に $\omega$ が

含まれる.

拡大 $\mathrm{S}\mathrm{p}1_{k(t)}$ (cheb(Y)-t)/k(t) の q37R5体は $t=\cos\theta$の場合に制限すると次のよう

に表す事が出来る. ここで $\psi(X)=(X+\omega^{2}/2-2)/X,$ $\beta=\psi\circ B$ とし, $\sigma(\theta)=\theta+2\pi$ ,

$\tau(\theta)=-\theta$ である.

$x= \frac{\sin(\frac{\theta}{2n}-\frac{2\pi}{n})}{\theta}$

$\sin\overline{2n}$

$y= \cos\frac{\theta}{n}$

$=s$

cheb(y)
$s= \frac{\sin(\frac{\theta}{2}-\frac{2\pi}{n})}{\sin\frac{\theta}{2}}$

$t=\cos\theta$

\S 7 例.

(1) $l=3$ の時 $\omega+1=0,$ $\eta_{1}=1$ である.

$\Omega_{C_{3}}(s;X)=X^{3}-sX^{2}-(s+3)X-1$ ,
$\Omega_{D_{3}}(u;Z)=Z^{3}-u(Z-1)^{2}$

$=Z^{3}-uZ^{2}+2uZ-u$,
$\Omega_{D_{3}}(u;Z+\eta_{1})=(Z+1)^{3}-uZ^{2}$

$=Z^{3}-(u-3)Z^{2}+3Z+1$ .

(2) $l=5$ の時 $\omega^{2}+\omega-1=0,$ $\eta_{1}=\omega+2,$ $\eta_{2}=1$ である.

$\Omega_{\mathrm{C}_{6}}(s;X)=X^{5}-sX^{4}+2(\omega s-5)X^{3}+2\omega(s+5)X^{2}-(s-5\omega)X-1$ ,
$\Omega_{D_{5}}(u;Z)=Z^{5}-u(Z-(\omega+2))^{2}(Z-1)^{2}$

$=Z^{5}-uZ^{4}+2(\omega+3)uZ^{3}-7(\omega+2)uZ^{2}+2(4\omega+7)uZ$

$-(3\omega+5)u$ ,
$\Omega_{D_{5}}(u;Z+\eta_{1})=(Z+\omega+2)^{5}-uZ^{2}(Z+\omega+1)^{2}$

$=Z^{5}-(u-5(\omega+2))Z^{4}-(2(\omega+1)u-10(3\omega+5))Z^{3}$

$-((\omega+2)u-10(8\omega+13))Z^{2}+5(21\omega+34)Z+55\omega+89$ ,
$\Omega_{D_{5}}(u;Z+\eta_{2})=(Z+1)^{5}-u(Z-(\omega+1))^{2}Z^{2}$

$=Z^{5}-(u-5)Z^{4}+(2(\omega+1)u+10)Z^{3}-((\omega+2)u-10)Z^{2}$

$+5Z+1$ .
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(3) $l=7$ の時 $\omega^{3}+\omega^{2}-2\omega-1=0,$ $\eta_{1}=\omega+2,$ $\eta_{2}=1,$ $\eta_{3}=-2\omega^{2}-\omega+5$である.
$\Omega_{C\tau}(s;X)=X^{7}-sX^{6}+3(\omega s-7)X^{5}-5((\omega^{2}-1)s-7\omega)X^{4}$

-5 $(\omega^{2}-1)(s+7)X^{3}+3(\omega s-7(\omega^{2}-1))X^{2}-(s-7\omega)X-1$,
$\Omega_{D_{7}}(u;Z)=Z^{7}-u(Z-(\omega+2))^{2}(Z-1)^{2}(Z-(-2\omega^{2}-\omega+5))$

$=Z^{7}-uZ^{6}-4(\omega^{2}-4)uZ^{5}+6(5\omega^{2}+\omega-15)uZ^{4}$

-30$(3\omega^{2}+\omega-8)uZ^{3}+11(12\omega^{2}+5\omega-30)uZ^{2}$

-2$(47\omega^{2}+22\omega-113)uZ+(26\omega^{2}+13\omega-61)u$,
$\Omega_{D_{7}}(u;Z+\eta_{2})=(Z+1)^{7}-u(Z-(\omega+1))^{2}Z^{2}(Z-(-2\omega^{2}-\omega+4))$

$=Z^{7}-(u-7)Z^{6}-((4\omega^{2}-10)u-21)Z^{5}$

$+((10\omega^{2}+6\omega-25)u+35)Z^{4}$

$-((10\omega^{2}+6\omega-20)u-35)Z^{3}$

$+((2\omega^{2}+\omega-5)u+21)Z^{2}+7Z+1$ .
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