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力学系の分岐点と KMS state

岡山大学・環境理工学部 梶原毅 (Tsuyoshi Kajiwara)
Faculty of Environmental Science and Technology)

Okayama University

1 序

有理関数によってリーマン球面上に与えられる力学系, またコンパクト位相空間上
の自己相似写像の組で与えられる力学系に対して, ヒルベルト C*-双加群を経由し
て Pimsner 構成により C**環を構成することができる. もとの力学系の性質は, 作
られた C8環の性質に反映される. もとの力学系の性質と作られた C8環の性質との

相互関係を調べることは興味深い問題である. 以前の研究において, 有理関数力学系
をジュリア集合に制限した場合, および自己相似写像の場合に C*環が単純かつ純無
限になることを示した. また, 作られる C*環の K\sigma 群についても調べている.

これらの力学系, 特に有理関数力学系の重要な特徴は, 局所同相写像でなくなる点,
すなわち分岐点または特異点をもつことである. 分岐点を持つ場合にはヒルベルト
C**双加餐が有限生成でなくなる. しかし, 上記の単純性, 純無限性につ $\mathrm{t}_{\mathit{1}}$ )ては分岐

点が存在してもなりたつ. KK群については分岐点の性質を反映していると思われる
が対応は必ずしも明らかではない. 分岐点の情報をつかまえるためには $\mathrm{C}^{*}$ 醜声で

何を考えたらよいだろうか.
これらの力学系から作られる C*環には自然なゲージ作用が存在し, この作用に

関する KMS state を考えることができる. 自己相似写像で分岐点のない場合には,
Pinzari-Watatani-Yonetani [9] により, 生成される Cl環はクンツ環で KM$\mathrm{M}\mathrm{S}$ state tよ

一意的であることが知られている. 分岐点を持つ場合には, 分岐点に対応する KMS
state が新規に現れる. 有理関数力学系の場合には KMS state の完全分類を行うこ
とができ, その情報によって, 有理関数の次数, 分岐点の個数例外点の個数と型など
のもとの力学系の情報を復元することができる.
なお, 本稿は綿谷安男, 泉正己両氏との共同研究の一部であり, 研究全体は, Izumi-

Kajiwara-Watatani[3] で公表予定である.
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2 定義と準備

2.1 ヒルベルト $\mathrm{C}^{*}$-双加群と Pimsner 構成
$A$ を C4環とし, $X$ を右ヒルベルトル加群とする. $L(X)$ で $X$ 上の線形作用素で
右 $A$ 内積に関して随伴作用素をもつようなもの全体を表す. これは C8*環である.
$L(X)$ の中で有限階作用素全体のノルムの閉包を $K(X)$ とする. $A$ から $L(X)$ への

*単射 $\phi$ があるとき, $(X, A)$ を $A$ 上のヒルベルト C*\sigma 双加群またはヒルベルト A-A
加群という. $I_{X}=\phi^{-1}(\phi(A)\cap K(X))$ とおき, コンパクトイデアルという. $(X, A)$

から作られる Cuntz-Toeplitz 環 $T_{X}$ とは, $\{S_{\xi}|\xi\in X\}$ と $A$ によって生成され, 次の
関係

$S_{\xi}a=S_{\xi a}$ , $aS_{\xi}=S_{\phi(a)\xi)}$ $S_{\xi}^{*}S_{\eta}=(\xi|\eta)_{A}$

を満たす普遍的な C*環であり, さらに $T_{X}$ を関係式

$\varphi(\phi(a)_{\grave{J}}=a$ $\mathrm{f}ora\in I_{X}$

で割ったものが, Cuntz-Pimsner 環 $\mathcal{O}_{X}$ である. ここで, $\varphi$ は, $\theta_{\xi,\eta}arrow S_{\xi}S_{\eta}^{*}$ で与え

られる $K(X)$ から $\mathcal{T}_{X}$ への *旧型である. $a\in A$ , および $\xi\in X$ と $\mathcal{O}_{X}$ の中の像を

同一視し, $a,$ $\xi$ とかく, $\mathcal{O}_{X}$ 上には $\alpha_{t}(\xi)=e^{i8}\xi$ で決まる 1 径数自己同型群があり,
ゲージ作用と呼ぶ.

22 複素力学系と自己相似写像

221 複素力学系

$h(z)$ を有理関数とし, リーマン球面 $\hat{\mathrm{C}}$ 上に $h$ によって与えられる複素力学系を
$(\hat{\mathrm{C}}h))$ とかく. $h’(z_{0})=0$ となるような $z_{0}$ を分岐点とよぶ. 分岐点の集合を $B(h)$

と表す. $h(z)=h(z_{0})+c(z-z_{0})^{n}+\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{s}(n\geq 2),$ $c\neq 0$ と局所的に書けると
き $e(z_{0})=n$ と書き, $z$ における被覆指数とよぶ, 分岐点でないときは, $e(z_{0})=1$ と

しておく. また, $z_{0}\in B(h)$ のとき, $w_{0}=h(z_{0})$ を分岐値とよび, 分岐値全体の集合
を $C(h)$ とかく.

$C_{h}=\{(z, w)\in\hat{\mathrm{C}}^{2}|w=h(z)\}$ とおく. $A=\mathrm{C}(\mathrm{C}^{\mathrm{A}}),$ $X_{h}=\mathrm{C}(\mathrm{C}_{h})$ とする. $X_{h}$ は,

$(a\cdot f\cdot b)(x, y)=a(x)f(x, y)b(y)$

によって A-A 加筆の構造をもつ. また,

$(f|g)_{A}(w)= \sum_{z\in h^{-1}(w)}e(z)\overline{f(z,w)}g(z, w)$

によって $(f|g)_{A}(w)$ を定義する.

Proposition 1. (Kajiwara-Watatani $l\mathit{4}f$) $(f|g)_{A}(w)$ は連続関数になり, これらの構
造によって, $X_{h}$ は $A$ 上のヒルベルト \sigma \sigma 双加群である.
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$X_{h}$ から作られる Cuntz-Pimsner 環 $\mathcal{O}_{X_{h}}$ を $\mathcal{O}_{h}$ ともかき, $h$ で決まる複素力学系
に付随した C*環とよぶ.

Proposition 2. (Kajiwara-Watatani $l\mathit{4}\mathit{1}$) $h$ は有理関数とする. $X_{h}$ のコンパクトイ

デァル $\backslash I_{X}$ は次で与えられる.

$I_{X}=\{a\in A|a(z)=0z\in B(h)\}$

有理関数 $h$ の例外点とは, $z$ の逆夢道 $\{h^{-n}(z)|n=0,1,2, \ldots, \}$ が有限集合になる
点である. 有理関数の例外点は高々 2個であり, 例外点が 2個の場合は共役を除いて
完全に分類されている.

Proposition 3 (Beardon [1])

1. 例外点が 2個の有理関数の場合は, 次のいずれかに共役である. $h_{1}(z)=az^{N}$

$(N\geq 2)$ か, $h_{2}(z)=az^{-N}(N\geq 2)$ . 例外点はいずれも $\{0, \infty\}$ である.

2. $h_{1}$ については, z。の逆軌道は {0} 1 点, $\{\infty\}$ の逆軌道も $\{\infty\}1$ 点である.

3. $h_{2}$ については, $z_{0}$ の逆軌道は $\{z_{0}, \infty\}$ である. $\infty$ についても同じ.

4, 例外点が 1 個で $\{\infty\}$ の場合は多項式で, $h_{1}$ 以外の形のものである.

222 自己相似写像

$(K, d)$ をコンパクト距離空間とする. $K$ 上の連続写像 $\xi$ が真の縮小写像であるとは,

定数 $0<c_{1},\leq c_{2}<1$ があり,

$c_{1}d(y_{1}, y_{2})\leq d(\xi(y_{1}), \xi(y_{2}))\leq c_{2}d(y_{1}, y_{2})$ $y_{1},$ $y_{2}\in K$

をみたすことである. $N\geq 2$ を自然数とし) $\gamma=(\gamma_{1)}\ldots, \gamma_{N})\text{を}\mathit{4}^{K,d)}$
の真の縮小

写像の族とする. $K$ が $\gamma$ に関して自己相似であるとは, $K= \bigcup_{i=1}\gamma_{i}(K)$ となるこ

とである. 以下, $K$ は $\gamma$ に関して自己相似とする.
$K$ の分岐点 $B(\gamma)$ , 分岐値 $C(\gamma)$ を次のように定義する.

$B(\gamma)=$ { $x\in K|x=\gamma_{j}(y)=\gamma_{j’}(y)$ for some $y\in K$ and $j\neq j’$ }
$C(\gamma)=$ { $y\in K|\gamma_{j}(y)=\gamma_{j’}(y)$ for $j\neq j’$ }

次の二つの条件を考える.

Definition 4. $\gamma=\{\gamma_{j}\}_{j=1}^{N}$ が開集合条件をみたすとは, $K$ の空でない開集合 $V$ で,

$\bigcup_{i=1}^{N}\gamma_{i}(V)\subset V$ であ煽 $\neq j’$ に対して, $\gamma_{j}(V)\cap\gamma_{j’}(V)=\phi$ となるものが $\text{存}7\pm\mapsto$する

ことである.
$\gamma$ が有限分岐点条件をみたすとは, $C(\gamma)$ が有限集合となることである.
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( $x$ , y)\in C。に対して, 被覆指数 $e(x, y)$ を

$e(x_{2}y)=\#\{j\in\{1, \ldots, N\}|\gamma_{j}(y)=x\}$

と定義する.
複素力学系の場合と同様に? $A=\mathrm{C}(K),$ $X_{\gamma}=\mathrm{C}(\mathrm{C}_{\gamma})$ として,

$(a\cdot f\cdot b)(x,y)=a(x)f(x, y)b(y)$ $(f|g)_{A}(y)= \sum_{j=1}^{N}\overline{f(\gamma_{j}(y),y)}g(\gamma_{i}(y), y)$ .

で, 両側 $A$ 作用ん値内積を定義できる. $X_{\gamma}$ は $A$ 上のヒルベルト C*A双加群となる
ことが示せる, X。から作られる Cuntz-Pimsner 環を 0。とかく.

Proposition 5. (Kajiwara-Watatani $[\mathit{5}J$) $\gamma$ が開集合条件をみたすとき, O。は単純
純無限, 核型かっ $UCT$ クラスである,

Proposition 6. (Kajiwara-Watatani 周) $\gamma$ が開集合条件をみたすとき, コンパク
トイデアル Ix。は次のように記述される.

$I_{X}=\{a\in A|a(y^{1}, =0, y\in B(\gamma)\}$

23 Cuntz-Pimsner 環の $\mathrm{K}\mathrm{M}\mathrm{S}$ state
$A$ を単位元をもつ C8環とし, $\alpha$ は鴻上の 1 忌数自己同型群とし, A。は $\alpha$ に関す
る解析的元全体の集合とする. 護上の state $\varphi$ が $\alpha$ に関する $\beta- \mathrm{K}\mathrm{M}\mathrm{S}$ state であると
は, $\mathcal{B}$ を A。の任意の *A部分環として, $a\in A$ と $b\in \mathcal{B}$ に対して,

$\varphi(a\alpha_{i\beta}(b))=\varphi(ba)$

がなりたつことである.
$A$ を単位元をもつ C**環, $X$ をヒルベルト A-AA加群とし, $\mathcal{O}_{X}$ のゲージ作用

$\gamma$ に関する KMS state を分類する問題を考える. $X_{A}$ が有限型のときには Pinzari-
Watatani-Yonetani [9] により, 可算生成の場合には, Laca-Neshveyev [8] により, $\mathcal{O}x$

の KMS state の分類問題は, $A$ 上の tracial state で, ある条件をみたすものに帰着
されている.

$X_{A}$ の可算基底 $(u_{k})_{k=1,2},\ldots$ , を固定する,

Proposition 7. (Laca-Neshveyev[8]) $\lambda=e^{\beta}$ とする. $\mathcal{O}_{X}$ の $\beta- KMS$ state $\varphi$ を $A$

に制限すると, 次のふたつの条件をみたす $A$ 上の tracial state $\tau$ になる.

$\sum_{k=1}^{\infty}\tau((u_{k}|au_{k})_{A})=\lambda\tau(a)$ $(\forall a\in I_{X})$ (1)

$\sum_{k=1}^{\infty}\tau((u_{k}|au_{k})_{A})\leq\lambda\tau(a)$ $(\forall a\in A^{+})$ (2)
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逆に, $A$ 上の tracial state $\tau$ で (1), (2) をみたすものに対して, $\mathcal{O}_{X}$ 上の $\beta- KMS$

state $\varphi$ で, $A$ に制限すると $\tau$ になるものを作ることができる, さらにそのような $\varphi$

は一意的である. なお, この対応は凸集合としての構造を保存している,

ここで, Laca-Neshveyev[8] に従い, KMS state の型を定義する. $\mathcal{O}_{X}$ の $\beta- \mathrm{K}\mathrm{M}\mathrm{S}$

state $\varphi$ に対応する $A$ 上の tacial state $\tau$ が

1. $A$ 上の $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\tau_{0}$ があって $\tau=\sum_{i=0}^{\infty}F^{i}(\tau_{0})$ とかけるときは $\varphi$ は有限型という.

2. $F(\tau)=\tau$ がなりたつときは, $\varphi$ は無限型という.

なお, この定義が $(\mathcal{O}_{\alpha}, \alpha)$ だけではなく, C8*環を生成している双加群の構造に依存
していることに, 注意を要する.
さらに, $\tau$ が (2) をみみたすとき 7

$F(\tau)$ を

$F( \tau)=\sum_{k=1}^{\infty}\tau((u_{k}|au_{k})_{A})$

で定義すると, $F$ は孟の tracial state 上の線形写像である. 上の Proposition の条

件は $F$ についての条件であり, $I_{X}=A$ なら $F$ の固有値問題である. 以下, $F$ を

Ruell-Perron-Frobenius 作用素とよぶ.

3 可算基底の構成と Ruell-Perron-Frobenius 作用素
の計算

KMS state の分類において前節で導入した $F$ が重要である. しかし $F$ は可算基底

によって表されており, わかりにくい. そこで, 基底を具体的に構成することにより,
$F$ のわかりやすい表示を得たい. 複素力学系, および自己相似写像に付随するヒル
ベルト C*\sigma 双加群に対して可算基底を具体的に構成する. 分岐点を持つ場合につい
ての基底の構成は, 知る限り始めて得られたものである.
複素力学系に対して構成の概略を説明する. 自己相似写像の場合も同様である. 最
初に $h(z)=z^{n}$ の場合を考える. $\mathrm{i}\geq 1$ を自然数とし, $L$ を正の定数として, $[0, \infty)$

上の連続関数 $r_{i}(x)$ を

$r_{i}(x)=\{$

1 $\frac{L}{i}\leq x$

$\frac{i}{L}x$ $\frac{M}{2i}\leq x\leq\frac{L}{i}$

0 $0 \leq x\leq\frac{L}{2i}$ .

と定義し, $r_{0}(x)=0$ とおく. さらに, $v_{i}(x)=(r_{i}(x)-r_{i-1}(x))^{1/2}$ とおく. また,

$1\leq p\leq n-1$ に対して, $\mathrm{C}\backslash \{0\}$ 上の関数 $\xi_{p}(z)$ を

$\xi_{p}(z)=\frac{1}{\sqrt{n}}(\frac{z}{|z|})^{p}$
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によって定義する.
これらを用いて, $i\geq 1,1\leq p\leq n-1$ に対して,

$u_{1+(n-1)(i-1)+p}(z, z^{n})=\xi_{p}(z)v_{i}(|z|)$ ,

とおく.

Proposition 8. $h(z)=z^{n}$ のとき, $\{u_{i}\}_{i=1},\ldots$ はヒルベルト $C^{*}$ 功「」$\text{群^{}\backslash }$ $X_{h}$ の基底に

なる.

次に $a$ を分岐点, $b=h(a)$ とする. $a$ の十分小さい閉近傍 $U$ で, $h|_{U-\{a\}}$ が同相写

像になるものをとり, $V=h(U)$ とする. $A=\mathrm{C}(V)$ とおく. $\mathrm{C}=\{(z, h(z))|z\in U\}$ ,
$X=\mathrm{C}(\mathrm{C})$ , とする. $U,$ $V$ から $\mathrm{O}\in \mathrm{C}$ の二つの閉近傍とそこへの同相写像を適当に
選べば, $h(z)$ は $h(z)=z^{n}$ と共役になる. 従って, $X_{A}$ の基底の構成は, $h(z)=z^{n}$ の

場合に帰着される. 一般の場合は, $\hat{\mathrm{C}}$ を開被覆で分割してそこに制限したヒルベルト
C*n加群を考える. これは直前に考えたヒルベルト C*- 加群の直和になっているので
基底を構成できる. さらに開被覆に付随した単位の分割によって局所的に定義した
基底を寄せ集めれば, 全体の力学系から作られるヒルベルト C*n加群の基底になる.
自己相似写像で有限分岐点条件, 開集合条件を満たす場合にも, 同様の構成を行っ
て基底を作ることができる.
以上の基底を用いて $F$ を記述し, KMS state に対応する $A$ 上の $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}$ についての

わかりやすい記述を得る. $a\in A=\mathrm{C}(K)$ に対して, ボレル関数 $\tilde{a}$ を次のように定義
する. 複素力学系の場合は,

$\tilde{a}(w)=\sum_{w\in h^{-1}(w)}a(z)$

であり, 自己相似写像の場合は,

$\tilde{a}(y)=\sum_{x\in\gamma(y)}a(x)=\sum_{j=1}^{N}\frac{1}{e(\gamma_{j}(y),y)}a(\gamma_{j}(y))$.

と定義する.

Proposition 9. 複素力学系, 自己相似写像の場合において構成した可算基底を
$(u_{k})_{k=1}^{\infty}$ とする. そのとき $Ja\in A$ に対して,

$\sum_{k=1}^{\infty}(u_{k}|au_{k})_{A}(y)=\tilde{a}(y)$

がなりたつ. ここで, 左辺の収束は無条件収束である.
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これにより) $F$ は,
$F(\tau(a))=\tau(\tilde{a})$

とかける. 従って, $\mathit{0}_{x}$ の KMS state と $A$ の $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}$ との対応は, 次のように基底を
使わない形で表せる. $K$ はリーマン球面または自己相似集合を表すものとする. $A$

上の $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}$ は, $K$ 上のボレル測度に対応する.

Theorem 10. 有理関数力学系または有限分岐点条件, 開集合条件をみたす自己相
似写像系に付随する $Cur\iota tz$-Pimsner 環 $\mathcal{O}_{X}$ とその上のゲージ作用 $\alpha$ を考える, $\varphi$

で $\mathcal{O}x$ 上の $\beta- KMS$ state とする. そのとき, $\varphi$ の $A=\mathrm{C}(K)$ への制限によって現
れる $K$ 上の Bo$rel$ 測度 $\mu$ は次の (3).’ (4) をみたす.

$\tau^{\mu}(\tilde{a})=\lambda\tau(a)$ $(a\in I_{X})$ (3)
$\tau^{\mu}(\tilde{a})\leq\lambda\tau(a)$ $(a\in A^{+})$ (4).

ただし, $\lambda=e^{\beta}$ である.
逆に, $K$ 上のボレル測度 $\mu$ で (3), (4) をみたすものに対して, $\mathcal{O}_{X}$ 上の $\beta- KMS$

state $\varphi$ で
$f$

$\varphi|_{A}=\tau^{\mu}$ をみたすものが一意的に存在する.

なお, $I_{X}$ はそれぞれ $B(h)$ および $B(\gamma)$ 上で 0 になる関数族として特徴づけられ
ている.

4 KMS state の分類
ここまでの準備により 7

複素力学系および有限分岐点条件, 開集合条件をみたす自己
相似写像から作られた C*7環上の KMS state の分類を行う.

4.1 複素力学系
$\hat{\mathrm{C}}$ 上のボレル測度 $\mu$ が Theorem 10 (3), (4) をみたすとする. $\mu$ の $z\in\hat{\mathrm{C}}$ 上の点密

度を $c_{\mu\backslash }^{(}z$ ) とするとき, 次がなりたつ.

Proposition 11. $z\not\in B(h)$ に対しては $c_{\mu}(h(z))=\lambda c_{\mu}(z)$ がなりたつ. $z\in B(h)$ (こ

対しては $c_{\mu}(h(z))\leq\lambda c_{\mu}(z)$ となる.

この命題は, KMS state の分類において, 点密度の処理に用いられる.
$\overline{F}$ を $a\in \mathrm{C}(\mathrm{C})$ に対して $\overline{F}(a)(z)=(1/N)\sum_{w\in h^{-1}(w)}e(w)a(w)$ で定義する. $\overline{F}$ cよ

$\mathrm{C}(\hat{\mathrm{C}})$ 上の写像である.

Proposition 12. (Lyubich $[7f$) $\hat{\mathrm{C}}$ 上に次の.|生質をみたすボレノレ確率損 u度 $\mu_{J}^{L}$ 力 $\grave{\grave{\mathrm{a}}}$介
在する. $K\subset\hat{\mathrm{C}}$ は $h$ の例外点を含まない任意のコン Jくクト集合で, $a\in A=\mathrm{C}(\hat{\mathrm{C}})$

とするとき,
$\lim_{marrow\infty}||\overline{F}^{m}a-\oint_{\hat{\mathrm{C}}}a(z)d\mu^{L}(z)||_{K}=0$

がなりたつ. なお, $\mu^{L}$ のサポートは $h$ のジュリア集合に含まれている.
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測度 $\mu^{L}$ を Lyubich $ffi_{\backslash }^{\backslash }\backslash \mathfrak{l}\mathrm{J}\text{度}$ とよび, 有理
.
数力学系のエルゴード性に密 g $\iota_{\llcorner}$関係し

ている. なお, Lyubich 速度は点密度を持たないことが知られている.

Proposition 13. Lyubich 測度は, $\mathcal{O}_{h}$ の $\log$ N-KMS statc $\varphi^{L}$ に拡張できる.

Proposition 14. $h$ は例外点を持たないとする.

1. $\lambda<N$ のときは, $KMS$ state は存在しない.

2. $\lambda=N$ とする. $Kl\triangleright IS$-state は一意的で, $\varphi^{L}$ に限る.

$\lambda>N$ とする. $B(h)$ 上の点 $z$ の点密度を $\delta_{z}$ とかく. $\mu_{z}’=\sum_{i=0}^{\infty}.\frac{1}{\lambda^{l}}\sum_{w\in h^{-i}(z)}\delta_{w}$

と置くと, $\lambda>N$ によってこの級数は絶対収束する. $\mu_{z}’$ を正規化した確率測度を
$\mu^{\{z\}}$ とかく. $B(h)=\{z_{1}, \ldots, z_{p}\}$ とする.

Proposition 15. $\lambda>N$ とする. $\mu^{\{z_{\mathrm{j}}\}}$ は Theorem 10 条件 (3), (4) をみたし, $\mathcal{O}_{H}$

の $KMS$ state に拡張される. さらに $\hat{\mathrm{C}}$ 上のボレル確率測度 $\mu$ で Theo$rem$ 10条件

(3), (4) をみたすものは $\{\mu^{\{z_{i}\}}, (\mathrm{i}=1, \ldots ,p)\}$ の凸結合で書ける.

例外点が 2つの場合を考える. $a\neq 0$ とする. $h(z)=az^{N}(N\geq 2)$ のとき, 例外点
は 0 と $\infty$ で, それぞれの軌道は {0} と $\{\infty\}$ である.

Proposition 16. $h(z)=az^{N}(N\geq 2)$ のとき, $\mu^{\{0\}}=\delta_{0}$ と $\mu^{\{\infty\}}=\tilde{\delta}_{\infty}$ はそれぞれ

任意の $\lambda\geq 1$ に対して $\mathcal{O}_{h}$ の $\log\lambda- KMS$ state に拡張される. $\lambda=1$ のときは無限

型であり, $\lambda>1$ のときには有限型である.

$h(z)=a/z^{N}(N\geq 2)$ のとき, 例外点が 0, oc で, $h^{-1}(\infty)=\{0\},$ $h^{-1}(0)=\{\infty\}$

である.

Proposition 17. $h(z)=a/z^{7l}(n\geq 2)$ とする. $\lambda\geq 1$ 以上のときに例外点に対応す
る $\log\lambda- KMS$ slate の端点を求める.

$\mu^{\lambda,1}=\frac{1}{\lambda+1}\delta_{0}+\frac{\lambda}{\lambda+1}\delta_{\infty}$

と

$\mu^{\lambda,2}=\frac{\lambda}{\lambda+1}\delta_{0}+\frac{1}{\lambda+1}\delta_{\infty}$

とおいて, これらに対応する $\mathcal{O}_{h}$ の $KMS$-state を $\varphi^{\lambda,1},$ $\varphi^{\lambda,2}$ とするとき, 例外点に
対応する $\log\lambda- KMS$ state はこれらの凸結合であり, $\delta_{02}$ \mbox{\boldmath $\delta$}、の係数を座標と考えた
ときの第一象限の線分に対応する, ただし, $\lambda=1$ のときのみ無限型になり, 1 点に
退化する,

Theorem 18. 有理関数 $h$ によって与えられる複素力学系に付随したぴ- 環のゲー
ジ作用による $KMS$-sfate の端点は, 次のように分類できる. $\lambda=e^{\beta}$ とおく.
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1. 例外点がない場合. $\lambda=N$ のときは, Lyubi $ch$ 測度によって決まる $KMS$ state
$\varphi^{L}$ に限る. $\lambda>N$ のときは, $\{\varphi^{\{z\}}|z\in B(h)\}$ である, $1\leq\beta<N$ のときは

存在しない.

2. 例外点が 1 個で $z$ の場合, $1\leq\lambda<N$ のときは, 例外点に対応する KMS-state
$\varphi^{\{z\}}$ が 1 つのみある, $\lambda=N$ のときは, $\varphi^{L}$ と $\varphi^{\{}z$ } が両方存在する. $\lambda>N$

のときは, $\{\varphi^{\{z\}}|z\in B(h)\}$ である. なお, $\varphi^{\{z\}}$ は $\lambda=1$ のときのみ無限型で
$\lambda>1$ のときは有限型である.

3. 例外点が 2 つで $z_{1}z_{2}$ であり独立している場合 $1\leq\lambda<N$ のときは, $\varphi^{\{z_{1}\}}$ と

$\varphi^{\{z_{2}\}}$ が端点である. $\lambda=N$ のときは, $\varphi^{L},$ $\varphi^{\{z_{1}\}},$ $\varphi^{\{z_{2}\}}$ が端点である. $\lambda>N$

のときは, $\varphi^{\{z_{1}\}}$ と $\varphi^{\{z_{2}\}}$ が端点である.

4. 例外点が 2つで互いに移りあうとき. $1\leq\lambda<N$ のときは $\varphi^{\lambda,1}$ と $\varphi^{\lambda,2}$ が端点

で, $\lambda=N$ のときは, $\varphi^{L}$ および $\varphi^{\lambda,1},$ $\varphi^{\lambda,2}$ であり, $\lambda>N$ のときは, $\varphi^{\lambda,1},$ $\varphi^{\lambda,2}$

である.

以上で, 有理関数によって与えられる複素力学系の KMS-state の端点に関する完
全分類である. なお, 複素力学系の共役類がもっている情報として, 例外点の個数と
タイ $7^{\mathrm{o}}$ , 分岐点の数次数 (被覆次元) などが, すべて KMS state の情報から復元で
きる.

4.2 自己相似写像

有限分岐点条件, 開集合条件をみたす自己相似写像の場合においても, 同様の分類が
なりたつ. ただし, 例外点にあたるものはなく, $\lambda<N$ のときには KMS state はな

い. また, Lyubich 測度にあたるものは, Huchinson 測度である. 自己相似写像の場

合, 複素力学系の場合と比べて, 力学系としての情報をそれほど復元できない.
いくつかの例について, 分類を具体的に説明する. Huchinson 測度に対応する $\mathcal{O}_{\gamma}$

の $\log N$ KMS state を $\varphi^{H}$ とかく.

Example 4.1. $K=[\mathrm{O}, 1]$ とし, $\gamma_{1}(y)=\frac{1}{2}y,$ $\gamma_{2}(.y)=\frac{1}{2}(y+1)$ とする, $K$ \acute よ $(\gamma_{1}, \gamma_{2})$

に関する自己相似写像である. この場合, $B(\gamma)=\phi$ かつ $C(\gamma)=\phi$ である.

これは, 分岐点がな $\langle$ , Cuntz 環を生成する. KMS state は一意的である [9].

Example 4.2. $K=[0,1]$ とし, $\gamma_{1}(y)=\frac{1}{2}y,$ $\gamma_{2}(y)=1-\frac{1}{2}y$ とする. $K=\gamma=(\gamma_{1}, \gamma_{2})$

に関して自己相似である. このとき, $B( \gamma)=\{\frac{1}{2}\}$ かつ $C(\gamma)=\{1\}$ である.

これは, テント写像と呼ばれる. 分岐点はただ一つである. $\mathcal{O}_{\gamma}$ は生成元 2 の Cuntz
環ではなく, O、になる [5].

Proposition 19. Example 42 の $KMS$ state は次のとおりである.

1. $\lambda=2$ のときは, $\varphi^{H}$ のみ存在し, 無限型である.
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2, $\lambda>2$ のときは, $\varphi^{\{1/2\}}$ のみ存在し, 有限型である.

ここで,

$\delta^{\{1/2\}}=\frac{\lambda-1}{\lambda}\sum_{i=0}^{\infty}\frac{1}{\lambda^{i}}\sum_{j_{1},\ldots,j_{i}\in\{1,2\}}\delta_{\gamma j_{i}\gamma j_{1(1/2)}}\ldots$

とすると, $\varphi^{\{1/2\}}$ は $\delta^{\{1/2\}}$ の拡張である.

Example 43. $K=[0,1]$ で $\gamma$ が開集合条件をみたすときも同様に, $\lambda=N$ のとき

は $\varphi^{H}$ のみ, $\lambda>N$ のときには,

$\delta^{\{x\}}=\frac{\lambda-N}{\lambda}\sum_{i=0}^{\infty}\frac{1}{\lambda^{i}}\sum_{j_{1)}\ldots,j_{i}\in\{1N\}},\ldots,\delta_{\gamma j_{i}\gamma_{J1}(x)}\ldots$

とおいて, $\{\delta^{\{x\}}|x\in B(\gamma)\}$ が $\log\lambda- \mathrm{K}\mathrm{M}\mathrm{S}$ state の端点に対応しており, 対応する
$\log\lambda- \mathrm{K}\mathrm{M}\mathrm{S}$ state は有限型である.

Example 44. $\Omega$ を $\mathrm{R}^{2}3$頂点が $c_{1}=(1/2, \sqrt{3}/2),$ $c_{2}=(0,0),$ $c_{3}=(1,0)$ となる

正三角形とする. $c_{1}c_{2}$ の中点が $b_{1},$ $c_{1}c_{3}$ の中点が $b_{2},$ $c_{2}c_{3}$ の中点が $b_{3}$ とする. 真の

縮小写像唐 $\tilde{\gamma}_{i}(i=1,2,3)$ を

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1}.(x, y)=(\frac{x}{2}+\frac{1}{4})\frac{y}{2}+\frac{\sqrt{3}}{4})$ , $\tilde{\gamma}_{2}(x, y)=(\frac{x}{2},$ $\frac{y}{2})$ , $\tilde{\gamma}_{3}(x, y)=(\frac{x}{2}+\frac{1}{2},$ $\frac{y}{2})$ .

で定義する. また $\alpha_{\theta}$ を角度 $\theta$ の回転とする. $\gamma_{1}=\tilde{\gamma}_{1},$ $\gamma_{2}=\alpha_{-2\pi/3}\circ\tilde{\gamma}_{2},$ $\gamma_{3}=\alpha_{2\pi/3}\circ\tilde{\gamma}_{3}$

とおく. $S$ で, $\gamma,$
$=(\gamma_{1}, \gamma_{2}, \gamma_{3})$ によって決まる自己相似集合を表す. $c_{i}$. および $b_{i}$ ,

$\mathrm{i}=1,2,3$ は $S$ に含まれる. このとき, $B(\gamma)=\{b_{1}, b_{2}, b_{3}\}$ かつ $C(\gamma)=\{c_{1}, c_{2}, c_{3}\}$ ,
である.

この例の $S$ は, Sierpinski gasket とよばれるフラクタル集合であるが, 自己相似写
像の作り方が通常のものと変わっていて, 分岐点が生じる. $\lambda>3$ として,

$\delta^{\{b_{k}\}}=\frac{\lambda-3}{\lambda}\sum_{i=0}^{\infty}\frac{1}{\lambda^{\dot{\mathrm{t}}}}\sum_{j_{1,\ldots\prime}j_{i}\in\{1,2,3\}}\delta_{\gamma j_{i}\gamma_{j_{\dot{\mathrm{t}}}}(b_{k})}\ldots$

とおく. $\varphi^{\{b_{k}\}}$ は $\delta^{\{b_{k}\}}$ を拡亡した KMS state とする.

Proposition 20. 0。のゲージ作用に関する $\log\lambda- KMS$ state は次のようになる.

1, $\lambda<3$ のときは, $KMS$ state は存在しない,

2, $\lambda=3$ のときには, $\varphi^{H}$ のみであり, 無限型である.

3. $\lambda>3$ のときは, $\{\varphi^{\{b_{k}\}}|k=1,2,3\}$ が $KMS$ state の端点である. これらは有
限型である.

なお, テント写像, 上の Sierpinski gasket 力学系は, それぞれん (z) $=2z^{2}-1$ ,
$h(z)= \underline{z^{3}}-\infty\frac{16}{\mathrm{L}}$ によって決まる複素力学系をジュリア集合に制限したものとしても実
現できる.z
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