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1 はじめに

1994 年に Sho\dashv よ量子コンピュータを用いた効率的な素因数分解アルゴリズムを発表した $[1, 2]$ . 現在のコ
ンピュータでの大きな整数の素因数分解には膨大な計算量を要することはよく知られており, インターネット

等で広く使われている暗号の安全性はこの計算量の大きさに依存している. そこで, 量子コンピュータが実現

されるとこの種の暗号の安全性が崩壊するとして Shor の紐究は注目を浴びた.

Shor のアルゴリズムの計算量は, 素因数分解したい数 $n$ を 2 進数表示したときの桁数 $\log_{9}\vee n$ についての多

項式時間となる. 本研究の目的は, この計算量をより精密に評価することである. 従来の評価では, 素因数分

解したい数 $n=p_{1p_{2}pk}^{e_{1}e_{2}\ldots e_{k}}$ に対して, 十分大きい確率で正しく素因数分解するために必要なアルゴリズ

ムの実行回数 $N$ は

$\forall\epsilon>0$ , $N \geq\frac{\log(1/\hat{c})}{\alpha\beta(\mathrm{l}-1/2^{k-1}}(\log_{\underline{9}}n)^{2}\overline{)}$

であった. これに対して, 本研究の精密な評価では乃 $・1=2^{\tau_{\iota}}\sigma_{i}$ ( $\mathrm{i}=1,2,$
$\ldots,$

$k,$ $\tau_{i}\geq 1,$ $\sigma_{\dot{x}}$ は奇数),

$\tau’=\min(\tau_{1,\ldots,k}\tau),\tilde{\tau}=\sum_{i=1}^{k}\tau_{i}$ とすると

$\forall_{\vee}F>0$ ,
$N \underline{\backslash /}\frac{\log(1/\epsilon)}{\alpha\beta(1-\frac{1}{\underline{9}^{k}-1}\frac{2^{k_{-\underline{9}}}+2^{\mathrm{A}r’}}{2^{\overline{r}}})}.(\log_{2}n)^{2}$

と表すことができる. これにより, 従来の評価が最良の結果であることが明らかになるとともに, 素因数分解

したい数 $n$ の構成と計算量の関係を考察することができる.

第 2 章では Shor の素因数分解アルゴリズムとその計算量の評価の方法を説明する. 第 3 章では従来の計算

量の評価を紹介する. 第 4 章で本研究での精密な評価に必要な整数論の結果を説明し, 第 5 章で実際に精密な

評価を行う. 最後に第 6 章で従来の評価と本研究の結果の比較をする.
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2 Shor のアルゴリズ\Lambda

Shor の素因数分解のアルゴリズムとその計算量の評価の方法を紹介する. 素因数分解したい数を $n$ とする.

ここでは簡単のために $n$ は二つの素数の積で $n=pq$ と表されている場合を考える. そうすると素因数分解の

アルゴリズムは以下のようにまとめることができる.

$1^{\mathrm{O}}$ : $\{1_{\rangle}2, \ldots, n\}$ からランダムに一つ選び, その数を $a$ とする.

$2^{\mathrm{o}}$ : $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(a, n)=1$ ならば $3^{\mathrm{o}}$ へ行く. $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(a, n)\neq 1$ ならば $1^{\mathrm{o}}$ へ戻る.

$3^{\mathrm{o}}$ : $a$ の $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} n$ に関する位数 $r$ を求める. (量子コンピュータによる)

$4^{\mathrm{o}}$ : 得られた位数 $r$ が偶数ならば $5^{\mathrm{o}}$ へ行く. 奇数ならば 1 へ戻る.

$5^{\mathrm{O}}$ : $p’=\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(a^{r/2}+1, n)$ と $q’=\mathrm{g}.\mathrm{c}\mathrm{d}(a^{r/2}-1, n)$ を求める.

$6^{\mathrm{o}}$ : $p’,$ $q’$ のいずれかが $n$ ならば $1^{\mathrm{o}}$ へ戻る. そうでなければそれらが求める因数 $p,$ $q$ である.

次に, アルゴリズムの計算量の評価の方法を説明する [3]. アルゴリズムを 1 回実行して素因数分解に成功

する確率を Ps とすると, 十分大きい確率で正しく素因数分解するために必要なアルゴリズムの実 $\acute{\{}1-$.回数 $N$ (よ

$\forall\epsilon>0$ , $N\geq\log(1/\epsilon)/P_{S}$ (2.1)

を満たせばよい. ここで, 確率 $P_{S}$ を評価するために次のような事象を考える.

$A_{a}$ : $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(a, n)=1$ となるような $n$ 未満の数 $a$ が得られる事象

$A_{r}$ : 量子コンピュータによって正しい位数 $r$ が得られる事象

$A_{e}$ : 量子コンピュータによって得られた位数 $r$ が偶数である事象

$A_{f}$ : 得られた位数から正しい因数 $p,$ $q$ が得られる事象

これらの事象を用いると, 確率 $P_{S}$ は

$P_{S}=P(A_{a}\cap A_{r})P(A_{e}\cap A_{f}|A_{a}\cap A_{r})+P(A_{a}\cap A_{f})P(A_{e}\cap A_{J}|\overline{A_{a}\cap A_{r}})$

$\geq P(A_{a}\cap A_{r})P(A_{e}\cap A_{f}|A_{a}\cap A_{r})$

$=P(A_{a})P(A_{r})P(A_{e}\cap A_{f}|A_{a}\cap A_{r})$
(2.2)

となる. ここで, 率 $P(A_{a}),$ $P(A_{r}),$ $P(A_{e}\cap A_{J}|A_{a}\cap A_{r})$ を $\text{求め}$ることで, 式 (2.1) 及び式 (2.2) から必

要なアルゴリズムの実行回数が得られる.

3 従来の計算量の評価

この章では, 確率 $P(A_{a}),$ $P(A_{r}))P(A_{e}\cap A_{f}|A_{a}\cap A_{r})$ の従来の $\simeq\vec{\overline{\mathrm{u}}}^{\iota\prime}\mp \text{価}$ の方法を紹介する [3]. まず, 確率

$P(A_{a})$ は, $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(a, n)=1$ となるような $n$ 未満の数 $a$ が得られる $\text{確^{}\backslash }\text{率}$であるから, Euler の $6\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash \text{数}$を用いて

$P(A_{a})= \frac{\varphi(n)}{n-1}$

と表すことができる. Euler の関数については

$\lim_{narrow}\inf_{\infty}\frac{\varphi(n)\log\log n}{n}=e^{-\gamma}$
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が成り立つことが知られている. ここで $\gamma$ は Euler の定数である. したがって, 十分大きい $n$ に対して

$P(A_{a})= \frac{\varphi(n)}{n-1}\geq\frac{e^{-\gamma}}{\log\log n}\geq\frac{e^{-\gamma}}{\log n}=\frac{e^{-\gamma}\log_{2}e}{\log_{2}n}=\frac{\alpha}{\log_{2}n}$ (3.1)

が成り立つ. ここで $\alpha$ は $n$ に依存しない定数である.

次に確率 $P(A_{r})$ を求める. これは量子コンピュータによって正しい位数 $r$ が得られる確率である. この確

率は, $r$ 未満で $r$ と互いに素な数が得られる確率を用いて表すことができる. すなわち, 確率 $P(A_{a})$ の場合

と同様にして

$P(A_{r}) \geq\frac{\beta}{\log_{2}n}$ (3.2)

と表すことができる. ここで $\beta$ は $n$ に依存しない定数である.

最後に確率 $P(A_{\mathrm{e}}\cap A_{f}|A_{a}\cap A_{r})$ について説明する. 一般に, $k$ 種類の素数の積で $n=p_{1}^{e_{1}}p_{2^{\mathrm{e}\circ}}\sim\ldots p_{k}^{e_{k}}$

と表される $n$ に対して, 量子コンピュータによって得られた位数 $r$ が偶数であり, かつ得られた位数から正し

い素因数が得られる確率 $P(A_{e}\cap A_{f}|A_{a}\cap A_{r})$ は

$P(A_{e} \cap A_{f}|A_{a}\cap A_{r})\geq 1-\frac{1}{2^{k-1}}$ $(_{\mathrm{t}}3.3)$

であることが知られている [4]. この確率を第 5 章でより精密に記述する.

以上のことから, アルゴリズムの計算量を評価することができる. 式 $(3.1\rangle, (3.2),$ $(3.3)$ を式 (2.2) に代入

すると, アルゴリズムを 1 回実行して素因数分解に成功する確率 Ps は

$P_{S} \geq(1-\frac{1}{2^{k-1}})\frac{\alpha\beta}{(\log_{\circ}n)^{\underline{0}}}$

.
(3.4)

となり, 式 (2.1) より, 十分大きい確率で正しく素因数分解するために必要なアルゴリズムの実行回数 $N$ は

$\forall\epsilon>0$ , $N \geq\frac{\log(1/\in)}{\alpha\beta(1-1/2^{k-1})}(\log_{2}n)^{\underline{9}}$ (3.5)

となる. すなわち, アルゴリズムの実行回数は, 素因数分解したい聖 $n$ を 2 進数表示したときの桁数 $\log_{2}n$

のオーダーになることがわかる. また, 位数 $r$ を求める量子コンピュータを構成するのに必要なゲートの数も
$O(\mathrm{l}\circ \mathrm{g}_{2}n)$ であることが知られており, 総合して Shor のアルゴリズムの計算量は $O(\log_{2}n)$ である.

4 Shor のアルゴリズムに関連する整数論の結果

この章では, 式 (3.3) をより精密に評価するために必要な整数論の結果を用意する. 素数 $p$ に対して , 体

$Z/pZ$ の invertible element 全体を $(Z/pZ)^{\mathrm{x}}$ とすると, $(Z/pZ)^{\mathrm{x}}=\{1,2, \ldots p)-1\}$ は $p-1$ 個の元をも

つ. このとき, よく知られた結果として

$|\{a\in(Z/pZ)^{\mathrm{x}} ; r_{p}=d\}|=\varphi(d\}$

が成り立つ [5]. 但し, $d|p-1,$ $r_{p}$ は $a$ の $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p$ に関する位数 , $\varphi(\cdot)$ は Euler の関数である.

補題 41 素数 $p$ に対して, $p-1=2^{\tau}\sigma$ ( $\tau\geq 1,$ $\sigma$ : odd) と書くことができ,

$|$ { $a\in(Z/pZ)^{\mathrm{x}}$ ; $r_{p}$ : odd} $|=\sigma$ (4.1)

$|$ { $a\in(Z/pZ)^{\mathrm{x}}$ ; $r_{p}=2^{t}s(s$ : odd)}|=2 $\sigma$ (4.2)

が成り立つ. ここで, $t$ は $1\leq t\leq\tau$ の固定された数である.
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(証明) まず, $r_{p}=2^{\mathrm{t}}s$ ($t\geq 0,$ $s$ : odd) と書くと

$r_{\mathrm{p}}$ : odd, $r_{p}|p-1\Leftrightarrow r_{p}|\sigma$

が成り立つ. $r_{\mathrm{p}}|p-1=2^{t}s|2^{\tau}\sigma$ より $t\leq\tau,$ $s|\sigma$ であり, $r_{p}=2^{t}s$ が奇数であることから $t=0$ . した

がって, $r_{p}=s$ となり, $s|\sigma$ から $r_{p}.|\sigma$ が得られる. 逆に, $r_{p}|\sigma$ ならば, $r_{p}$ は $\sigma$ の約数であるから $r_{p}$ は奇

数である. また, $p-1=2^{\tau}\sigma$ より $r_{\mathrm{p}}|\sigma\Rightarrow r_{p}|p-1$ が成り立つ。 このことに注意すると

$|$ { $a\in(Z/pZ)^{\mathrm{X}}$ ; $r_{p}$ : odd} $|= \sum_{r_{p}|p-1,r_{p}:}$

odd

$\varphi(r_{p})$

$= \sum\varphi(r_{p})$

$r_{\mathrm{p}}|\sigma$

$=\sigma$

となり, 式 (4.1) が得られる. 次に , $r_{p}=2^{t}s$ のとき

$r_{p}|p-1\Leftrightarrow s|\sigma$

が成り立つ. 仮定 $1\leq t\leq\tau$ より 2’ $|2^{\tau}\sigma\supset s|\sigma$ であり, 逆に $s|\sigma\Rightarrow 2^{t}s|2^{\tau}\sigma$ が成り立つからであ

る. したがって, 固定された $t(1\leq t\leq\tau)$ に対して

$|$ { $a\in(Z/pZ)^{\cross};$ $r_{p}=2^{t}s(s$ : odd)}l=
$\sum_{r_{p}|p-1,r_{p}=2^{4}s}\varphi(r_{p})$

$= \sum_{s|\sigma}\varphi(2^{t}s)$

$= \sum\varphi(2^{t})\varphi(s)$

$s|\sigma$

$= \varphi(2^{t})\sum\varphi(s)$

$s|\sigma$

$=2^{t}(1- \frac{1}{2})\sigma$

$=2^{t-1}\sigma$

となり, 式 (4.2) が得られる.

補題 4.2 $n=p_{1}^{e_{1}}\ldots p_{\mathrm{A}}.e_{k}$ ($p_{i}$ は素数, $i=1,2,$ $\ldots,$
$k$ ) lこ対して , $p_{i}-1=2^{\tau_{i}}\sigma_{i}$ ( $\tau_{i}\geq 1,$ $\sigma_{i}$ : odd) と書くこ

とができ, $a$ の $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} n$ に関する位数を $r,$ $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}p_{i}$ に関する位数を $r_{p:}=2^{t_{p\mathrm{i}}}s_{pj}$ とすると

$|$ { $a\in(Z/nZ)^{\mathrm{x}}$ ; $r$ : odd} $|= \prod_{i=1}^{k}\sigma_{p}.\cdot$
(4.3)

$| \{a\in(Z/nZ)^{\mathrm{x}} ; t_{p_{1}}=\cdots=t_{p_{k}}=l\}|=2^{k\langle l-1)}\prod_{i=1}^{k}\sigma_{p_{\iota}}$ (4.4)

が成り立つ. 但し, $1 \leq l\leq\min(\tau_{p_{1}}, \ldots, \tau_{p_{k}})$ である.
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(証明) Chinese Remainder Theorem より, $(Z/nZ)^{\mathrm{X}}\cong(Z/p_{1}Z)^{\mathrm{x}}\oplus\cdots\oplus(Z/p_{k}Z)^{\mathrm{x}}$ が成り立つの

で, $a\in(Z/nZ)^{\mathrm{X}}$ に対して

$r=1\mathrm{c}\mathrm{m}\{r_{p_{1}}, \ldots, r_{p_{k}}\}$

$r:odd\Leftrightarrow r_{\mathrm{p}_{1}},$
$\ldots,$ $r_{\mathrm{P}k}$ : odd

$|(Z/nZ)^{\mathrm{x}}|=|(Z/p_{1}Z)^{\mathrm{x}}|\cdots|(Z/p_{k}Z)^{\mathrm{x}}$

が成り立つことに注意すると, 式 (4.1) を用いて

$|$ { $a\in(Z/nZ)^{\mathrm{x}}$ ; $r$ : odd}l
$=|$ { $a\in(Z/nZ)^{\mathrm{X}}$ ; $r_{p_{1}},$ $\ldots,$ $r_{pk}$ : odd}l
$=|$ { $a\in(Z/p_{1}Z)^{\mathrm{x}}$ ; $r_{p_{1}}$ ; odd}l $\cdots|$ { $\alpha\in(Z/p_{k}Z)^{\mathrm{X}}$ ; $r_{p_{k}}$ : odd}l
$= \prod_{i=1}^{k}\sigma_{p_{\iota}}$

となり, 式 (4.3) が得られる. また, 式 (4.2) を用いて

$|\{a\in(Z/nZ)^{\cross} ; t_{p_{1}}=\cdots=t_{p\kappa}$. $=t\}|$

$=|\{a\in(Z/p_{1}Z)^{\mathrm{x}} ; t_{Pk}=l\}|\cdots|\{a\in(Z/p_{k}Z)^{\mathrm{x}} ; t_{\mathrm{P}k}=l\}|$

$=2^{k(l-1)} \prod_{i=1}^{k}\sigma_{p_{1}}$

となり, 式 (4.4) が得られる.

定理 43 $\tau’=\mathrm{r}\mathrm{r}\dot{\mathrm{u}}\mathrm{n}(\tau_{p_{1}}, \ldots, \tau_{p_{k}}),\tilde{\tau}=\sum_{i=1}^{k}\tau_{p_{\mathrm{I}}}$ とおくと

$|$ { $a\in(Z/nZ)^{\mathrm{x}_{\mathrm{i}}}t_{p_{1}}=\cdots$ =tい}| $= \frac{2^{k}-2+2^{k\tau’}}{2^{k}-1}.\prod_{i=1}^{k}\sigma_{Pi}$ (4.5)

であり

$\frac{|\{a\in(Z/nZ)^{\mathrm{x}},t_{P1}=\cdots=t_{pk}\}|}{|(Z/nZ)^{\mathrm{x}}|}.=\frac{1}{2^{k}-1}\frac{2^{k}-2+2^{k\tau^{J}}}{2^{\tilde{\tau}}}$ (4.6}

が成り立つ.

(証明) 式 (4.5) の左辺を変形し, 式 (4.3) および (4.4) を用いると

$|\{a\in(Z/nZ)^{\mathrm{X}} ; t_{p_{1}}=\cdots=t_{p_{k}}\}|$

$=|_{l=0}^{\tau’}\cup\{a\in(Z/nZ)^{\mathrm{X}} ; t_{p_{1}}=\cdots=t_{p_{k}}=l\}|$

$=\acute{\sum_{l=0}^{\tau}}|\{a\in(Z/nZ)^{\mathrm{x}} ; t_{p[perp]}=\cdots=t_{p\ovalbox{\tt\small REJECT}}=l\}|$

$\tau’$

$=| \{a\in(Z/nZ)^{\mathrm{X}} ; t_{p_{1}}=\cdots=t_{p_{k}}=0\}|+\sum_{t=1}|\{a\in(Z/nZ)\mathrm{x};t_{p_{1}}=\cdots=t_{p_{k}}=l\}|$

$= \prod_{i=1}^{k}\sigma_{p_{i}}+\sum_{l=1}^{\tau’}(2^{k(l-1)}\prod_{i=1}^{k}\sigma_{p},)$
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$= \frac{2^{k}-2+2^{k\tau^{r}}}{2^{k}-1}\prod_{i=1}^{k}\sigma_{p_{\mathrm{i}}}$

となり, 右辺が得られる. また,

$|(Z/nZ)^{\mathrm{X}}|=|(Z/p_{1}Z)^{\mathrm{x}}| \cdots|(Z/p_{k}Z)^{\cross}|=2^{\overline{\tau}}\prod_{i=1}^{k}\sigma_{Pi}$

であることに注意すれば, 式 (4.5) より式 (4.6) は明らか.

5 精密な計算量の評価

第 3 章の式 (3.3) で表される確率は, $n$ の素因数の個数のみで表現されている, この章では, 第 4 章での整

数論の結果を用いて, 素因数の個数だけでなく, 素因数から定まる数を使って確率を精密に評価する.

補題 5.1 $n=p_{1}p_{k}e_{1}\ldots \mathrm{e}_{k}$ (勉は素数, $\mathrm{i}=1,2_{\mathrm{z}}\ldots,$ $k$ ) に対して, $p_{i}-1=2^{\tau}\cdot\sigma i$ ( $\tau_{i}\geq 1,$ $\sigma_{i}$ は奇数),

$\tau’=\min(\tau_{1}, \ldots, \tau_{k}),\tilde{\tau}=\sum_{i=1}^{k}\tau_{i}$ とすると

$P(A_{e} \cap A_{f}|A_{a}\cap A_{r})=1-\frac{1}{2^{k}-1}\frac{2^{k}-2+2^{k^{r’}}}{2^{\overline{\tau}}}$ (5.1}

が成り立つ.

(証明) アルゴリズムのステヅプ $5^{\mathrm{O}}$ と $6^{\mathrm{o}}$ と位数の性質に注意すると

$P(A_{e}\cap A_{jf}|A_{a}\cap A_{r}\}=P(\{r:even\}\cap\{a^{r/\underline{9}}\neq\pm 1 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} n)\}|A_{a}\cap A_{r})$

$=P(${ $r$ : even} $\cap\{a^{r/2}\neq-1 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} n)\}|A_{a}\cap A_{r})$

$=1-P($ { $r$ : odd}\cup {a $=-1$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} n)$ } $|A_{a}\cap A_{r})$

となる. ここで $a$ の $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} n$ に関する位数を $r=2^{t}s,$ lnodpj に関する位数を $r_{i}=2^{\mathrm{t}}{}^{t}Si$ とする. ただし,

$\mathrm{i}=1,2,$
$\ldots,$

$k,$ $t,$ $t_{i}\geq 1,$ $s,$ $s_{i}$ は奇数とする. すると確率 $P(A_{\mathrm{e}}\cap Af|A_{a}\cap A_{T})$ はさらに変形でき

$P(A_{e}\cap A_{f}|A_{a}\cap A_{r})$

$=1-P( \{r : odd\}\cup(_{i=}^{k}\bigcap_{1}\{a^{r/2}=-1 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p_{i})\})|A_{a}\cap A_{r})$

$=1-P(\{t_{1}=\cdots=t_{k}=0\}\cup(i=\cap^{k}\{t_{i}1=t\})|A_{a}\cap A_{r})$

$=1-P(t_{1}=\cdots=t_{k}|A_{a}\cap A_{r})$

となる. ここで式 (4.6) を用いると式 (5.1) が得られる.

定理 52 $n=p_{1}^{e_{1}}\ldots p_{k^{e_{k}}}$ (勲は素数, $\mathrm{i}=1,2,$
$\ldots,$

$k$ ) に対して, $p_{i}-1=2^{\tau_{\mathrm{r}}}\sigma_{\dot{\mathrm{t}}}$ ( $T\mathrm{j}\geq 1,$ $\sigma_{i}$ は奇数) ,

$\tau’=\min(\tau_{1}, \ldots, \tau_{k}),\tilde{\tau}=\sum_{i=1}^{k}\tau_{i}$ とすると, アルゴリズムを 1 $\fbox_{\square }\text{実行して素}\fbox_{*}$数分解に成功する確率 Ps ?よ

$P_{S} \geq(1-\frac{1}{2^{k}-1}\frac{2^{k}-2+2^{k\tau’}}{2^{\tilde{\tau}}})\frac{\alpha\beta}{(\log_{2}n)^{2}}$ (5.2)
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であり, 十分大きい確率で正しく素因数分解するために必要なアルゴリズムの実行回数 $N$ は

$\forall\epsilon>0$ , $N \geq\frac{\log(1/\epsilon)}{\alpha\beta(1-\frac{1}{2^{k}-1}\frac{2^{k}-2+2^{kr’}}{2^{\overline{r}}})}(\log_{2}n)^{2}$
(5.3)

である. ここで $\alpha,$
$\beta$ は $n$ に依存しない定数である.

(証明} 式 (5.1) を式 (2.1) および (2.2) に用いる.

6 結果の比較

本論文で精密に評価した確率は, 量子コンピュータによって得られた位数 $r$ が偶数であり, かつ得られた位

数から正しい素因数が得られる確率 $P(A_{e}\cap A_{f}|A_{a}\cap A_{r})$ である. 従来の評価では, $n=p_{1p_{2}\sim.p_{k}}^{\mathrm{e}_{1}e_{9}..e_{k}}$

とすると

$P(A_{e} \cap A_{f}|A_{a}\cap A_{r})\geq 1-\frac{1}{2^{k-1}}$

とされていたものに対して, $p_{i}-1=2^{\tau_{l}}\sigma_{i}$ ( $\mathrm{i}=1,2,$ $\ldots$ , A , $\tau_{i}\geq 1,$ $\sigma_{i}$ は奇数) , $\tau’=\min(\tau_{1}, \ldots, \tau_{k})$ ,

$\tilde{\tau}=\sum_{i=1}^{k}\tau_{i}$ とすることで

$P(A_{\mathrm{e}} \cap Af|A_{a}\cap A_{\Gamma})=1-\frac{1}{2^{h}-1}.\frac{2^{k}-2+2^{k\tau^{t}}}{2^{\tilde{\tau}}}$

と精密に表すことができた. これらの式の間には次のような関係がある.

定理 61 $n=p_{1p_{k}}^{e_{1}\ldots e_{k}}$ ( $p_{i}$ は素数) $\mathrm{i}=1,2,$
$\ldots,$

$k)$ に対して, $p_{i}-1=2^{\tau_{i}}\sigma_{i}$ ( $\tau_{i}\geq 1,$ $\sigma_{i}$ は奇数),
$\tau’=\min(\tau_{1_{7)}}\ldots\tau_{k}),\tilde{\tau}=\sum_{i=1}^{\mathrm{A}}.\tau i$ とすると

$P(A_{e} \cap A_{f}|A_{a}\cap A_{r})=1-.\frac{1}{2^{k}-1}\frac{2^{k}-\mathit{2}+2^{k\tau’}}{2^{\overline{\tau}}}.\geq 1-\frac{1}{2^{k-1}}$ (6.1)

が成り立つ. 等号成立は $\tau_{1}=\cdots=\tau_{k}=1$ のとき.

(証明) 式 (6.1) の不等式について

$\frac{1}{2^{k-1}}-\overline{2^{k}-1}\overline{2^{\tilde{\tau}}}$
1 $2^{k}-2-2^{k\tau^{J}}$

$\geq\frac{1}{2^{k-1}}-\frac{1}{2^{k}-1}\frac{2^{k}-2-2^{k\tau’}}{2^{k\tau’}}$

$=( \frac{1}{2^{k}}-\frac{1}{2^{h\tau^{J}}}.)(1-.\frac{1}{2^{k}-1})$

$\geq 0$

が成り立つ.

この定理により, 従来の評価が最良の結果であり, 確率 $P(A_{e}\cap A_{f}|A_{a}\cap A_{r})$ の下限を $1- \frac{1}{2^{k-1}}$ より大き

くはできないことがわかる. また, $\tau_{1}=\cdots=\tau h=1$ のときに確率 $P(A_{\epsilon}\cap A_{f}|A_{a}\cap A_{r})$ が最小になること

から, $n$ を構成する素数が全て (2 . 奇数 $+1$ ) の形をしているときに最も計算量を要することになる.
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図 1 $\tau_{\mathrm{P}}$ および $\tau_{\mathrm{q}}$ と確率 $P(A_{e}\cap A_{f}|A_{a}\cap A_{r})$ の関係

$n$ を構成する素数と確率 $P(A_{e}\cap A_{f}|A_{a}\cap A_{r})$ の関係をグラフ (図 1} に示す. ここでは, $n$ は 2 つの素数

の積で $n=pq$ と表されている場合を考え, $p-1=2^{\tau_{\mathrm{p}}}\sigma_{p},$ $q-1=2^{\tau_{Q}}\sigma_{q}$ ( $\tau_{p},$ $\tau_{q}\geq 1,$ $\sigma_{p},$ $\sigma_{q}$
は奇数) とす

る. このときの確率は, 従来の評価では式 (3.3) より

$P(A_{e} \cap A_{f}|A_{a}\cap A_{r})\geq\frac{1}{2}$

である. 一方, 本研究の精密な評価では, 式 (5.1) より

$P(A_{e} \cap A_{f}|A_{a}\cap A_{r})=1-\frac{1}{3}\frac{2+2^{2\min\langle\tau_{\mathrm{p}},\tau_{q})}}{2^{\tau_{p}+\tau_{q}}}$

となる. 図からわかるように, $\tau_{p}=\overline{\prime}q=1$ のとき確率 1/2 で最小となっている. また, 一般に $\tau_{p}=\tau_{q}$ のと

きに確率 $P(A_{e}\cap Af|A_{a}\cap A_{f})$ は比較的小さくなり, $\tau_{p}\neq\tau_{q}$ で急激に確率 1 に近づくことがわかる.

また, $n$ が 2 つの素数の積で表される場合に限り, 式 (3.1) の $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(a, n)=1$ となるような $n$ 未満の数 $a$ 力

得られる確率は簡単にすることができる.

補題 62 $n=pq$ ( $p,$ $q$ は素数) とする. 十分大きい $n$ に対して, $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(a, n)=1$ となるような $n$ 未満の数 $a$

が $\acute{t}_{\nabla}^{\mathrm{B}}$ られる確率 $P(A_{a})$ は

$\forall\epsilon>0$ , $P(A_{a})= \frac{\varphi(n)}{n}\geq\frac{1}{2}-\epsilon$

で与えられる.

(証明) $n=pq$ ( $p,$ $q$ は素数) とすると, Euler の関数は $\varphi(n)=n(1-\frac{1}{p})(1-\frac{1}{q})$ であるから

$\frac{\varphi(n)}{n}=(1-\frac{1}{p})(1-\frac{1}{q})\geq(1-\frac{1}{2})(1-\frac{1}{q})=\frac{1}{2}(1-\frac{1}{q})$



214

となる. $q$ についても同様にすると

$\frac{\varphi(n)}{n}\geq\frac{1}{2}(1-\frac{1}{p}),$ $\frac{1}{2}(1-\frac{1}{q})$

が得られる. ここで, $narrow\infty=$ ($parrow\infty$ または $qarrow\infty$) に注意すると, 任意の $\epsilon$ に対して, $n$ を十分大き

くすると

$\frac{\varphi(n)}{n}>\frac{1}{2}-\epsilon$

となる.

系 63 $n=pq$ ( $p_{1}q$ は素数) とする. $p-1=2^{\tau_{p}}\sigma_{p},$ $q-1=2^{\tau_{9}}\sigma_{q},$ $\tau’=\min(\tau_{p}, \tau_{q})$ (但し, $\tau_{p},$ $\tau_{q}\geq 1$ ,

$\sigma_{p},$ $\sigma_{q}$
は奇数) とすると, アルゴリズムを 1 回実行して素因数分解に成功する確率 Ps は

$P_{S} \geq\frac{\alpha}{2\log_{2}n}(1$ $-$ $\frac{1}{3}\frac{2+2^{2\tau’}}{2^{\tau_{p}+\tau_{q}}})$

であり, 十分大きい確率で確率で正しく素因数分解するために必要なアルゴリズムの実行回数 $N$ は

$\forall\epsilon>0$ ,
$N \geq\frac{2\log(1/\epsilon)}{\alpha(\mathrm{J}-\frac{1}{3}\frac{2+2^{2\tau’}}{2^{\tau_{\mathrm{p}}+r_{q}}})}\log_{\underline{9}}n$

である.
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