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平均考

大阪教育大・教育 藤井 淳一 (Jun Ichi Fujii)

Osaka Kyoiku Univ.
山形大 . 工 高橋 眞映 (Sin-Ei Takahasi)

Yamagata Univ.

1. quasi-arithmetic mean
2 つの正数 $a,$ $b$ についての、 いわゆる power-mean

$M_{\Gamma}(a, b)=( \frac{a^{r}+b^{r}}{2})^{1/r}$

からはじめよう。 これは良く知られているように、 $r$ の変化で、 かなりの 「平均」 をカ

バーしていて、 しかも単調に増加している (統一的にはじめて一般化を試みたからなのか 1
Cooper の定理 [2] と称するようである) :

ここで、 $a_{7}b$ を素直に (可逆) 正作用素 $A,$ $B$ に置き換えられるが、 $M_{r}(A, B)$ は、 そのま

までは久保 A安藤の作用素平均 [19] にはならない。 しかし久保安藤平均の理論で言うとこ
ろの adjoint $*$ は、「変数の逆数をとって平均した後に逆数を取って戻すもの」 で、 この

場合にも導入可能である。すると

$M_{r}^{*}(A, B)\equiv M_{r}(A^{-1}, B^{-1})^{-1}=M_{-r}(A, B)$

という対称性が成り立ち、 これらが整った平均族であることが分かる。 この意味で幾何平

均は $\lceil_{\mathrm{s}\mathrm{e}1\mathrm{f}- \mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{j}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\rfloor}$ である。

このように自然に作用素化できるだけでなく、容易に加重化・多変数化ができるこの型

の平均は、 実は、 (単調性などが仮定された $f$ について) quasi-arithmetic mean

$Q_{f}(a, b)=f^{-1}( \frac{f(a)+f(b)}{2})$
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と呼ばれている。 もっと一般には 「 $f$ を作用させた凸和を $f^{-1}$ で戻したもの」

$Q_{f)}w((x_{k}))=f^{-1}( \sum_{k}w_{l\hat{u}}f(x_{k}))$ $(w_{k}\geqq 0,$ $\sum_{k}uJ_{k}=1)$

である。 quasi-arithm etic mean の起源はよくわからないが、 かなり古くから考察されて
いて、 Hardy-Littlewood-P\’olya のテキスト [14] にも (名前はないが、第 2 版では、 III 章

や 6.19,20 などに) 論じられているし、Math. SciNet で検索した中で最も古い 40 年代の

論文 [3] で、 すでに).-般化が試みられている。 また、 伊藤奈良 [16] によって連続版 quaei-

arithmetic mean : 確率測度 $\mu$ , 単調増加関数 $f$ について

$Q_{f}(g)=f^{-1}( \int_{X}f(g)d\mu)$

も定められ、考察されている。 さらに松本・富永 [21] は、 関数を作用素 $A$ に、 積分を単位

的正値線型写像 $\Phi$ に置き換えて、 quasi-arithmetic mean の作用素面

$Q_{f,\Phi}.(A)=f^{-1}(\Phi(f(A).))$

として考察している。 これは、 行列の場合には固有値の幾何平均になる Fuglede-Kadison

type[4] の (規格化) 行列式 ( $\tau=\frac{1}{n}$Tr として) $)$

$\triangle_{\tau}(A)=\exp(\tau\log A)$

もしくは、 固有値の加重幾何平均にあたる、単位ベクトル $x$ についての行列式 [10]

$\Delta_{x}=\exp\langle(\log A)x, x\rangle$

の延長線上にある $($see also $[9])_{0}Q_{f;\Phi}(A)$ については未知の部分が多いのでこれで留めて

おくが、 $\triangle_{x}$ は後述するカオス順序の特徴づけに利用できることにのみ触れておこう $([6]\backslash )\circ$

全体的にこれらの拡張の基礎は [14] にあり、連続化のみならず、 $\Phi$ への置き換えも示唆

するように巧妙に述べてある。特に、 「 $Q_{f,w}((x_{k}))$ は $f$ についてアフィン変換不変

$Q_{f,w}((x_{k}))=Q_{\alpha f+\beta,w}((x_{k}))$

である」 とか、 「 $\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{s}$ となる $Q_{f,w}((x_{k}))$ の関数は $f(x)=x^{r}$ (銀る (アフィン変

換を除く) 」 とかが示されている。

ここで、 簡単な場合に各平均で加重による path を作ってみよう :

$M_{r}(a, b)_{t}=((1-t)a^{r}+tb^{r})^{1/r}$
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加重のかけ方から、 $M_{r}(a, b)_{0}=a,$ $M_{r}(a, b)_{1}=b$ となって、 $a$ から $b$ をつないでいて、 $\overline{\pi}$

の平均が中央にある: $M_{r}(a, b)_{1/2}=M_{r}(a, b)_{0}0$ での微係数は、

$\frac{1}{r}(b^{r}-a^{r})a^{1-r}$

特に $r=0$ のときに直接求めると、

$\frac{da^{1-t}b^{t}}{dt}=-a^{1-t}b^{t}\log a+a^{1-t}b^{t}\log b$ より、
$\underline{d}$

$a_{dt}^{1}{}^{t}b^{t}|_{t=0}=-a\log a+a\log b$

となって、 Kullback-Leibler情報量というか、 Umegaki entropy の萌芽が見えてくるし、

前者の一般的な微分係数は人気の Tsallis entropy につながっている。

2. もう一つの平均族
しかし、 上記の平均族の中に熱伝導で重要な 「対数平均」 (cf. [17])

$L(a, b)= \frac{b-a}{\log b-\log a}$

が含まれないのは、 Shannon にも申し訳が立たない。 この adjoint は

$L^{*}(a, b)= \frac{-\log b+\log a}{1/b-1/a}=\frac{ab(\log b-\log a)}{b-a}$

であるので、 これも含んでほしい。 それを満たす族としては、

$L_{r}(a, b)= \frac{r}{r-1}\frac{ab^{T}-ba^{T}}{b^{r}-a^{\Gamma}}$

があり、 Jensenの逆としての Kantorovich不等式とのかかわりで、 [23] で考察された。勿
論、 Ky Fan-Furuta constant と呼ばれるものと関連が深い (これについては古田テキス

$\vdash[13]\S 3.6$ を参照されたい) 。 また、 作用素平均関係のノルム不等式を統一的に扱う試み
の中 [15] でも論じられている。今度は Hこ関して単調減少し、 0 が対数平均となる :

adjoint という観点から見ると、 上記のパラメータは対称性を欠いている。そこで、 $r$ を新

たに $\frac{1-3r}{2}$ と置きなおして整理すれば、

$F_{r}(a, b)= \frac{3r-1}{3r+1}\frac{b^{\frac{3r+1}{2}}-a^{\frac{3r+1}{2}}}{b^{\frac{3r-1}{2}}-a^{\frac{3r-1}{2}}}$
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という (係数はうっとうしいが) バランス上見やすい形になるので [11] の中で利用した。
(これよりさらに広いクラスとして、 Mays[22] は、

$G_{s,t}(a, b)= \frac{t}{s}\frac{b^{s}-a^{s}}{b^{t}-a^{t}}$ .

を導入していて、 この方がスッキリしているが) この場合には単調増加し、かつ対称性を

保っている :

ここで、 $L(a, b)=F_{1/3}(a, b)$ であることに注意しよう。 [11] では、 次の Lin[20] によって

示され、 久保 [17] によって作用素平均まで拡張された結果 ;

Lin-Kubo Theorem. $\min\{r\geqq 0|L(a, b)\leqq M_{r}(a, b)$ $( \forall a, b>0)\}=\frac{1}{3}$ .

をさらに拡張して、 次の 2 つの平均族の一般的な関係を得た:

Domination Theorem. $\min\{r\geqq 0|F_{p}(a, b)\leqq M_{r}(a, b)$ $(\forall a, b>0)\}=p$ .

話がスッキリしたのは、基本的にマイナスにして単調増加な平均族に表現しなおしたか
らである。 元の平均も直してみると、上記の対称性を欠くがきれいな形になる:

$L_{r}^{-}(a, b)\equiv L_{-r}(a,$ $b1,$
$= \frac{-r}{-r-1}\frac{ab^{-r}-ba^{-r}}{b^{-r}-a^{-r}}=\frac{r}{r+1}\frac{a^{r+1}-b^{r+1}}{a^{r}-b^{r}}=\frac{r}{r+1}\frac{b^{r+1}-a^{r+1}}{b^{r}-a^{r}}\cdot$

いずれにせよ、 この平均族は容易に多変数化できないし、そのまま非可換な作用素に置き

換えることもできない。見かけ上のみならず、 前章の Hardy-Littlewood-P\’olya の結果か

らも、 この族は一般には quasi-arithmetic mean $Q_{f}(a, b)$ ではない異質な平均族であるこ

とがわかるのである。

3. 作用素の平均
上記の 2 つの平均族は、 そのまま作用素を代入しても久保-安藤平均にはならない (後

者では代入すら非可換では意味がない) 。 しかし、 $-1\leqq r\leqq 1$ の範囲なら、次のようにこ

の意味で作用素平均にできる。 まず $a$ の方を 1 にした 「表現関数」 を考える :

$m_{r}(x) \equiv M_{r}(1, x)=(\frac{1+x^{r}}{2})^{1/r}$ , $f_{r}(x) \equiv F_{r}(1, x)=\frac{3r-1}{3r+1}\frac{x^{\frac{3r+1}{2}}-1}{x^{\frac{3r-1}{2}}-1}$ .

すると、 これらは非負作用素単調関数となり、その結果、 作用素凹関数にもなっている:

$0\leq A\leq B\Rightarrow 0\leq f(A)\leq f(B)$ , $f( \frac{C+D}{2})\geq\frac{f(C)+f(D)}{2}$ .
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作用素単調性を確かめるには、関数を複素関数と見直し (上半平面に解析接続でき) て、

上半平面を不変にすることが同値条件と知られているから、 偏角が増大しないことを確
かめればよい (後者は [11] で確認済み) 。 したがって、 作用素平均にするためには、 それ

ぞれ

$A^{1/2}M_{r}(I, A^{-1/2}BA^{-1/2})A^{1/2}$ , $A^{1/2}F_{r}(I, A^{-1/2}BA^{-1/2})A^{1/2}$

とすればよい。 このようにすると、元の関数の大小関係が、作用素の順序として、 作用素

平均の大小に反映される。以上のように、 上記の平均族は一 $1\leqq r\leqq 1$ の場合にかなり強

い性質まで持っていることが分かる。
そのまま作用素に置き換えるという意味では、 $M_{r}(A, B)$ では自然に置き換えることが

できるが、 この平均はどんな出鉱があるだろう。勿論作用素の順序としては、平均間の大

小は久保 B安藤平均と違って保存されない。 ここで、 対数を取って作用素の順序で比較す
る chaotic order (無秩序・混沌の秩序という禅問答的な用語ではなく、「カオス順序」 と訳し

てください) を考えてみよう。 $r\leqq s$ の場合 (ただし局所的に考えて符号は同じとし、簡

単のため両方正としておく) 、 作用素の順序で、 $0<r/s\leqq 1$ を指数に持つ関数の凹性に

ついて Jensen不等式が成り立つので

$\frac{A^{r}+B^{r}}{2}\leq(\frac{A^{s}+B^{s}}{2})^{r/s}$

となって、 対数の作用素単調性から

$\log M_{T}(A, B)=\frac{\log\frac{A^{r}+B^{r}}{2}}{r}\leq\frac{\log\frac{A^{s}+B^{s}}{2}}{r\cdot s/r}=\frac{\log\frac{A^{s}+B^{s}}{2}}{s}=\log M_{s}(A, B)$

と、 $M_{r}(A, B)$ は $r$ 1こついて単調増加する族であることが分かり、 Cooper 定理の chaotic

版が示せた $($ see also $[12])_{0}$ このように、実際には平均間の大小関係は Jensenの不等式が
キーになっていることが多い。

ところで、 平均のなかで、 特に 0 では chaotically geometric mean

$\exp(\frac{\log A+\log B}{2}.)\backslash$ 加重を付けると $\exp((1-t)\log A+t\log B)$

と呼ばれる作用素の平均になる (cf.[12]) 。 この加重を付けたものは、 また $A$ から $B$ への

path となっているから、 0 での微係数を求めてみよう。

$\frac{d\exp((1-t)\log A+t\log B)}{dt}=(\log B-\log A)\exp((1-t)\log A+t\log B)$

より、

$\frac{d\exp((1-t)\log A+t\log B)}{dt}|_{t=0}=(\log B-\log A)A$
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となって、 -Tr を取れば、 もはや知らない入は居ない Umegaki entropy に到達する。

因みに久保-安藤平均型で同じことを考えると、

$A \neq_{t}B=\lim_{rarrow 0}A^{1/2}M_{r}((1-t)I, tA^{-1/2}BA^{-1/2})A^{1/2}=A^{1/2}(A^{-1/2}BA^{-1/2})^{t}A^{1/2}$

という path になるが、 0 での微係数はちょうど相対作用素エントロピー [7]

$S(A|B)=A^{1/2}\log(A^{-1/2}BA^{-1/2}\grave{)}A^{1/2}$

になり $[8, 17]$
、 -Tr を取れば、Belavkin-Staszewski entropy [1] になる。作用素型の Tsallis

entopry も基本的には既に [8] で導入済みである。

4. 積分からできる平均
Hardy-Littlewood-P\’olya も、伊藤-奈良 [16] も積分を使って連続版 quasi-arithmetic mean

を考察したが、いわば「領域全体の平均」であったのに対して、Stokes の定理ばりにバウン

ダリの 2数 $a,$
$b$ の平均と見てみよう : 正値の各区間で定義された確率測度族 $\mu=\{\mu^{[a,b]}|0<$

$a\leqq b\}$ が与えられたとき、 単調な $f$ について

$T[\mu;f](a, b)=f^{-1}(l^{b}f(x)d\mu^{[a,b]})$ .

と定義すれば、 $a\leqq T[\mu;f](a, b)\leqq b$ となり、 $a=b$ の場合には、 どの測度についても

$\mu^{[a,a]}=\delta_{a}$ と解釈することにすれば、 $T[\mu;f](a, a)=a$ となるので、 これも平均といって

よい。 これは 1,2 章の平均族を統一的に見ようとする試みで、 Lebesgue 測度 $m$ に対応す

る測度は、 $m^{[a,b]}= \frac{m}{b-a}$ となり $\text{、}$ 数を $f(x)=x^{r}$ とすれば、

$T[m;x^{r}](a, b)=( \oint_{a}^{b}x^{r}dm^{[a,b]})^{1/r}=(\frac{b^{r+1}-a^{r+1}}{(b-a)(r+1)})^{1/r}$

となって、 以下のようになる :

(ここで $r=0$ の場合の平均は少し見慣れないが、 identric mean として知られている。)

この族は $L_{r}(a, b)$ に似通ってはいるが、 調和平均も $L^{*}(a, b)$ も含まれていな $\mathrm{A}1\circ$ 同じ関数

で $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{[perp]}\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash$の Dirac測度 $\delta_{x}$ の平均 $\mu_{\delta}^{[a,b]}=\frac{\delta_{a}+\delta_{b}}{2}$ を考えると、

$T[ \mu_{\mathit{5}};x^{r}](a, b)=(\int_{a}^{b}x^{r}d\mu_{\delta}^{[a,b]})^{1/r}=(\frac{b^{r}+a^{r}}{2})^{1/r}=M_{r}(a, b)$
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と見事に一致し、調和平均が入ってくる。 しかし $L^{*}(a, b)$ は当然入らない。 これは前述の

ように adjoint $*$ という概念と上記の定め方が余りマッチしていないからで、

$T^{*}[ \mu \mathrm{j}f](a, b)=(T[\mu;f](1/b, 1/a))^{-1}=(f^{-1}(\oint_{1/b}^{1/a}f(x)d\mu^{[1/b,1/a]}))^{-1}$

が形式上なじまないのが原因であろう。そこで、 測度の方で $r$ を含むようにしてやり、

$f(x)=x$ としてみよう。測度 $x^{r-1}dx$ を確 $\Phi\backslash \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\backslash \backslash$I」度にするために、 $d \mu_{r}^{[a,b]}(x)=\frac{r}{b^{r}-a^{r}}x^{r-1}dx$

とすると、

$T[ \mu_{r};x]=\frac{r}{b^{r}-a^{r}}l^{b}x^{r}dx=\frac{r}{b^{r}-a^{r}}\frac{b^{r+1}-a^{r+1}}{r+1}=L_{r}^{-}(a, b)$

となって見事にもう一方が出てくる。さらにこれが包括的な平均である傍証として、あまり

見かけない exponencial mean と呼ばれる次の平均も、$e^{x}dx$ に対応する測度族 $d\mu_{e}^{[a,b]}(x)=$

$\frac{e^{x}}{e^{b}-e^{a}}dx$ について (部分積分を使って) 導くことができる:

$T[ \mu_{e};x](a, b)=\frac{(b-1)e^{b}-(a-1)e^{a}}{e^{b}-e^{a}}$ .

この族の単調性について最後に触れよう。前章で単調性と凹性の連動に言及したが、 こ

の平均族でも関数を変えたとき、 $M[\mu;f](a, b)\leqq M[\mu_{7}.g](a, b)$ となるためには、 古典的

な Jensen不等式より、 次のいずれかが成立すればよいことがわかる:

(i) $g$ が単調増加で、$g\mathrm{o}f^{-1}$が凸 $(\mathrm{i}’)$ $g$ が単調減少で、$g\circ f^{-1}$が凹

(ii) $f$ が単調増加で、$f\mathrm{c}g^{-1}$が凹 $(\mathrm{i}\mathrm{i}\})f$ が単調減少で、 $f\circ g^{-1}$が凸

おわりに
最初にお断りすべきでしたが、 この講究録の原稿は高橋眞映先生単独で講演された内容
に基づき、興味を持った第一著者が相互の discussion を経て記録したもので、 この「おわ

りに」 のみ個人的な文章です。従来から 呼均」 について統一的に考察しようという試み

は、 数多く行われて来たに違いありません。久保安藤の作用素平均に関わり続けて、 凸関

数の平均についてもこの路線で考えてみました $[5]_{0}$ しかし、最近特にそれでは捉えきれな

くなり、「平均考」 に非常に興味を持ち、 この原稿を書くことになりました。初歩的な内容
ながら、温故知新の精神で少しでも新しいことが見えるようにしたいというのが希望でし
た。 ([22] に簡単なケースは $V_{f}$ としてありますが) 最後の章でオリジナルな平均 $T[\mu;f](a, b)$

が出てきたと思われるので、 個人的にはこれを高橋平均と呼びたいところです。
以上、 平均についてあれこれ寄り道しながら述べてきましたが、高橋先生が述べたかっ

たことも含めて、簡単なことながら簡単には述べられず、 当事者ですら理解不足な点が多
かったかもしれません。 最後に共通の師の言葉を引用して、 戒めとしたいと思います:

「世の中 evident を示すぐらい難しいことはない」 天城一
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