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1 はじめに

$H$ をノルム $||\cdot||\not\in$; 内積 $(\cdot, \cdot)$ をもつ実 Hilberも空間とし, $C$ を $H$ の空でない閉凸集合とす

る, $A$ を $C$ から $H$ への単調作用素とする. このとき, 変分不等式問題とは 7

$(v-u, Au)\geq 0$ , $\forall v\in C$ (1.1)

となる点 $u\in C$ を見つけることである. 変分不等式は Stampacchia $[16, 17]$ によって研究が

はじめられ, それ以降, 幅広く研究がされている. 変分不等式問題の解集合を $VI(C, A)$ で表す

ことにする. $C=H$ のケースでは, $VI(H, A)=A^{-1}\mathrm{O}$ が成り立つ. ただし, $A^{-1}0=\{u\in H$ :

$Au=0\}$ である. $T$ を $C$ から $C$ への写像とする. もし $A=I-T$ ならば, $F(T)=VI(C, A)$

であることが知られている. ただし, $I$ は $H$ 上の恒等写像であり, $F(T)$ は $T$ の不動点集合で

ある. $C$ から $H$ への作用素 $A$ が逆強単調 (inverse-strongly-monotone) であるとは,

($x-y$ ,Ax-Ay) $\geq\alpha||Ax-Ay||^{2}$ , $\forall x,y\in C$ (1.2)

となる非負な実数 $\alpha$ が存在するときをいう [6, 18, 12]. このとき, $A$ を $\alpha- \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}$-strongly-

monotone と呼ぶことにする.

ここで, $\mathrm{G}\mathrm{o}\mathrm{l}’ \mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{t}\mathrm{e}\dot{\mathrm{l}}\mathrm{n}- \mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{t}’ \mathrm{y}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{o}\mathrm{v}[10]$ によって証明された郁$R^{\backslash }\mathit{4}R$元空間での遡蝉調作用素

に関する収束定理を述べる:

定理 1.1($\mathrm{G}\mathrm{o}\mathrm{l}’ \mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{t}\mathrm{e}\dot{\mathrm{l}}\mathrm{n}-\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{t}$’yakov[10]). $\mathbb{R}^{N}$ を $N$ 次元 Euciid空間とし, $A$ を $\mathbb{R}^{N}$ から $\mathbb{R}^{N}$

への $\alpha-\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}$ -strongly-monotone operator とする. $x_{1}=x\in \mathbb{R}^{N}$ とし,

$x_{n+1}=x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n}$ $(n=1,2, \ldots)$

とする. ただし, $\{\lambda_{n}\}$ は $0<a<b<2\alpha$ となる $a,$
$b$ に対して $\lambda_{n}\in[a, b]$ を満たすものとす

る. このとき, $A^{-1}0\neq\emptyset$ であるならば, 点列 $\{x_{n}\}$ fま $A^{-1}0$ の元 2 に収束する.

飯塚-高橋-豊田 [12] は定理 11 を拡張して, 次の Hilbert 空間での逆強単調作用素に関する

弱収束定理を証明した:
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定理 L2 (飯塚-高橋-豊田 [12]). $C$ を Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸集合とし, $A$ を $C$ から

$H$ への $\alpha-i\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}$ -strongly-monotone operator とする. $x_{1}=x\in C$ とし,

$x_{n+1}=F_{C}(\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})P_{C}(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n}))$ $(n=1,2, \ldots)$

とする. ただし, $P_{C}$ は $H$ から $C$への上への距離射影であり, $\{\alpha_{n}\}$ と $\{\lambda_{n}\}$ は $-1<a<b<1$
となる $a_{7}b$ に対して $\alpha_{n}\in[a_{\mathrm{I}}b],$ $0<c<d<2(1+a)\alpha$ となる $c,$ $d$ に対して $\lambda_{n}\in[c,d]$ を満

たすものとする, このとき, $VI(C, A)\neq\emptyset$ であるならば, 点列 $\{x_{n}\}$ は $VI(C, A)$ の元 $z$ に弱

収束する.

$C$ から $C$ への写像 $T$ が狭義擬縮小 (strlctly pseudocontractive) であるとは,

$||Tx-Ty||^{2}\leq||x-y||^{2}+k||(I-T)x-(I-T)y||^{2}$ , $\forall x,$ $y\in C$ (1.3)

となる $k(0\leq k<1)$ が存在するときをいう [6]. このとき, $T$ を $k$-stricfly pseudocontractive
と呼ぶことにする. 狭義擬縮小写像の不動点を見つけるために, Browder-Petryshyn [6] は次
の弱収束定理を証明した:

定理 L3 (Browder-Petryshyn [6]). $K$ を Hilbert 空間 $H$ の空でない有界直宮集合とし,
$T$ を $K$ から $K$ への $k$-strictly pseudocontractive mapping とする. $x_{1}=x\in K$ とし,

$x_{r_{\nu}+1}=\alpha x_{n}+(1-\alpha)Tx_{n}$ $(n=1,2, \ldots)$

とする. ただし, $\alpha\in(k, 1)$ である. このとき, 点列 $\{x_{n}\}$ は $F(T)$ の元 $z$ に弱収束する.

$E$ をノルム $||\cdot||$ をもつ実 Banach 空間とし, $E^{*}$ を $E$ の双対空間とする. $x\in E$ での $f\in E^{*}$

の値を $\langle$ $x,$ $f\}$ で表すことにする. そして $C$ を滑らかな Banach 空聞 $E$ の空でない閉凸集合と

し, $A$ を $C$ から $E$への増大作用素とする. 本研究においては, 我々は次のような変分不等式問
題の拡張を扱う:

問題 14. $C$ を滑らかな Banach 空間 $E$ の空でない閉凸集合とし, $A$ を $C$ から $E$ への増大作
用素とする. そのとき,

(Au, $J(v-u)\rangle\geq 0$ , $\forall v\in C$ (1.4)

となる点 $u\in C$ を見つけよ. ただし, $J$ は $E$ から $E^{*}$ への双対写像である.

問題 1.4 は, 非線形写像の不動点問題、増大作用素のゼロ点問題等に関連がある, 本研究に
おいては, 問題 1,4 の解の近似列として, $x_{1}=x\in C$ ,

$x_{n\dagger 1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})Qc(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})$ $(n=1,2, \ldots)$

で定義される点頭 $\{x_{n}\}$ を考察する. ただし, $Qc$ は $E$ から $C$への上への sunny nonexpansive
retraction であり 7

$\{\alpha_{n}\}\subset[\mathrm{O}, 1],$ $\{\lambda_{n}\}\subset(0, \infty)$ である. 次に, このようにして定義された点列
$\{x_{n}\}$ がある条件の下で, 問題 1.4 の解に弱収束することを証明する (定理 3.1). 定理 31 は,

$\mathrm{G}\mathrm{o}\mathrm{l}’ \mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{t}\mathrm{e}\dot{\mathrm{l}}\mathrm{n}- \mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{t}’ \mathrm{y}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{o}\mathrm{v}$ の定理 (定理 1.1) と Browder-Petryshyn の定理 (定理 L3) を Banach
空間に拡張したものである.
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2 準備

$E$ をノルム $||\cdot\downarrow|$ をもつ実 Banach 空間とし, $E^{*}$ を $E$ の双対空間とする. $E$ の元からなる点

列 $\{x_{n}\}$ と $E$ の点 $x$ につ $\mathrm{A}$ ‘て, $\{x_{n}\}$ が $x$ に強収束することを $x_{n}arrow x$ で表し, $\{x_{n}\}$ が $x$ に弱

収束することを $x_{n}arrow x$ で表す.

Banach 空間 $E$ が一様凸 (uniformly convex) であるとは, $E$ の元からなる点列 $\{x_{n}\},$ $\{y_{n}\}$

に対して,

$||x_{n}||=||y_{n}||=1,11\mathrm{m}narrow\infty||x_{n}+y_{n}||=2$

ならば $\lim_{narrow\infty}||x_{n}-y_{n}||$ $=0$ が成り立つことをいう. 一方, $E$ が滑らか (smooth) であると

は, 任意の $x,$ $y\in U=\{x\in E:||x||=1\}$ に対して,

$\lim_{tarrow 0}\frac{||x+ty||-||x||}{t}$ (2.1)

が存在するときをいう. また, $E$ が一様に滑らか (uniformly smooth) であるとは, (2.1) が

$x,$ $y\in U$ について一様収束することをいう. $E$ のノルムが ${\rm Re}\acute{\mathrm{c}}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{t}$ 微分可能であるとは, 任意

の $x\in U$ に対して, (2.1) が $y\in U$ に関して一様に収束するときをいう. そして, $E$ の modulus

of smoothness と呼ばれる関数 $\rho:[0, \infty)arrow[0, \infty)$ を以下のように定義する:

$\rho(\tau)=\sup\{\frac{1}{2}(||x+y||+||x-y||)-1$ : $x,$ $y\in E,$ $||x||=1,$ $||y||=\tau\}$ .

$E$ が一様に滑らかであるための必要十分条件は $\lim_{\tauarrow 0}\rho(\tau)/\tau=0$ であることが知られている.

$q$ を $1<q\leq 2$ を満たす実数とする. このとき, Banach空間 $E$ が $q$-一様に滑らか (q-unifomly

smooth) であるとは, 任意の $\tau>0$ に対して $\rho(\tau)\leq c\tau^{q}$ となる定数 $c>0$ が存在するときを

いう.

$q$-uniformly smooth Banach 空間の基本的な特徴付けとして次のことが知られている:

命題 21([2], [3]). $q$ を $1<q\leq 2$ を満たす実数とし, $E$ を Banach 空間とする. このとき,

$E$ が $q$-uniformly smooth であるための必要十分条件は, 任意の $x,$ $y\in E$ に対して,

$\frac{1}{2}(||x+y||^{q}+||x-y||^{q})\leq||x||^{q}+||Ky||^{q}$

となる定数 $K\geq 1$ が存在することである.

命題 2.1 での $K$ は $E$ の $q$-uniformly smoothness constant と呼ばれる $(\mathrm{c}\mathrm{f}:[2])$ . $q$ を $q>1$

を満たす実数とする $\sim$

$E$ から $2^{E^{*}}$ への (generalized) duality mapping $J_{q}$ は, 任意の $x\in E$ に

対して,
$J_{q}(x)=\{x^{*}\in E^{*} : \langle x, x^{*})=||x||^{q}, ||x^{*}||=||x||^{q-1}\}$

と表される. 特に, $J=J_{2}$ は normalized duality mapping と呼ばれる. また, 任意の $x\in E$

に対して,

$J_{q}(x)=||x||^{q-2}J(x)$ (2.2)

が成り立ち, $E$ が滑らかならば, $J$ は一価写像にもなる $(\mathrm{c}\mathrm{f}:[25])$ . そして, $E$ が Hilbert 空間

ならば, $J$ は恒等写像 $I$ となる.

さらに, $q$-uniformly smooth Banach 空聞を特徴付けた次の結果 [3] も知られている:
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命題 22([3]). $q$ を $1<q\leq 2$ を満たす実数とし, $E$ を $q$-unifornly smooth Banach 空間と
する, このとき, 任意の $x,$ $y\in E$ に対して,

$||x+y||^{q}\leq||x||^{q}+q\langle y, J_{q}(x)\rangle+2||Ky||^{q}$

が成り立つ. ただし, $J_{q}$ は $E$ の generalized duality mapping であり, $K$ は $E$ の $q$-uniformly
smoothness constant である.

$E$ を Banach 空間とし, $C$ を $E$ の部分集合とする. このとき, $C$ から $c$ への写像 $T$ が非拡

大 (nonexpansive) であるとは,

$||Tx-Ty||\leq||x-y||$ , $\forall x,y\in C$

が成り立つときをいう. $T$ の不動点集合を $F(T)$ で表すことにする,

定理 3.1 を証明するために, 次の定理 [5] が必要である:

定理 23(Browder [5]). $K$ を一様凸 Banach 空間 $E$ の空でない有界閉凸集合とし, $T$ を $K$

から $K$ への非拡大写像とする. $K$ の元からなる点出 $\{uj\}$ が $ujarrow u\mathit{0},$ $\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}jarrow\infty||uj-Tuj||=0$

を満たすならば, $u_{0}$ は $T$ の不動点である.

$D$ を $C$ の集合とし, $Q$ を $C$ から $D$ への写像とする. このとき, $Q$ が sunny であるとは,
$x\in C$ に対して, $Qx+t(x-Qx)\in C,$ $t\geq 0$ ならば

$Q(Qx+t(x-Qx))=Qx$

がつねに成り立つことである. $C$ の部分集合 $D$ が $C$ の sunny nonexpansive retract であると
は, $C$ から $D$ への上への sun$\mathrm{n}\mathrm{y}$ nonexpansive retraction が存在するときをいう.

$E$ を Banach 空間とし, $C$ を $E$ の空でない閉凸集合とする. $C$ から $E$ への作用素 $A$ が増大

(accretive) であるとは,

(Ax-Ay, $j(x-y)\rangle\geq 0$ , $\forall x_{;}y\in C$

となる $j$ ( $x$ 一 $y$ ) $\in J(x-y)$ が存在するときをいう. 我々は, 次の (1A) の解集合と sunny
nonexpansive retraction の関係 [1] を知ることができる:

命題 24([1]). $C$ を滑らかな Banach 空間 $E$ の空でない閉凸集合とする. $Qc$ を $E$ から $C$

への上への sunny nonexpansive retraction とし, $A$ を $C$ から $E$への増大作用素とする. この
とき, 任意の $\lambda>0$ に対して,

$S(C,A)=F(Qc(u-\lambda Au))$

が成り立つ. ただし, $S(C, A)=$ {$u\in C$ : $\langle$Au, $J(v-u))\geq 0,\forall v\in C$} である.

今, 逆強単調作用素 (1.2) の Banach 空間への拡張を定義する. $C$ を滑らかな Banach 空
間 $E$ の部分集合とする. $\alpha>0$ に対して, $C$ から $E$ への作用素 $A$ が \mbox{\boldmath $\alpha$}\mbox{\boldmath $\alpha$}逆強増大 ( $\alpha$-inverse-
strongly-acccretive $\rangle$ であるとは,

$\langle$Ax-Ay, $J(x-y))\geq\alpha||Ax-Ay||^{2}$ , $\forall x,y\in C$ (2.3)
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が成り立つときをいう. 明らかに, 逆強増大作用素の定義は逆強単調作用素の定義を基本にし
ている. (2.3) から, 任意の $x,$ $y\in C$ に対して,

$||Ax-Ay|| \leq\frac{1}{\alpha}||x-y||$ (2.4)

が成り立つ. $q$ を $q\geq 2$ を満たす実数とする. (2.2), (2.3), (2.4) から, 任意の $x,$ $y\in C$ に対

して,

(Ax-Ay, $J_{q}(x-y\rangle\rangle=||x-y||^{q-2}\langle Ax-Ay, J(x-y)\rangle$

$\geq||x-y||^{q-2}\alpha||Ax-Ay||^{2}$

$\geq(\alpha||Ax-Ay||)^{q-2}\alpha||Ax-Ay||^{2}$

$=\alpha^{q-1}||Ax-Ay||^{q}$ (2.5)

が得られる. 一方面\sim $>2$ における $q$-uniformly smooth Banach 空間は存在しない $(\mathrm{c}\mathrm{f}:[23])$ .
以上のことから, 本研究では, -様凸で 2-uniformly smooth Banach空間での逆強増大作用素に

関する弱収束定理を研究する. Hilbert 空間, Lebes群 $\mathrm{e}$ 空間 $L^{p}(p\geq 2)$ は一様凸で 2-uniformly

smooth であることが知られている.

2-uniformly smooth Banach 空間での逆強増大作用素の性質 [1] を知ることができる:

命題 2.5 ([1]). $C$ を 2-uniformly smooth Banach 空間 $E$ の空でない閉凸集合とする. $\alpha>0$

とし, $A$ を $C$ から $E$ への $\alpha-\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}$ -strongly-accretive operator とする. $0<\lambda\leq\alpha/K^{2}$ なら

ば, $I-\lambda A$ は $C$ から $E$ への非拡大写像である. ただし, $K$ は $E$ の 2-uniformly smoothness

constant である.

注意 26. $q\geq 2$ ならば, (2.5) から任意の $x,$ $y\in C$ に対して,

$||(I-\lambda A)x-(I-\lambda A)y||^{q}\leq||x-y||^{q}+\lambda(2K^{q}\lambda^{q-1}-q\alpha^{q-1})||Ax-Ay||^{q}$ (2.6)

が成り立つ. $q>2$ のとき, $q$-uniformly smooth Banach 空間は存在しないので, 2-uniformly

smooth Banach 空間のみ考察する. $1<q<2$ のとき, 不等式 (2.5), (2.6) は成立しない.

Kirk の不動点定理 [14], 命題 24, 命題 25 を適用すると, $K$ が一様凸で 2-uniform $1\mathrm{y}$ smooth

Banach 空間 $E$ の空でない有界閉凸集合で, かつ, $K$ が $E$ の sunny nonexpansive retract で

あり, $A$ が $K$ から $E$ への逆強増大作用素ならば, 解集合 $S(K, A)$ は空でないことがわかる.

また, Reich [22] によって証明された次の定理も知られている ( $\mathrm{c}\mathrm{f}$: LauS高橋 [19], 高橋-Kim

[24], Bruck [8] $)$ :

定理 27(Reich [22]). $C$ を $\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{e}\acute{\mathrm{c}}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{t}$ 微分可能なノルムをもつ一様凸な Banach 空間 $E$ の空

でない閉凸集合とする. $\{T_{1}, T_{2}, \ldots\}$ を $C$ から $C$ への非拡大写像の列とし, $\bigcap_{n=1}^{\infty}F(T_{n})\neq\emptyset$

とする. また, $x\in C,$ $\ =T_{n}T_{n-1}$ , $..T_{1}(n=1,2, \ldots)$ とする. このとき, 集合

$\infty$

$\cap\overline{co}\{S_{m}x : m\geq n\}$ 寡 $\cap F(T_{n})$

$n=1$ $n=1$

は多くて 1 点から成る. ただし, $\overline{co}D$ は $D$ の凸包の閉包である.
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3 弱収束定理

この節では, 一様凸で 2-uniformly smooth Banach 空問での遡蝉調作用素に関する問題

1.4 の解を見つける次の弱収束定理を研究する:

定理 31. $E$ を一様凸で 2-uniformly smooth Banach 空間とし, $C$ を $E$ の空でない閉凸集合

とする. $Q_{C}$ を $E$ から $C$への上への sunny nonexpansive retraction とし, $\alpha>0$ に対して, $A$

を $C$ から $E$ への $\alpha-\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}-\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{l}\mathrm{y}\prime \mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}$operator とする. $x_{1}=x\in C$ とし,

$x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})Qc(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})$ $(n=1,2, \ldots)$

とする. ただし, $\{\lambda_{n}\}$ と $\{\alpha_{n}\}$ は $a>0$ に対して $\lambda_{n}\in[a, \alpha/K^{2}]$ であり, $0<b<c<1$ とな
る $b,$ $c$ に対して $\alpha_{n}\in[b, c]$ を満たすものとする. このとき, $S(C, A)\neq\emptyset$ であるならば, 点列
$\{x_{n}\}$ は $S(C, A)$ の元 $z$ に弱収束する. ただし, $K$ は $E$ の 2-uniformly smoothness constant
である.

証明の概略. 任意の $n=1,2$ ,-. . に対して, $y_{n}=Qc(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})$ とおく. $u\in S(C, A)$ と

する. はじめに, $\{x_{n}\}$ と $\{y_{n}\}$ が有界であることを示す. 命題 24, 命題 25 から, 任意の

$n=1,2,$ $\ldots$ に対して,

$||y_{n}-u||\leq||x_{n}-u||$ (3.1)

となることが示される. (3.1) から, 任意の $n=1,2,$ $\ldots$ に対して,

$||x_{n+1}-u||\leq||x_{n}-u||$

が成り立つ. よって, $\{||x_{n}-u||\}$ は単調減少なので $\lim_{narrow\infty}||x_{n}-u||$ が存在する. そのこと

から, $\{x_{n}\}$ は有界である. また, (3.1), (2.4) から, $\{y_{n}\},$ $\{Ax_{n}\}$ も有界である.

次に,

$\lim_{narrow\infty}||x_{n}-y_{n}||=0$ (3.2)

を示す. これは, $E$ が一様凸であり, 関数 $||\cdot||^{2}$ が有界凸集合上で一様凸であることから示す
ことができる,

$\{x_{n}\}$ は有界なので, $z$ に弱収束するような $\{x_{n}\}$ の部分列 $\{x_{n}.\cdot\}$ がとれる. そして, $\lambda_{n_{i}}\in$

$[a, \alpha/K^{2}]$ なので, $\lambda_{0}\in[a, \alpha/K^{2}]$ に収束する $\{\lambda_{n:}\}$ の部分列 $\{\lambda_{n_{j_{j}}}\}$ が存在する. 一般性
を失うことなく $\lambda_{n_{\mathrm{i}}}arrow\lambda_{0}$ としてよい. ここで, $z\in S(C, A)$ を示す. Q。は非拡大なので,
$y_{n:}=Q_{C}(x_{n}:-\lambda_{n}Ax_{n_{i}})$: から,

||Qc{xnt-\lambda 0Axn:)-x耐| $\leq||(x_{n_{i}}-\lambda_{0}Ax_{n:})-(x_{n:}-\lambda_{n_{i}}Ax_{n_{\mathrm{i}}})||+||y_{n_{\mathrm{i}}}-x_{n_{i}}||$

$\leq M|\lambda_{n-},-\lambda_{0}|+||y_{n_{i}}-x_{n}.\cdot||$ (3.3)

が成り立つ. ただし, $M= \sup\{||Ax_{n}|| : n=1,2, \ldots\}$ である. $\{\lambda_{n_{i}}\}$ の収束性と (3.2), (3.3)
から,

$\lim_{iarrow\infty}||Qc(I-\lambda 0A)x_{n}:-x_{n_{}}||=0$ (3.4)
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が得られる. 一方, 命題 2.5 から, $Qc(I-\lambda \mathit{0}A)$ は非拡大である. よって, (3.4), 命題 24, 定
理 23 から, $z\in F(Qc(I-\lambda_{0}A))=S(C, A)$ を得ることができる.

最後に, 二三 $\{x_{n}\}$ が $S(C, A)$ の元 $z$ に弱収束することを示す. 任意の $n=1,2,$ $\ldots$ に対して

$T_{n}=\alpha_{n}I+(1-\alpha_{n})Q_{C}(I-\lambda_{n}A)$

とおくと, $x_{n+1}=T_{n}T_{n-1}\cdots T_{1}x,$ $z \in\bigcap_{n=1}^{\infty}\overline{\mathrm{c}o}\{x_{m} : m\geq n\}$ が成り立つ. 命題 25, 命題 24,
定理 27 から,

$\cap$ 而$\{x_{m} :m\geq n\}\cap S(C, A)=\{z\}$

$n=1$

が得られる. 以上により, 点列 $\{x_{n}\}$ が $S(C, A)$ の元 $z$ に弱収束する. 口

4 応用

この節では, 定理 31 から得られる一様凸で 2-uniformly smooth Banach 空間におけるい

くつかの弱収束定理を証明する. はじめに, 逆強増大作用素のゼロ点を見つける問題を研究す

る. 次の定理は Goi’ $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{t}\mathrm{e}\dot{\ln}-\mathrm{T}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{t}’ \mathrm{y}\mathrm{a}\mathrm{k}o\mathrm{v}$ の定理 (定理 1.1) の一般化である:

定理 4.1. $E$ を一様凸で 2-uniformly smooth Banach 空間とする. $\alpha>0$ に対して, $A$ を $E$

から $E$ への $\alpha- \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}$-strongly-accretive operator とする. $x_{1}=x\in E$ とし,

$x_{n+1}=x_{n}-r_{n}Ax_{n}$ $(n=1,2, \ldots)$

とする. ただし, {r訂は $0<s<t<\alpha/K^{2}$ となる 8, $t$ に対して $r_{n}\in[s, t]$ を満たすものと

する. このとき, $A^{-1}0=\{u\in E: Au=0\}\neq\emptyset$ ならば, 点列 {x訂は $A^{-1}0$ の元 $z$ に弱収束

する. ただし, $K$ は $E$ の 2-uniformly smoothness constant である.

証明. 明らかに, 恒等写像 $I$ は $E$ から $E$ への上への sunny nonexpansive retraction である.

この結果を用いて,

$x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})Q_{E}(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})$

$=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})$

=xユー $\lambda_{n}(1-\alpha_{n})Ax_{n}$

が得られる. また, $S(E, A)=A^{-1}0$ が成り立つ. $r_{n}=\lambda_{n}(1-\alpha_{n})$ とおいて, 定理 31 を用 4

れば, 点冷 $\{x_{\mathit{7}b}\}$ は $A^{-1}0$ の元 $z$ に弱収束する. 口

次に, 狭義擬縮小写像の不動点を見つける問題を研究する. $0\leq k<1$ とする. $E$. を

Banach 空間とし, $c$ を $E$ の部分集合とする. このとき, $C$ から $C$ への写像 $T$ が k-strictly

pseudocontractive であるとは,

$\langle Tx-Ty,j(x-y)\rangle\leq||x-y||^{2}-\frac{1-k}{2}||(I-T)x-(I-T)y||^{2}$ , $\forall x,$ $y\in C$ (4.1)
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となる $J\acute{(}x-y$ ) $\in J(x-y)$ が存在するときをいう $[6, 20]$ , このとき, 不等式 (4.1) は,

$\langle(I-T)x-(I-T)y,j(x-y)\rangle\geq\frac{1-k}{2}||(I-T)x-(I-T)y||^{2}$ (4.2)

に書きかえられる. $E$ が Hilbert 空閲ならば, 不等式 (4.1) $\langle$つまり, (4.2) $)$ は (1.3) と同値で

ある. 次の定理は Browder-Petryshyn の定理 (定理 12) と関連がある:

定理 42. $E$ を一様凸で 2-uniformly smooth Banach 空間とし, $C$ を $E$ の空でない閉凸集合

で, かつ, $E$ の sunny nonexpansive retract とする. $T$ を $C$ から $C$ への $k$-strictly pseudo-

contractive mapping とする. $x_{1}=x\in C$ とし,

$x_{n+1}=(1-\beta_{n})x_{n}+\beta_{n}Tx_{n}$ $(n=1,2, \ldots)$

とする, ただし, $\{\beta_{n}\}$ は $0<\beta<\gamma<(1-k)/2K^{2}$ となる $\beta,\gamma$ に対して $\beta_{n}\in[\beta, \gamma]$ を満た

すものとする. このとき, $F(T)\neq\emptyset$ ならば, 点列 $\{x_{n}\}$ は $F(T)$ の元 $z$ に弱収束する. ただし,
$K$ は $E$ の 2-uniformly smoothness constant である.

証明. $T$ を $C$ から $C$ への $k$-strictly pseudocontractive mapping とする. (4.2) から, $A=I-T$

ならば, $A$ は $(1-k)/2- \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}$-strongly-accretive である. また,

$S(C, I-T)=F(T)$

が成り立つ. $\{\lambda_{n}\}$ を定理 3.1 で用いた面一とする. $\alpha=(1-k)/2,$ $k\in[0,1),$ $K\geq 1$ なので,
$\lambda_{n}\in(0,1)$ が得られる. このとき, $Qc$ は retraction なので,

$x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})Qc_{\mathit{1}}(x_{n}-\lambda_{n}(I-T)x_{n})$

$=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})Qc((1-\lambda_{n})x_{n}+\lambda_{n}Tx_{n})$

$=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})$ ( $(1-\lambda_{n})x_{n}$ 十 $\lambda_{n}Tx_{n}$ )

$=(1-\lambda_{n}(1-\alpha_{n}))x_{n}+\lambda_{n}(1-\alpha_{n})Tx_{n}$

が成り立つ. $\beta_{n}=\lambda_{n}(1-\alpha_{n})$ とおいて, 定理 3.1 を用いれば, 点列 $\{x_{n}\}$ は $F(T)$ の元 $z$ に弱

収束する . 口

$C$ を滑らかな Banach 空間 $E$ の部分集合とする. $\alpha>0$ とする. $C$ から $E$ への作用素孟が

\mbox{\boldmath $\alpha$}\mbox{\boldmath $\alpha$}丁増大 ( $\alpha$-strongly accretive) であるとは,

$\langle$Ax-Ay, $J(x-y)\rangle$ $\geq\alpha||x-y||^{2}$ , $\forall x,y\in C$

が成り立つときをいう. $\beta>0$ とする. $C$ から $E$への作用素 $A$ が $\beta$-Lipschitz連続 ( $\beta$-Lipschitz
continuous) であるとは,

$||Ax-Ay||\leq\beta||x-y||$ , $\forall x,y\in C$

が成り立つときをいう. $C$ を Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸集合とする. 点 $u\in VI(C, A)$ を

見つ $t$}る一つの手法として, projection algorithm がある. それは, $x_{1}=x\in C$ とし,

$x_{n+1}=Pc(x_{n}-\lambda Ax_{n})$ $(n=1,2_{7}\ldots)$ (4.3)
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と定義される手法である, ただし, $Pc$ は $H$ から $C$ への上への距離射影であり, A は $C$ から

$H$ への単調 (増大) 作用素であり, $\lambda>0$ である. $A$ が $C$ から $H$ への $\alpha$-strongly accretive か

つ, $\beta$-Lipschitz continuous, $\lambda\in(0,2\alpha/\beta^{2})$ ならば, 写像 $Pc(I-\lambda A)$ は $C$ から $C$ への縮小写

像になることはよく知られている. それゆえ, Banach contraction principle により, (4.3) で

定義された点列は $VI(C, A)$ の一意解に強収束する $(\mathrm{c}\mathrm{f}:[4])$ . この結果に動機付けられて, 強

増大かつ Lipschitz連続作用素に関する弱収束定理を証明する:

定理 43. $E$ を一様凸で 2-unifomly smooth Banach 空間とし, $C$ を $E$ の空でない閉凸集合

とする. $Qc$ を $E$ から $C$ への上への sunny nonexpansive retraction とする. $\alpha>0,$ $\beta>0$ に

対して, $A$ を $C$ から $E$ への $\alpha$-strongly accretive かつ, $\beta$-Lipschitz continuous operator とす

る. $x_{1}=x\in C$ とし,

$x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n}\rangle Q_{C}(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})$ $(n=1,2, \ldots)$

とする. ただし, $\{\lambda_{n}\}$ と $\{\alpha_{n}\}$ は $a>0$ に対して $\lambda_{n}\in[a, \alpha/K^{2}\beta^{2}],$ $0<b<c<1$ となる

$b,$ $c$ に対して $\alpha_{n}\in[b, c]$ を満たすものとする. そのとき, $S(C, A)\neq\emptyset$ ならば, 点列 $\{x_{n}\}$ は

$S(C, A)$ の一意壷 $z$ に弱収束する. ただし, $K$ は $E$ の 2-uniformly smoothness constant で

ある.

$\text{証}\mathfrak{M}$ . A&C $\hslash^{1}\text{ら}E\text{へ}\sigma$) a-strongly accretive $\mathrm{B}_{1^{\vee}}\mathcal{D},$ $\beta$-Lipschitz continuous operator 2 $\text{す}$

る. このとき, 任意の $x,y\in C$ に対して,

(Ax-Ay, $J(x-y) \rangle\geq\alpha||x-y||^{2}\geq\frac{\alpha}{\beta^{2}}||Ax-Ay||^{2}$

が成り立つ. よって, $A$ は $\alpha/\beta^{2}- \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}$ -strongly-accretive である. $A$ は strongly accretive,

$S(C, A)\neq\emptyset$ なので, 解集合 $S(C, A)$ は 1 点 $z$ から成る. 定理 31 を用いて, 点列 $\{x_{n}\}$ は

$S(C, A)$ の一意解 $z$ に弱収束する. 口
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