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概要

本論文では, 閉鎖心待ち行列ネットワークに対する指数化法の改良を提案する. ま

ず, 従来の指数化法について説明し, サービス時間分布を Coxian分布で近似するこ
との問題点を指摘する. 次に, 拡散近似を適用した $M(n)/G/s/n$待ち行列に対する
新しい近似式を紹介し, この近似式を指数化法に適用することで指数化法の計算負荷
を軽減する方法を提案する. 最後に, 数値例を通して本論文で提案する改良指数化法
が実用上問題のない近似精度をもつことを示す.

1 序論

閉鎖心待ち行列ネットワークは情報通信システムや生産システム等の性能評価において欠
かせないモデルである. 待ち行列ネットワークに関する研究の歴史は古く, 積形式解を持
つ様々なネットワークが Jackson [2] や Baskett et. at. [1] などによって研究された. しか

し, 奇形二叉を持つネットワークは厳しい仮定に依存しているため, 現実問題に応用する
際には, 積形式解を持たないような一般的な待ち行列ネットワークに対する近似解法が必
要になる.
閉鎖型待ち行列ネットワークに対する近似解法の中で有用なものに指数化法がある. 指

数化法は, 元のネットワークをそれと等価な積形式解を持つ指数ネットワークで近似する
手法である. 指数化法は, Marie [3] によって提案され, Yao&Buzacott [6] によって拡張
された. 指数化法は, 閉鎖船待ち行列ネットワークに対する近似手法の中で最も精度のよ
いものとして知られている. しかし, Marie [3], Yao&Buzacott [6] の方法では, サービ

ス時間分布に Coxian分布を使用しているため実装が困難であると同時に, 計算負荷が大
きくなるという欠点があった. Stewart&Mal $\cdot$ie [5], Willits&Dietz [4] は, Coxian分布
を使った計算アルゴリズムの改良を行った. しかし, 依然としてその計算量はノード数や
客数が大きくなるに従って膨大なものとなる. 本論文では, 指数化法に拡散近似を適用す
ることで指数法の改良を行う.

2 閉鎖型待ち行列ネットワークに対する指数化法

本論文では, ノード数 $fVI$ , 客数 $\mathit{1}|\vee$ の閉鎖寝待ち行列ネットワークを考える. ノード $i$ に

は $s_{i}(\geq 1)$個の並列サーバと容量 $\uparrow^{\urcorner}i(\geq 0)$ のバッファがあるものとする. また, ノード $i$

におけるサービス時間は独立で同 $–arrow$の一般分布に従う. $F_{i}$ をその累積分布関数とし, $\mu_{i}^{-1}$

を平均, $c_{i}$ を変動係数とする. また, 客は到着順 (FIFO) にサービスを受けるものとする.
ノード $i$ からノード $j$ への推移確率を $p_{ij}$ とし, 推移確率行列 $P=(p_{ij})$ は固定されている
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ものとする. さらに, ノード $\mathrm{i}$ に存在する客数を $k_{i}$ とし, 状態確率を $p_{i}(n)\equiv P(k_{i}^{\rho}=n)$

で表す. ノード $\mathrm{i}$ に存在することのできる最大鼻聾を $n_{i} \equiv\min(s_{i}+r_{i}, N)$ と表す.

ここでは, 一般的な指数化法のアルゴリズ $\text{ム}$をまとめる. 指数化法では, 元のネット

ワークにおいて各ノードを到着率が $\lambda_{i}(n)$ の $M(n)/C_{k}/s_{i}/n_{i}$ 待ち行列として考え, その

定常状態確率を求めることで元のネットワークの状態確率の近似値とする. まず, 到着率
$\lambda_{i}(n)$ の適切な値を求めるために元のネットワークと等価な指数ネットワークを考え, そ

の指数ネットワークにおけるサービス率を元のネットワークのサービス率を使って初期化
する.

$\mu_{i}(n):=\min(n, s_{i})\mu_{i}$

指数ネットワークに積形式解が存在すれば, サービス率が与えられるとその状態確率 $p_{i}^{*}(n)$

を計算することができる. 次に, 以下の関係式を用いて到着率 $\lambda_{i}(n)$ の値を計算する.

$\lambda_{i}(n):=\{$

0, $n=n_{i}$

$\frac{p_{i}^{*}(n+1)}{p_{i}^{*}(n)}\mu_{i}(n+1)$ , $0\leq n\leq n_{i}-1$
(1)

次のステップでは, この $\lambda_{i}(n)$ の値を用いて, $I\sqrt I(n)_{/}^{/}C_{k}/s_{i}/n_{i}$待ち行列の定常状態確率
$\pi_{i}(n)$ を計算する. また, 次の関係式を用いてサービス率 $lJ_{i}(n)$ を求める.

$\nu_{i}(n):=\{$

0, $n=0$

$. \frac{\pi_{\mathrm{i}}(n-1)}{\pi_{i}(n)}\lambda_{i}$ (ユー 1), $1\leq n\leq n_{i}$

(2)

ここで, 収束条件 $\mathrm{n}1\mathrm{a}\mathrm{x}_{i,n}|\mu_{i}(n)-\iota\nearrow_{i}(n)|<\Xi$ を満たすならば, $\pi_{i}(n)$ を近似値とし, 満た

さないならば更新されたサービス率の値を用いて指数ネットワークを解きなおし, 以下同
じことを繰り返すという手順をとる. (1), (2) 式は, 状態が均衡している様子を表してい
る. 指数化法のアルゴリズムは次のようになる.

指数化法のアルゴリズム

Step 0 サービス率を初期化する. $\mu_{i}(n):=\min(n, s_{i})\mu_{i}$ .
Step 1 指数ネットワークを解き $p_{i}^{*}(n)$ を求め, (1) 式より $\lambda_{i}(n)$ を計算する.

Step 2 $M(n)/C_{k}/s_{i}/n_{i}$ 待ち行列を解き $\pi_{i}(n)$ を求め, (2) 式より $lJ_{i}(n)$ を計算する.

Step 3 収束条件 $\max_{\mathrm{i},n}|\mu_{i}(n)-\iota/_{i}(n)|<\epsilon$ の判定.
満たすならば, $p_{i}(n):=\pi_{i}(n)$ として終了する.
満たさないならば, $\mu_{i}(n):=I_{\acute{i}}’(n)$ として Step 1 へ戻る.

指数化法は, 指数ネットワークが解析解を持つことを利用した非常に単純な近似手法で
あるが, 閉鎖型待ち行列ネットワークに対する近似解法の中で最も精度のよいものとして
知られている. Marie [3], Yao &Buzacott [6] は, Step 2 において, サービス時間分布に

Coxian分布を仮定して $\pi_{i}(n)$ の値を計算した. Coxian 分布を使って状態確率を求めるた
めには大規模な数値演算を実行する必要があり, このことが指数化法の計算負荷を大きく
する原因となっていた. その後, Stewart&Marie [5], Willits& Dietz [4] らによってアル

ゴリズムの改良が行われたが依然として Coxian分布を使用しているため計算負荷は大き
いままである. 本論文では, Coxian分布を使わずに, 次節で取り上げる拡散近似によっ
て状態確率 $\pi_{i}(n)$ を求めることで指数化法の計算負荷を軽減する手法を提案する.
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3 改良指数化法

本節では, 拡散近似を用いて $l\mathfrak{l}’I(n)/G/s/n$待ち行列における状態確率 $\pi_{k}$ を求める. まず,
基本復帰境界を持つ $[0, N]$ 上の拡散過程 $X$ を考える. 基本復帰境界を持つ拡散過程にお
いては, 一度境界に到達するとランダムな時間その境界上にとどまり, その後, 境界から
内部ヘジャンプし, 拡散運動を再開する.
このような基本復帰境界を持つ拡散過程において, $l\mathrm{t}/I(n)/G/s/n$ 待ち行列の定常状態

確率に対する近似式を求めると次のようになる.

$\pi_{i}(n)=\{$

$\pi_{i}(0)\frac{\alpha_{i}}{b_{i}(1)}\xi_{i}(n)$ , $1\leq n\leq n_{i}-1$

$\pi_{i}(\mathrm{O})\frac{\alpha_{i}}{\beta_{i}}\frac{b_{i}(n_{i})}{b_{i}(1)}\frac{\xi_{i}(n_{i})}{\gamma_{i}(n_{i})-1}$ , $n=n_{i}$

(1)

ここで? $\mathrm{i}=1,$
$\ldots,$

$M$ , $n=1,$ $\ldots,$
$n_{\dot{\mathrm{z}}}$ について,

$a_{i}(n)=\lambda_{i}(n-1)+\mathrm{n}1\mathrm{i}\mathrm{n}(n, s_{i})\mu_{i}d_{i}^{2}(n)$

$b_{?}.(n)=\lambda_{?}.(n-1)-\mathrm{m}\mathrm{i}_{11}(n, s_{i})\mu_{\mathrm{i}}$

$d_{i}^{2}(n)=1+1\{n\geq s_{i}\}(n)(1-p_{i}^{*}(0))(c_{i}^{2}-1)$

$\gamma_{i}(n)=\exp\{\frac{2b_{i}(n)}{a_{i}(n)}\}$

$\xi_{i}(n)=(\gamma_{i}(1)-1)\prod_{k=2}^{n}\gamma_{i}(k)$

$\alpha_{i}=\lambda_{i}(0)$ , $\beta_{i}=s_{\mathrm{i}}\mu_{\mathrm{i}}$

とおいた. また, 等価サービス率は, (1) 式を (2) 式に代入することで,

$lJ_{i}(n)=\{$

0, $n=0$

$\frac{b_{i}(1)}{\gamma_{i}(1)-1}$ , $n=1$

$, \frac{\lambda_{i}(n-1)}{\gamma_{\acute{i}}(n)}$ , $2\leq n\leq n_{i}-1$

$\frac{\beta_{i}1}{b_{i}(n_{i})}\frac{\gamma_{i}(n_{\mathrm{i}})-1}{\gamma_{\dot{f}}(n_{i})}\lambda_{i}(n_{i}-1)$ , $n=n_{i}$

(2)

となる. (1), (2) 式を指数化法の Step 2 に適用することで, 指数化法の計算負荷を軽減で
きる. 改良指数化法のアルゴリズムをまとめると次のようになる.

改良指数化法のアルゴリズム

Step 0 サービス率を初期化する. $\mu_{i}(n):=\min(n, s_{i})\mu_{i}$ .
Step 1 指数ネットワークを解き $p_{i}^{*}(n)$ を求め, (1) 式より $\lambda_{i}(n)$ を計算する.

Step 2 (1) 式より $\pi_{i}(n)$ , (2) 式より $\nu_{i}(n)$ を計算する.
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サービス時間分布 $H_{2}$ $E_{1}$ $E_{2}$ $H_{2}$

平均 $(\mu_{i}^{-1})$ $\mathrm{I}$ 2 1 2
$\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{v}(c_{\dot{\mathrm{t}}}^{2})$ 1.3 1 0.5 1.5

2
客数(N)8
精度 $(\epsilon)$ $10^{-4}$

0 1/3 1/3 1/3
推移確率行列 (P) 1/20 01/2

1/2 0 0 1/2
1 0 0 0

$\nearrow-\vdash^{\backslash }\backslash$ 1 2 3 4
$\theta-]\grave{\grave{\leq}}$ $\lambda \mathfrak{F}7_{\mathrm{E}}\mathrm{J}7J\backslash r_{\lceil \mathrm{J}}J\mathrm{J}$ $H_{2}$ $E_{1}$ $E_{2}$ $H_{2}$

$\mp)$’ $\mathrm{f}^{f_{\wedge}},$] $(\mu_{i}^{-1})$ 1 2 1 2
scv $(c_{\dot{\mathrm{t}}}^{2})$ 1.3 1 0.5 1.5

$\mathrm{g}\mathfrak{F}\mathrm{K}$ $(N)$ 8
$\mathrm{R}_{\mathrm{R}}^{\mathrm{t}}\mathrm{g}$

$(\epsilon)$ $10^{-4}$

$ffl_{\wedge}\ovalbox{\tt\small REJECT}\Phi^{n_{\backslash }+,\nearrow-}’\not\leq>\{\tau^{\wedge}F|\mathrm{J}$ $(P)$

0 1/3 1/3 1/3
1/2 0 0 1/2
1/2 0 0 1/2

1 0 0 0

図 1: 単一サーバ・ネットワークの例 表 1: 例 1 のパラメータ設定

Step 3 収束条件 $\max_{i,n}|\mu_{i}(n)-\nu_{i}(n)|<\epsilon$の判定.
満たすならば, $p_{i}(n)|.=\gamma_{\mathrm{I}}i(n)$ として終了する.
満たさないならば, $\mu_{i}(n):=\nu_{i}(n)$ として Step 1 へ戻る.

改良指数化法では, $\pi_{i}(n)$ を解析的に求めているため, Coxian分布を扱う場合に比べて,

計算量を大幅に減らすことができる. また, サービス時間分布が Coxian タイプに制限さ
れないため, 従来の手法よりも一般的である. 次節では, いくつかの数値例を通して, 本

論文で提案する改良指数化法の精度を確かめる.

4 数値例

まず, 例 1 として図 1 で表されるような, ノード数 4, 客数 8 の単一サーバの例を考える,

各ノードにおけるサービス時間分布は, ノード 1 が平均 1, 変動係数 $\sqrt{1.3}$ の 2 次の超指
数分布, ノード 2 が平均 2, 変動係数 1 の指数分布, ノード 3 が平均 1, 変動係数 $\sqrt{0.5}$ の

アーラン分布, ノード 4 が平均 2, 変動係数 $\sqrt{1.5}$ の 2 次の超指数分布である. 通常, 生

産システ $\text{ム}$への応用を考える場合, 変動係数の 2 乗の値は 1 よりも小さく, ほぼゼロに近

い. また, 情報通信システムの場合でも 1 前後である. したがって, 例 1 における変動係

数の値は実用上妥当なものであるといえる. 例 1 のパラメータ設定を表 1 にまとめた.

実験では, 本論文で提案した拡散近似による改良指数化法と, シミュレーション・モァ
ル, Cox-2 モデルによる指数化法を比較した. 改良指数化法, Cox-2 モデルともに 4 回で
収束した. 図 2 から図 5 は状態確率を表している. 改良指数化法, Cox-2モデルともに非
常に精度の良いことが分かる. 表 2 は, 性能評価指標の比較である. 利用率の場合, 改良

指数化法では最大で一 1.5%, 従来の指数化法では最大 -1.1%程度の誤差であった. いず

れのノードにおいても過小評価されていることが分かる. 平均客数の場合には, 改良指数

化法で最大 0.5%, 従来の指数化法で最大 -7.5%の誤差がでた. Cox-2 モデルでは, 平均

客数について一 2.5%, -7.5%の誤差がでるなどあまり安定していないことが読み取れる.
この数値例から, 変動係数が妥当な範囲にあるときには, 本論文で提案した拡散近似がう
まく機能していることが分かる.
拡散近似では, 変動係数の値が大きくなると精度が落ちるという性質がある. そこで,
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例 2 として変動係数の値が極端に大きい場合について考察する. 例 1 と同じネットワーク
において, ノード 4 におけるサービス時間分布を, 平均 2, 変動係数 10 の 2次の超指数
分布とする. 図 6, 図 7 は状態確率を表している. 特にノード 4 をみると本論文による手
法の誤差がさらに大きくなっているのに対し, Cox-2 モデルでは誤差は小さいままである
ことが分かる. これは, 超指数分布が Coxian分布によってうまく近似できていることを
表している. このことは逆に, Coxモデルが特定の分布しか近似できないことを示唆して
いる. 本論文で提案した改良指数化法は, 一般の分布に適用できる点においても従来の
手法の拡張であるといえる. 表 3 は, 性能評価指標の比較である. 利用率の場合について
本論文の手法が -20%程の誤差がでているのに対し, Cox-2 モデルでは, 2%以内にとど
まっている. また平均客数については, 本論文の手法で最大 -24%の誤差がでているのに
対し, Cox-2 モデルではノード 2 を除くと, 2%内の誤差に収まっている. 例 2 の数値例に
よって, 変動係数が極端に大きい場合には本論文の手法は有効でないことが分かった. し

かし, 変動係数が 10 になるようなことは, 実用上考えられない.

5 結論

本論文では, 閉鎖型待ち行列ネットワークに対する近似手法である指数化法の改良を行っ
た. 指数化法は, 指数ネットワークが解析解を持つことを利用した単純な近似手法である
が, 閉鎖型待ち行列ネットワークに対する近似手法のなかで最も精度のよいものの一つ
として知られている. しかし, 従来の指数化法では Coxian分布を仮定して状態確率を求
めているために計算負荷が大きくなるという欠点があった. さらに, 指数化法の適用範囲
がサービス時間分布がフェーズタイプの場合に限られることを述べた. そこで本論文で
は, 拡散近似による $M(n)/G/s/n$待ち行列に対する状態確率の近似式を紹介した. さら

に, この近似式を指数化法に適用することで従来の手法の欠点であった計算負荷を軽減す
る手法を提案した.
数値実験によって, サービス時間分布の変動係数が小さい場合には, 非常に精度が良い
ことが確かめられた. しかし, 変動係数が大きくなるに従い精度が悪くなるという欠点
も明らかとなった. これは, 状態確率の導出に拡散近似を用いていることが原因と考えら
れる. したがって, 変動係数の影響をいかに小さくできるかが改良指数化法の課題の $-arrow$つ

といえる. しかし, 生産システ $\text{ム}$への応用を考える際には, 変動係数の値は 1 よりも小さ
く, ほぼゼロであることが通常である. また, 情報通信システムへの応用においても 2 を
超えることはまれである. したがって, 本論文の数値例は, 改良指数化法が応用に耐え得
るだけの精度を保っていることを示している. また改良指数化法は, Yao&Buzacott の
拡張指数化法と組み合わせることで, 有限容量の場合や推移確率行列が状態に依存する場
合にも有効に適用できる.
本論文におけるモデルの仮定には重大な問題点もある. つまり, 本論文で扱ったモデル
においては, 客をすべて同じ特徴を持つものとして扱った点である. 応用上, すべての客
が同じサービスを要求することは稀である. そこで今後の課題としては, 客を特徴ごとに
クラスという概念で区別する複数クラスへの拡張が考えられる. また, ネットワーク内に
複数のサブネットワークが存在する複数連鎖への拡張も考慮するべきである. 複数クラ
ス・複数連鎖になると起こりうる状態の数が組み合わせ的に増加するため, 計算負荷がよ
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り小さくなるよう, さらなるアルゴリズムの改良が課題となる.
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図 2; ノード 1 の状態確率 (例 1)
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図 3; ノード 2 の状態確率 (例 1)
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図 6: ノード 1 の状態確率 (例 2) 図 7: ノード 4 の状態確率 (例 2)
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表 2: 性能評価指標の比較 (例 1)
ノード 12 34$\nearrow-\vdash^{\backslash }\backslash$ 1 2 3 4

$u_{i}$

(a) 0.693 (-0.7) 0.457 (-1.5) 0.228 (-0.9) 0.929 (-0.6)
(b) 0.698 (-) 0.464 (-) 0.230 (-) 0.935 (-)
(c) 0.696 (-0.3) 0.459 (-1.1) 0.230 (0) 0.932 (-0.3)

$\overline{n}_{i}$

(a) 2.172 (0.2) 0.867 (-0.5) 0.306 (0.3) 4.655 (-0.0)
(b) 2.168 (-) 0.871 (-) 0.305 (-) 4.657 (-)
(c) 2.179 (0.5) 0.849 (-2.5) 0.282 (-7.5) 4.689 (0.7)

表 3: 性能評価指標の比較 (例 2)
ノード 1 2 34$\nearrow-\vdash^{\backslash }\backslash$ 1 2 3 4

$u_{i}$

(a) 0.462 (-21.3) 0.298 (-23.6) 0.150 (-22.7) 0.626 (-20.1)
(b) 0.587 (-) 0.390 (-) 0. 194 (-) 0.783 (-)
(c) 0.596 (1.5) 0.394 (1.0) 0.197 (1.5) 0.799 (2.0)

$\overline{n}_{i}$

(a) 2.510 (-8.2) 0.684 (-24) 0.242 (-22.4) 4.563 (12.6)
(b)

–

2.734 (-) 0.900 (-) $0\underline{.3}\underline{12}(-)$ 4.054 (-)
(c) 2.781 (1.7) 0.789 (-12.3) $0\overline{.316}(1.3)$ 4.114 (1.5)

w;利用率;
n-i:平均滞在客数;
(a) 改良指数化法;
(b) シミュレーション;

(c) 指数化法 (Cox-2 モデル):

注) カッコ内の数値は, シミュレーションとの相対誤差 (%) である.


