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随伴多様体の射影幾何的魅力

早稲田大学理工学部 揖 元 (KAJI, Hajime)
School of Science and Engineering,

Waseda University

\S 0. 序

複素単純 Lie環 $\mathrm{g}$ に対して, $\mathrm{g}$ を Lie環にもつ単連結複素単純代数群 $G$ の, 随
伴表現 Ad : $G’-*\mathrm{B}$ から引き起こされる複素射影空間 $\mathbb{P}*(\mathrm{g})$ への作用を考える.

その唯一の閉軌道, つまり, 非自明な極小ベキ零軌道 $O_{\min}\underline{\subseteq}\mathrm{g}$ の射影化を, $X(\mathrm{g})$

で表し, $\mathrm{g}$ から定まる随伴多様体 (adjoint variety) と呼ぶこととする:

$X(\mathrm{g})$ $:=\pi(O_{\min})\underline{\subseteq}\mathbb{P}_{*}(\mathrm{g})$ .

ただし, $\pi$ : $\mathrm{g}\backslash \{0\}arrow \mathbb{P}_{*}(\mathrm{g})$ は自然な射影である. $X$ (\S )P*(g) は非特異かつ

非退化な (つまり, どんな超平面にも含まれない) 射影多様体となる.
本稿では, 随伴多様体に対する射影代数幾何的興味が (筆者の心に) 涌いてくる

背景を説明し, 随伴多様体のもつ射影幾何的性質をいくつか紹介したい.

\S 1. 背景

非特異射影多様体 $X\subseteq \mathbb{P}^{N}$ に対して, 点 $P\in \mathbb{P}^{N}\backslash X$ からの射影 1 は, 射

$\pi_{P}$ : $Xarrow \mathbb{P}^{N-1}$ を定める. このとき,

問題 1: 一般の位置にある点 $P$ に対して $\pi_{P}$ : $Xarrow\pi_{P}(X)$ は同型となるか?

を考える. 以下, 自明な射影を排除するために $X$ は非退化と仮定しよう.
この問題を考察するには, (

$\zeta \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}$ variety” に着目するとよい: 射影多様体
$X\underline{\subseteq}\mathbb{P}^{N}$ に対して, 2点 $X,$ $y\in X$ を結ぶ射影空間 $\mathbb{P}^{N}$ 内の (複素射影) 直線

を可で表し, $X$ の secant line と呼ぶ. また, 点 $x\in X$ において $X$ に接す

る $\mathbb{P}^{N}$ の線型部分空間で $X$ と等次元のものを $T_{X}X$ で表し, $X$ の $x$ における

$\underline{\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}}$ と呼ぶ. このとき, 任意の $X,$ $y\in X$ に対して,

(1) $\pi_{P}(X)=\pi_{P}(y)\Leftrightarrow P\in\overline{x^{y;}}$

(2) $\mathrm{r}\mathrm{k}(d\pi_{P})_{X}<\dim X\Leftrightarrow P\in T_{X}X$ ;

1点 $P \in \mathbb{P}^{N}\int$ からの射影とは, $P$ を含まない $\mathbb{P}^{N}$ の超平面 $H$ をひとつ固定
したときの, 点 $Q\in \mathbb{P}^{N}\backslash \{P\}$ に対して $P,$ $Q$ を結ぶ複素射影直線 $\overline{PQ}$ と $H$ と

の交点 $\pi(Q):=\overline{PQ}\cap H$ を対応させる写像 $\pi$ のこと. 同型 $H\simeq \mathrm{F}^{i}N-1$ により,
$\pi$ : $\mathbb{P}^{N}\backslash \{P\}arrow \mathrm{F}^{N-1}$

( と考える.
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が成り立つ. ここで, secant line すべての和集合の閉包を

$\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X$ $:=$ $\cup$ $\overline{Xy}$
$\subseteq \mathbb{P}^{N}$

$x,y\in X,x\neq y$

とおくと, $X$ が非特異であることから Sec $X= \bigcup_{x},y\in X,x\#^{y}\overline{yx}$ 火 $\bigcup_{x\in X}TxX$

が成り立ち,

$\pi_{P}$ : $Xarrow\pi_{P}(X)$ : 同型 $\Leftrightarrow$
$P\in \mathbb{P}^{N}\backslash \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X$

が導かれる. Sec $X$ を $X$ の $\underline{\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{y}}$ と呼ぶ.

したがって, 問題 1の答は, Sec $X\neq \mathbb{P}^{N}$ のとき, そして, そのときに限り yes
である. 任意の射影多様体 $X$ に対して, $\dim X=n$ ならば $\dim$ Sec $X\underline{<}2n+1$

となることが定義より見て取れるので たとえば, $N>2n+1$ ならば問題 1の答

は yes である.

では, $N\leq 2n+1$ のときはどうか? $N=5^{1}$ , $n=2$ の場合は, 次の古典的結
果がある:

定理 1 ( $\mathrm{p}$ . Severi(1901) [17]): 非特異かつ非退化射影曲面 $S\subseteq \mathbb{P}^{5}$ に対して,
次は同値である:

(1) 一般の位置にある点 $P\in \mathbb{P}^{5}$ に対して $\pi P$ : $Sarrow\pi_{P}(S)$ は同型となる.

(2) $S$ は Veronese 曲面, $v_{2}(\mathbb{P}^{2})$ と射影的同値である. ただし,

$v_{2}$ : $\mathbb{P}^{2}arrow \mathbb{P}^{5}$ ; $(x : y : z)\mapsto(x^{2}$ : $y^{2}$ : $z^{2}$ : $y_{Z:}ZX$ : $x^{y)}$ .

一般には, 次が知られている (これは, $\mathrm{R}$ . HartShOrne の linear nOrmality
に関する予想 2 [S] の肯定的解決でもあるが, ここでは深くは触れない):

定理 2 $(\mathrm{F}. \mathrm{Z}\mathrm{a}\mathrm{k}(1979)[19])$ : 非特異かつ非退化射影多様体 $X\underline{\subseteq}\mathbb{P}^{N}$ に対して,
See $X\neq \mathbb{P}^{N}$ ならば $3n+4\leq 2N$ が成り立つ.

2「非特異射影多様体 $Y\subseteq \mathrm{p}m$ に対して, $n=\dim Y$ とするとき $3n>2(m-1)$ な
らば, $Y$ は linearly normalとなる 7.」 という予想. ここで, $Y\subseteq \mathrm{F}^{\dot{1}m}$ が linearly normal
とは, 非退化非特異射影多様体 $X\subseteq \mathbb{P}^{m+1}$ の同型な射影の像として $Y$ が得られない
こと, と定義される. 超平面切断束の言葉で言うと, $H^{0}(\mathbb{P}^{m}\mathcal{O}(\}1))arrow H^{0}(Y, \mathcal{O}_{Y}(1))$

が全射であるということ.



25

では, 極端な場合として, 定理の不等号において等号が成立するのはどんな射影多
様体だろうか? Severi の定理は, $n=2$ の場合の分類ない $\text{し}$特徴づけを与えてい
る. それに因んで, 2条件,

$\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X\neq \mathrm{p}N$ , $3n+4=2N$

をみたす非特異かつ非退化射影多様体 $X^{n}\underline{\subseteq}\mathbb{P}^{N}$ を Severi多様体と呼ぶ. $\mathrm{Z}\mathrm{a}\mathrm{k}$

により, 次のように分類された:

定理 3 $(\mathrm{Z}\mathrm{a}\mathrm{k}(19\mathrm{S}1)[19])$ : Severi多様体は次のいずれかと射影的同値である:

(1) $v_{2}(\mathbb{P}^{2})\underline{\subseteq}\mathbb{P}^{5}:$ Veronese 曲面.
(2) $\sigma(\mathbb{P}^{2}\mathrm{x}\mathbb{P}^{2})\subseteq \mathbb{P}^{8}$ : Segre多様体.
(3) $\mathrm{G}(2,6)\subseteq \mathbb{P}^{14}$ : Grassmann多様体 via Pl\"ucker embedding.
(4)

$E_{6}(\omega_{i})\#_{\acute{J}}^{J}\subseteq \mathbb{P}^{26}$

: ‘E6P多様体’ $(\mathrm{i}=1,6)$ . ただし, $\omega_{1},\omega_{6}$ は, Dynkin図

$\alpha_{1}$ $\alpha_{6}$

の両端の頂点に対応する単純 $j\triangleright-\text{ト}\alpha_{1},$ $\alpha_{6}$ の, Killing形式に関して双対
となる基本ウェイト; $E_{6}(\lambda)$ は, E6-B\pi IJ代数群 $G$ の, $\lambda$ を最高ウェイトに
もつ表現 $V(\lambda)$ から定まる作用 $G\cap \mathbb{P}*(V(\lambda))$ の唯一の閉軌道として
得られる射影多様体を表す.

ここで注目すべきは, (4) の E6-多様体だけでなく, (1) $-(3)$ も適当な代数群の表

現から得られる等質射影多様体ということである.
さて, Sec $X$ の

$\zeta$期待される次元’ $2n+1$ から実際の次元を引いた値,

$\delta:=2n+1-\dim \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X$

を, $X$ の $\underline{\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}}$ (または secant deficiency) と呼ぶ. Severi多様体に対

しては, その secant variety は余次元 1 となるので,3 それぞれ $\delta=1,2,4,$ $\mathrm{S}$ と

なることがわかる. Zak による SeVeri多様体の分類から, 次が提起された:

問題 2 ( $\mathrm{R}$ . Lazarsfeld-A. Van de Ven(1984) [15]): See $X\neq \mathbb{P}^{N}$ となる非特

異かつ非退化射影多様体 $X\subseteq \mathbb{P}^{N}$ の secant defect $\delta$ は, いくらでも大きい値を

取り得るか?

3余次元が 2以上とすると, $P\in \mathrm{F}^{N}$)
$\backslash \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X$ からの射影 $\pi$ を考えると, $\pi(X)\subseteq \mathrm{F}^{1N-1}$

は, 非特異かつ非退化な射影多様体で Sec $\pi(X)=\pi(\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X)\neq \mathrm{F}^{j}N-1$ となるので,
Zakの不等式 (定理 2) に反する.



$2\mathrm{G}$

結局, $\delta>8$ となる射影多様体の存在が問題となる. secant defect に関しては次
が重要である:

定理 4 ( $\mathrm{A}$ . Terracini (1911) [18]): 点 $x,y\in X$ および $z\in\overline{xy}$ が–$\mathrm{f}\mathrm{i}_{\acute{\acute{\mathrm{X}}}}^{\backslash \mathrm{J}}$の位置に

あるならば,
$T_{\mathcal{Z}}\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X=\langle T_{X}X, T_{y}X\rangle$

が成り立つ. ただし, $\langle*, *\rangle$ は, $*$ たちの張る線型部分空間を表す.

これより $\dim$ See $X=\dim\langle T_{x}X, T,X\rangle=2n-\dim T_{x}X\cap T_{y}X$ となり,

$\delta=\dim T_{x}X\cap T_{y}X+1$

という公式を得る. Lazarsfeld-Van de Ven の間題は未解決であるが, 分類の結

果 Severi 多様体がすべて等質となることに注目して, 問題を等質射影多様体に限
定してみる.
ここで, きちんと等質射影多様体の定義を与える: 半単純 4代数群 $G$ とその有

限次元表現 $V$ に対して, 自然に定まる $G$ の $\mathbb{P}*(V)$ への作用そ考え, その閉軌道

を–$\text{等質}\S_{\backslash }1$ $\Xi_{1}’P\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\backslash }5’\backslash /P\mathfrak{F}1\Phi$ と呼ぶ.
$G$ が単純代数群であり $V$ が既約表現の場合, この公式をウェイトの言葉で言

い換えると次を得る: $\lambda,$
$\mu$ をそれぞれ $V$ の最高ウェイトと最低ウェイト, $\tilde{\alpha}$ を最

高ルートとすれば

定理 5 $(\mathrm{K}(1995)[9]):\kappa(\lambda-\mu, \lambda-\tilde{\alpha})>0\Rightarrow\delta=0$ .

ただし, $\kappa(*, *)$ は Killing形式である.

定理 6 (Zak(1993) [15], [19]) $G$ が単純ではない等質射影多様体 $X\underline{\subseteq}\mathbb{P}^{N}$ に対

して,
(1) $\delta>0\Leftrightarrow X=\sigma(\mathbb{P}^{a}\cross \mathbb{P}^{b})\underline{\subseteq}\mathbb{P}^{ab+a+b}$ .
(2) $\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}$ $X=\mathbb{P}^{N}\Leftrightarrow X=\sigma(\mathbb{P}^{1}\rangle\langle \mathbb{P}^{n-1})\subseteq \mathbb{P}^{2n-1}$ または $\sigma(\mathbb{P}^{1}\cross \mathbb{Q}^{n-1})\subseteq$

$\mathbb{P}^{2n+1}$ となる. ただし, $\mathbb{Q}^{n-1}\subseteq \mathrm{p}n$ は 2次超曲面.

定理 5, 6 および後述の定理 Aにより, 次を得る :

系: 等質射影多様体 $X\subseteq \mathbb{P}^{N}$ に対して, 非退化で See $X\neq \mathbb{P}^{N}$ かつ $\delta>0$ とな

るならば, $X$ は次のいずれかであり, また, 逆も成り立つ:

(1) $v_{2}(\mathbb{P}^{n})\underline{\subseteq}\mathbb{P}^{N}(n\geq 2),$ $N+1=(\begin{array}{l}n+2n\end{array})$ ; $\delta=1$ .

4軌道の射影化に興味があるので, 半単純性を仮定しても一般性を失わない.
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(2) $\sigma(\mathbb{P}^{a}\mathrm{x}\mathbb{P}^{b})\subseteq \mathbb{P}^{N}(a,b\geq 2),N+1=(a+1)(b+1);\delta=2$.
(3) $\mathrm{G}(2,m)\subseteq \mathbb{P}^{N}(m\geq 4),N+1=(\begin{array}{l}m2\end{array});\delta=4$ .
(4) $E_{6}(\omega_{i})\underline{\subseteq}\mathbb{P}^{26}(\mathrm{i}=1,6);\delta=8$.
(5) (2), (3), (4) に現れる $X^{/}$の超平面切断, $\delta=\delta^{/}-1$ .
(6) 随伴多様体 $X(\mathrm{g})\subseteq \mathbb{P}_{*}(\mathrm{g})(\mathrm{r}\mathrm{k}\mathrm{g}>1);\delta=1$.

結果, 古典的に知られていた VbrOneSe多様体, Segre多様体, Grasmann多様体お
よび $\mathrm{Z}\mathrm{a}\mathrm{k}$ による Severi多様体の分類に現れた E6n多様体, それらの超平面切断に
加えて, 新しい系列として随伴多様体が現れる: とくに, $\delta\leq 8$ となることが見て

取れ, 上記の問題の答は, 等質射影多様体に対しては no であることがわかる [9].

\S 2. 随伴多様体

まず, 古典型の $\mathrm{g}$ に対する随伴多様体の具体的形は, 以下の通り: A型に

ついては, Segre多様体の超平面切断となる: $X(-\prime \mathrm{r}\mathfrak{l}_{m})=\sigma(\mathbb{P}^{m-1}\cross \mathbb{P}^{m-1})\cap$

(1) $\subseteq \mathbb{P}^{m^{2}-2}$ . 次に BD型の場合は, 直交 Grassmann多様体となる: $X(\mathcal{B}\mathit{0}_{m})=$

$\mathrm{G}_{\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{o}^{\mathrm{g}}}$ .(2, m)P(饗)-l. つまり, 2次超曲面に含まれる直線のなす Fano多

様体で, GraSSmann多様体 $\mathrm{G}(2, m)$ 内で三次元 3 となる. 最後に C型の場合

は, VerOnese多様体となる: $X$ (仲 2m) $=v_{2}\mathbb{P}^{2m-1}\subseteq \mathbb{P}^{(\begin{array}{l}2m+17\sim\end{array})-1}$ . 例外型の
場合の随伴多様体の次元を挙げると, $E_{6},$ $E_{7},$ $E_{8},$ $F_{4},$ $G_{2}$ に対して, それぞれ,

21 33 57 15 5 となる.

以下, 随伴多様体の射影幾何的性質を幾つか挙げる :

定理 $\mathrm{A}$ (K-大野並裕-保倉理美 (1995) [10]): 随伴多様体 $X(\mathrm{g})\subseteq \mathbb{P}*(\mathrm{B})$ に対し

ては, 次が成り立つ.

(1) $\dim \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}$ $X$ (\S )=2 $\dim X(\mathrm{g})$ , つまり, $\delta=1$ .
(2) $\mathrm{g}$ の次数分解 $\mathrm{g}=\sum_{i=-2}^{2}$供で $\dim \mathrm{g}\pm 2=1$ となるものに対して,5

$\mathrm{c}\mathrm{o}\dim(\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X(\mathrm{g}), \mathbb{P}_{*}. (\mathrm{g}))=\dim \mathrm{g}_{0}-1$ .

特に, $\mathrm{r}\mathrm{k}\mathrm{g}\geq 2$ ならば, See $X(\mathrm{g})\neq \mathbb{P}*(\mathrm{g})$ となる.

(3) 最高)– トベクトル $X+$ を含む 5 $\iota_{2^{-\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}}\mathrm{p}1\mathrm{e}}$ を $(X+’ X_{-}, H)$ とすると

き, 半単純元の軌道 $G\cdot\pi(H)$ は, See $X(\mathrm{g})$ 内で稠密となる:

$G\cdot\pi(H)=\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X(\mathrm{g})$ .

5さらに, $\mathrm{g}1\neq 0$ ならば接触型次数分解と呼ばれる分解である. ここに, $\mathfrak{g}1\neq 0\Leftrightarrow$

$\mathrm{r}\mathrm{k}^{\mathfrak{g}}\geq 2\Leftrightarrow \mathfrak{g}\simeq\epsilon \mathfrak{l}_{2^{1}}\mathbb{C}$ である.
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(4) $u\in \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}$ $X(\mathrm{g})$ に関する contact IOCUS を $C_{u}$ と書くことにする. すな

わち,

$C_{u}:=\overline{\{v\in \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X(\mathrm{g})|T_{u}\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X(\mathrm{g})=T_{v}\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X(\mathrm{g})\}}$

とおく. このとき, 一般の点 $u\in \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X(\mathrm{g})$ に対しては $\dim C_{u}=2$ と

なる.

一般に, 射影多様体 $X\subseteq \mathrm{p}N$ に対して,

$X^{*}:=\overline{\{H\in\check{\mathrm{p}}N|H\supseteq TxX(\exists x.\in X)\}}$

を, $X$ の双対多様体と呼ぶ. ただし, $\check{\mathbb{P}}^{N}$ は控 $N$ の双対射影空間, すなわち, $\mathbb{P}^{N}$

内の超平面の全体のなす射影空間である. 双対多様体 $X^{*}$ は, 次元 $N-1$ の $X$

上の余法束の像として得られるので, 一般の射影多様体に対しては超曲面となるこ
とが期待される. 次が知られている:

定理 B ( $\mathrm{F}.$ Knop-G. Menzel (1987) $[14]^{6}$ ): 随伴多様体 $X(\mathrm{g})\underline{\subseteq}\mathbb{P}*(\mathrm{g})$ の双対

多様体は超曲面となる: $\mathrm{c}\mathrm{o}\dim X(\mathrm{g})^{*}=1$ .

さらにその次数に関しては次の公式がある: $W$ を Weyl 群, $\overline{\alpha}$ を最高ルートと
すると

定理 $\mathrm{C}$ (面田康裕 (2000)[16]): $\deg X(\mathrm{g})^{*}=\neq(W\cdot\overline{\alpha})$ .

たとえば, $F_{4},$ $E_{6},$ $E_{7},$ $E_{8}$ 型随伴多様体の双対多様体の次数は, それぞれ 24, 72,
126, 240 となることが従う.

射影多様体 $X\subseteq \mathrm{p}N$ に対して,

$\prime 1^{\urcorner}\mathrm{a}\mathrm{n}X:=\cup T_{x}X\subseteq \mathbb{P}^{N}$

$x\in X$

を $X$ の tangent variety と呼ぶ. 一般に, $X$ が非特異ならば Tan $X\underline{\subseteq}\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X$

が成り立つ. 随伴多様体に関しては, Sec $X(\mathrm{g})=\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{n}X(\mathrm{g})$ となることが示され

$\epsilon_{\mathrm{K}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{p}- \mathrm{M}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{z}\mathrm{e}1}[14]$ では, 随伴多様体だけでなく, 一般の等質射影多様体につい
て, その双対多様体の性質が詳細に研究されている.
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る.7 また, ,占 $z\in \mathbb{P}^{N}$ に対して,

$\Theta_{\mathcal{Z}}:=\{X\in X|T_{x}X\ni z\}$

を $X$ の $z$ に関する $\underline{\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}}$locus と呼ぶ.

定理 $\mathrm{D}$ (KK保倉 (1998) [11]); 随伴多様体の一般の点 $X,$ $y\in X(\mathrm{g})\subseteq \mathbb{P}*(\mathrm{g})$ に

対して, 次が成り立つ:
$\Theta_{[,y]}x=\{X, y\}$ .

逆に, tangent variety の一般の点 $z\in \mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{n}X(\mathrm{g})$ に対して, $(x, y, z)$ を $\mathbb{P}\mathrm{B}[2^{-}$

triple とすれば, 次が成り立つ:

$\mathrm{O}-_{z}=\{X, y\}$ .

ただし, $X,$ $y,$ $Z\in \mathbb{P}*(\mathrm{g})$ に対して, $(X, y, Z)$ が $\mathbb{P}B\mathrm{L}_{2^{-\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}}\mathrm{p}1\mathrm{e}}$ であるとは, ある 5 $\iota_{2^{-}}$

triple, $(X, Y, Z)(X, Y, Z\in \mathrm{g})$ が存在して, $\pi(X)=x,$ $\pi(Y)=y,$ $\pi(Z)=Z$

となること, とする.

もちろん, 上のいずれの等号においても, 包含関係 $\underline{\supset}$ はほとんど明らかである.

定理の主張の本質は, 逆の包含関係である. Lie環のブラケット積または $\mathrm{B}\iota_{2^{-\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}}\mathrm{p}1\mathrm{e}}$

の幾何的特徴づけと考えることができる.

証明においては, 一般の単純 Lie環 $\mathrm{g}$ の f\yen \hslash 型次数分解 $\mathrm{g}=\sum_{i=-2}^{2}\mathrm{g}i$ に対

して

$V(\mathfrak{g}):=\pi(\{X\in \mathrm{g}_{1}|(\mathrm{a}\mathrm{d}x)^{2}\mathrm{g}-2=0, x\neq 0\})$

により定義される射影多様体 $V(\mathrm{g})\subseteq \mathbb{P}*(9^{1})$ を考えること, および, その随伴多

様体との関係が一つの鍵 8 となる. その関係とは, $X(\mathrm{g})\cap \mathbb{P}*(\mathrm{g}\mathrm{l})\underline{\subseteq}V(\mathrm{g})$ となる

ことであるが, 実は逆の包含関係も成立する:

定理 $\mathrm{E}$ ( $\mathrm{K}$-保倉 (1998)[11]): $X(\mathrm{g})\cap \mathbb{P}*(\mathrm{g}1)=V$ (\S ).

射影多様体 $V(\mathrm{g})\subseteq \mathbb{P}*(\mathrm{g}\mathrm{l})$ は, H. Freudenthal の例外型 Lie環の構成にお $[$, $\mathrm{a}$

7これは, $\pi(H)\in T_{\pi(\mathrm{x}_{+})}X(\mathfrak{g})$ となることと定理 $\mathrm{A}$ (3) から従う. また, Fulton-

Hansen connectedness theorem を用ると, 定理 $\mathrm{A}$ (1) からも従う.
8もう一つの鍵は, 浅野洋 [1], [2] により導入された $\mathfrak{g}1$ 上の 3重系構造に着目す

ることである.
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て現れる等質射影多様体 9の一般化と見織せるが, ここでは深く触れない (詳細は
[13] 参照).

さて, $G$ の $\mathbb{P}_{*}(\mathrm{g})$ への作用は線型なので, secant line を secant line に移す.

ゆえに, $G$ は自然に $\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X(\mathrm{g})$ にも作用する. 自然と問題になるのは, その軌道分

解である:

$\overline{\mathrm{g}}.\mathrm{I}\Sigma \mathrm{F}-\supset$.
(KK保倉 (1999) [12]): 随伴多様体 $X(\mathrm{g})\underline{\subseteq}\mathbb{P}_{*}(\mathrm{g})$ に対して, 次が成り立

(1) secant variety, See $X(\mathrm{g})$ は, 半単純軌道の射影化 $G\cdot\pi H$ と有限個の巾零

軌道の射影化の和に分解される: つまり, 有限個の巾零軌道, $O0:=O_{\min}$ ,
$O_{1},$

$\ldots,$
$O_{r}\subseteq \mathrm{g}$ が存在して, 次が成り立つ:

$\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X(\mathrm{g})=G\cdot\pi H\mathrm{u}\prod\pi O_{i}r$ .
$i=0$

(2) 巾子軌道 $O_{0},$
$\ldots,$

$O_{r}$ は唯一の極大軌道を持つ. したがって, それを $O_{\max}$

と書くことにすると, 任意の巾零軌道 $O\subseteq \mathrm{g}$ に対して,

$\pi O\subseteq \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X(\mathrm{g})\Leftrightarrow O\underline{<}O_{\max}$ .

(3) $\mathrm{c}\mathrm{o}\dim(\pi O_{\max}, \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X(\mathrm{g}))=1$ .
(4) 極大軌道 $O_{\max}$ は, 具体的には次の通り:

佳 $\mathit{0}_{\max}$

$\epsilon t_{2}\mathbb{C}$ $O_{[2]}$

$\mathit{5}1_{n\geq 3}\mathbb{C}$ $O_{[31^{?\mathrm{t}-3}]}$

$\mathfrak{g}\mathfrak{p}_{2n}\mathbb{C}$ $O_{[2^{2}1^{2n-4}]}$

$\mathcal{B}0_{n\geq 6}\mathbb{C}$ $O_{[3^{2}1^{n-6}]}$

$E_{6,7,8},$ $F_{4}$ $O_{A_{2}}$

$G_{2}$ $O_{G_{2}(a_{1})}$

$9\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{u}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{l}$ の幾何学 [6] において, symplectic geometry に現れる variety of
planes に相当する多様体である. meta-symplectic geometry に現れるのが随伴多様
体, projective geometry に現れるのが前述の Severi多様体である. 定理 Eの主張は,
elliptic geometry に現れる等質射影多様体が Severi多様体の超平面切断として得ら
れる事実のアナロジーと考えられる.
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系 (K-保倉 (1999) [12]): $\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X(\mathrm{B})$ 内の巾零軌道の Hasse 図式は次の通り:

$\epsilon \mathrm{f}_{2}\mathbb{C}$ $\epsilon \mathrm{f}_{3}\mathbb{C}$ $\epsilon 1_{n\geq 4}\mathbb{C}$ 卵 $2n^{\mathbb{C}}$

$O_{[2]}^{2}$ $O_{[3]}^{6}$ $O_{[31^{n-3}]}^{4n-6}$ $O_{[2^{2}1^{2n-4}]}^{4n-2}$

$O_{[21]}^{4}|$ $\mathit{0}_{[2^{2n-4}]}^{4n\frac{1}{1}8}$ $\mathit{0}_{[21^{2n-2}]}^{2n}|$

$|$

$O_{[21^{n-2}]}^{2n-2}$

$\mathit{5}0_{7}\mathbb{C}$ $\epsilon 0_{8}\mathbb{C}$ $\mathrm{B}0_{n\geq 9}\mathbb{C}$

$O_{[3^{2}1]}^{14}$ $O_{[3^{2}1^{2}]}^{18}$ $O_{[3^{2}1^{n-6}]}^{4n-14}$

$O_{[32^{2}]}^{12}|$ $\mathit{0}_{[32^{2}1]}^{16}|$ $\mathit{0}_{[321^{\tau\iota-7}]}^{4n\frac{1}{2}16}$

$O_{[31^{4}]}^{10}|$ $o_{[2^{4}]}^{I,1\acute{2}}O_{[31^{5}]}^{12}O_{[2^{4}]}^{II,12}|$ $o_{[31^{\tau\iota-3}]}^{2n-\acute{4}}$

$\mathit{0}_{[2^{4}1^{\tau\iota--8}]}^{4n-20}$

$o_{[1^{3}]}^{\mathrm{s}_{2^{2}}^{1}}$
$\backslash _{o_{[1^{4}]}^{10^{1\nearrow}}2^{2}}$ $\mathit{0}_{[2^{2}1^{\eta,-4}]}^{\grave{2}n-\acute{6}}$

$E_{6}$ $E_{7}$ $E_{8}$ $F_{4}$ $G_{2}$

$O_{A_{2}}^{42}$ $O_{A_{2}}^{66}$ $O_{A_{2}}^{114}$

$O_{3A_{1}}^{40}|$ $\mathit{0}_{(3A_{1})’}^{64}|$
$\mathit{0}_{3A_{1}}^{112}|$

$O_{2A_{1}}^{32}|$ $\mathit{0}_{2A_{1}}^{52}|$ $\mathit{0}_{2A_{1}}^{92}|$

$O_{A_{1}}^{22}|$ $\mathit{0}_{A_{1}}^{34}|$ $\mathit{0}_{A_{1}}^{58}|$

$O_{A_{2}}^{30}$

.

$O_{A_{1}+\overline{A}_{1}}^{28}||$

$O_{G_{2}(a_{1})}^{10}O_{\tilde{A}_{1}}^{8}|$

$O_{\tilde{A}_{1}}^{22}$

$\mathit{0}_{A_{1}}^{6}|$

$O_{A_{1}}^{16}|$

ただし, 巾零軌道に対する上の記号は, 古典型についてはその分割型, 例外型につ

いては Bala-Carter の記法で書かれている. また, 上付き添え字は, 各軌道の次

元である ([4], [5] 参照).
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