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1 序論及び主結果
compact Hausdorff 空間 $X$ 上の複素数値連続関数全体に supremum norm $||$ . ||\infty 。を入れたび環

を C(X) で表す。 Gel’fand の表現定理から, 任意の可換mltalC’環 A に対して, C(X) が $A$ と同

型であるような compact Hausdorff空間 X が,位相同型を除いて–意的に決まる。そこで C(X) の
び環論的性質と $X$ のトポロジーとの関係を考察することは, 自然でかつ興味ある問題である。本
稿では代数母君な連続関数環を持つ compact Hausdorff空間のトポロジーに関して, 得られた結果
を報告する。

定義 1.1 (1) 連続関数環 $C(X)$ が代数的閉であるとは, $C(X)$ に係数を持つ任意の monicな代
数方程式が $C(X)$ に根を持つことである。

(2) $C(X)$ が n乗根について閉じているとは $z$ についての代数方程式

$z^{n}-f=0,$ $f\in C(X)$ (1)

が常に $C(X)$ に根を持つことである。

(3) $C(X)$ が近似 n乗根について閉じているとは、任意の $\epsilon>0$ と任意の $f\in C(X)$ に対して,

$g\in C(X)$ が

$||g^{n}-f||_{\infty}<\epsilon$ (2)

を満たすように取れることである.

代数的閉な連続関数環は任意の n に対して n乗根について閉じており, また n乗根について閉
じている連続関数環は近似 n乗根について閉じていることは明らかである. この文脈に於いて次
は最も基本的な問題であり、 かつ現在の所未解決である.

問題 1: $C(X)$ が代数的閉であるような compact Hausdorff空間 $X$ の位相的特徴付けを与えよ。

Deckard-Pearcy[5] は, $X$ が完全不連結なら $C(X)$ はつねに代数的閉であることを示した。 これ
に加えて現段階で得られている最良の結果は以下のものであり, X が第–可算なら問題 l に完全
解を与えている.
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定理 1.2 ([7], [8], [11]) $X$ は第–可算 compact Hausddorff空間とする。 このとき以下は同値で
ある。

(1) $C(X)$ は代数的閉,

$(Z)C(X)$ は square-root closed, 即ち 2乗根 (=平方根) について閉じている.

(の $\dim X\leq 1$ かっ $\check{\mathrm{H}}^{1}(X;\mathbb{Z})=0$ , ここで $\dim X$ は $X$ の被覆次元を表し, また $\check{\mathrm{H}}^{1}(X;\mathbb{Z})$ は $X$ の

整数係数 1次元チェックコホモロジーを表す.

一般の compact Hausdorff空間に対して問題 1を考察するにあたって, まず次の問題を考察す
ることは自然であろう.

問題 2 $X$ を (第–可算とは限らない) compact Hausdorff空間で $C(X)$ が代数的閉 (あるいは
square-root closed) であるとする.

(1) $\mathrm{d}\dot{\mathrm{i}}1X\leq 1$ が成り立つか ?

(2) $\check{\mathrm{H}}^{1}(X;\mathbb{Z})=0$が成り立つか ?

2004年関数環研究集会において, Cole extensionを用いることにより問題 2 (2) は否定的

であることを報告した ([9],[3]). 本稿では問題 2 (1) についての反例を与えた以下の定理につい

て概説する. 構成に当たっての基本的なアイディアは (1) と同様 Cole extension を用いること
である.

定理 1.3 (N.Brodskiy, J.Dydak, A.Karasev, 川村 [2]) (1) 任意の自然数 $n$ に対して、 $n$ 次

元 compact Hausdorff空間 $X_{n}$ で $C(X_{n})$ が任意の $m$乗根について閉じているものが存在する.

(勿任意の自然数 $n$ に対して $n$次元 compact距離空間臨で $C(\mathrm{Y}_{\mathrm{n}})$ が任意の近似 $m$乗根について

閉じているものが存在する.

上の定理 (1) で得られた $X_{n}$ の位相和 $\oplus_{n}X_{n}$ の $\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}-\check{\mathrm{C}}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{h}$ コンパクト化 $X_{\infty}=\beta(\oplus_{n}X_{n})$ を取れば

次が得られる.

系 1.4無限次元コンパクトハウスドルフ空間 X\infty 。で、 $C(X_{\infty})$ が任意の $m$乗根について閉じてい

るものが存在する.

2 定理 1. 3: 証明の概略
前述の様に, compact Hausdorff空間 $X_{n}$ で $\dim X_{n}=n$かつ $C(X_{n})$ が任意の $m$乗根について閉

じているものを構成するために用いられる手法は, [3], [9] と同じ $<$ Cole extension とその variation
である。以下記述を簡単にするため Xn を C(XXn) が square-root closedであるように構成する. 以

下の構成を, C(Xn) が任意の m乗根について閉じているように修正することは易しい.
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compact Ha$dorff空間 $X$ に対して,

$S_{X}=\{(x, (z_{f})_{f\in C(X)})|f(x)=z_{f}^{2}\forall f\in C(X)\}\subset X\cross \mathbb{C}^{C(X)}$ (3)

とおく. $Sx$ は $X \mathrm{x}\prod\{f(X)|f\in C(X)\}$ の閉集合であり, 従って compact Hausdorff空間である.
写像 $\pi$ : $S_{X}arrow X$ を

$\pi_{X}((x, (z_{f})_{f\in C(X)}))=x,$ $(x, (z_{f})_{f\in C(X)})\in S_{X}$

と定義すると, 任意の $x\in X$ に対して $\dim\pi_{X}^{-1}(x)=0$ であるから, $\dim S_{X}\leq\dim X$ が成り立つ
([6]参照). 鍵となるのは次の簡単な事実である.

(A): 任意の $f\in C(X)$ に対して、 $g\in C(S_{X})$ が $f$ 。$\pi_{X}=g^{2}$ を満たすように取れる。

実際, 与えられた $f\in C(X)$ に対して, $g:S_{X}arrow \mathbb{C}$ を $g((x, (z_{\varphi})_{\varphi\in C(X)}))=z_{f},$ $(x, (z_{\varphi})_{\varphi\in C(X)})\in$

$s_{x}$ と定義すればよい.

さて $\omega_{1}$ を最初の非可算順序数とする. compact Hausdorff空間 $X_{0}$ をーつ固定し, compact Haus-
dorff空間の射影系 { $X_{\alpha},$ $\pi_{\alpha}^{\beta}$ : $X_{\beta}arrow X$

。
$|\alpha<\omega_{1}$ } を, 超限帰納法を用いて以下のように定義する.

i) 順序数 $\beta$ が, 直前の順序数を持ち $\beta=\alpha+1$ と表せるなら, $X_{\beta}=S_{X_{\text{。}}},$ $\pi_{\alpha}=\pi_{X}$。: $X_{\beta}=$

$s_{x}$
。

$arrow X_{\alpha}$ とする.
H) 順序数 $\beta$ が極限順序数なら, $X_{\beta}= \lim_{arrow}(X_{\alpha}, \pi_{\alpha}^{\gamma} : X_{\gamma}arrow X_{\alpha})$ と置き, $\alpha<\beta$ に対して, $\pi_{\alpha}^{\beta}=$

$\lim_{arrow}(\pi_{\alpha}^{\gamma} : X_{\gamma}arrow X_{\alpha})$ とする.

この様にして得られた射影系の射影極限 R(Xo)=limXa を考え, \alpha <\mbox{\boldmath $\omega$}1に対して, R(Xo) から
X。への標準射影を $\pi_{\alpha}$ : R(X0)\rightarrow X。で表す. 任意の $\alpha<\omega_{1}$ に対して \mbox{\boldmath $\pi$}。の任意のファイバーは
$0$ 次元である. 上の射影系が非可算の命数を持っていることを用いると, 次を示すことができる.

$(\mathrm{B}):$ . 任意の連続関数 $f$ : $R(X_{0})arrow \mathbb{C}$ に対して, ある順序数 $\alpha<\omega_{1}$ と連続関数ん : $X_{\alpha}arrow \mathbb{C}$ が
存在して, $f=f_{\alpha}$ 。$\pi_{\alpha}$ を満たす.

(A) と (B) から $C(R(X_{0}))$ が square root closedであることを示すことができる. 纏めると :

定理 2.1 (the Cole extension) 任意の compact Hausdorff空間 $X_{0}[]^{}$.対して, compact Hausdorff
空間 $R(X_{0})$ と連続写像 $\pi_{0}$ : $R(X_{0})arrow X_{0}$ が次のように取れる.

(1) 任意の $x\in X$ に対して, $\dim\pi_{0}^{-1}(x)=0$ . 特に $\dim R(X_{0})\leq\dim X_{0}$ .
$(Z)C(R(X_{0}))[]\mathrm{h}$ square-mot closed.

$n\geq 1$ に対して $X_{0}=S^{\mathrm{n}}=n$次元球面として、上の構成法を適用して得られた空間 $X_{\mathrm{n}}=R(S^{n})$

を考える. 上記定理 (1) から $\dim X_{n}\leq n$ が得られるから、 $X_{n}$ が求めるものであることを示す
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ためには, $\dim$ Xn\geq n が成り立つことを示せばよい. そのためには有理数係数チェックコホモロ
ジーを用いて

$(*)\check{\mathrm{H}}^{n}(X_{n};\mathbb{Q})\neq 0$

を示せばよい. これを示すために用いられるのが tranfer homomorphism と呼ばれる準同型写像で
ある.

定理 2.2 ([1], p.139) 有限群 $G$がコンパクトハウスドルフ空間 $\mathrm{Y}$ に作用しているとし, その軌道
空間を $\mathrm{Y}/G$ で表わす. $\pi$ : $\mathrm{Y}arrow \mathrm{Y}/G$ を射影とする. このとき準同型 $\mu^{*}:$ $\check{\mathrm{H}}^{*}(\mathrm{Y}_{j}\mathbb{Q})arrow\check{\mathrm{H}}^{*}(\mathrm{Y}/G;\mathbb{Q})$

が

$\mu^{*}\mathit{0}\pi^{*}=|G|\cdot \mathrm{i}\mathrm{d}_{\mathrm{H}\cdot(\mathrm{Y}_{j}\mathbb{Q})}$

が成立するように存在する.

上の \mu * を tra麗 fer h0momo\sim hism という. 上の定理から特に次が得られる.
$(C)$ : $\pi^{*}:.\check{\mathrm{H}}^{*}(\mathrm{Y}/G;\mathbb{Q})arrow\check{\mathrm{H}}^{*}(\mathrm{Y};\mathbb{Q})$ は単射である.

(C) を 2節冒頭の Sx に適用するため、 Sx には自然な Z2作用があることに注意する. 実際

$(x, (z_{f})_{f\in C(X)})\vdash+(x, (-z_{f})_{f\in C(X)})$

が $S_{X}$ 上の易作用を与えており, しかも軌道空間 $Sx/\mathbb{Z}_{2}$ が $X$ と自然に同相であることを見ること
は易しい. したがって (C) から

$(D)$ : $\pi_{X}^{*}$ : $\check{\mathrm{H}}^{*}(X;\mathbb{Q})arrow\check{\mathrm{H}}^{t}(S_{X};\mathbb{Q})$ は単射である.

次に射影系 $\{X_{\alpha’}\pi_{\alpha}^{\beta} : X_{\beta}arrow X_{\alpha}|\alpha<\omega_{1}\}$ の構成方法を想起して, 超限帰納法とチェックコホモ
ロジーの連続性 :

$\check{\mathrm{H}}^{*}(\lim_{arrow}X_{\alpha};\mathbb{Q})\cong\lim_{arrow}\check{\mathrm{H}}^{*}(X_{\alpha};\mathbb{Q})$ (4)

を用いることによって, 定理 13における連続写像 $\pi 0$ : $X_{n}=R(S^{n})arrow S^{n}$ は単射準同型 $\pi_{0}^{*}$ :
$\check{\mathrm{H}}^{*}(S^{n};\mathbb{Q})arrow\check{\mathrm{H}}^{*}(X_{n};\mathbb{Q})$ を誘導することが分かる. $\check{\mathrm{H}}^{n}(S^{n};\mathbb{Q})\cong \mathbb{Q}$ だから $\check{\mathrm{H}}^{n}(\mathrm{X}_{n}; \mathbb{Q})\neq 0$ が結論

され、 $(*)$ が示された.

集合 $D\subset C(\mathrm{Y})$ を取って, $S_{Y}$ を次の空間に置き換える :

$M_{Y}=\{(y, (z_{f})_{f\in D})|f(y)=z_{f}^{2}\forall f\in D\}\subset \mathrm{Y}\cross \mathbb{C}^{D}$ .

このとき $M_{Y}$ は距離空間の可算直積の部分集合だから距離化可能であることに注意する. $\pi_{\mathrm{Y}}$ :
$M_{Y}arrow \mathrm{Y}$ を前と同様

$\pi_{Y}((y, (z_{f})_{f\in O(X)}))=y,$ $(y, (z_{f})_{f\in D})\in M_{\mathrm{Y}}$
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と定義すれば $\pi_{Y}$ の各ファイバーは $0$ 次元であり, 従って $\dim M_{Y}\leq\dim \mathrm{Y}$が成り立つ. ここで (A)
に対応するのは次の事実である.

$(\mathrm{A}’)$ : 任意の $f\in C(\mathrm{Y})$ と任意の $\epsilon>0$ に対して、 $g\in C(M_{Y})$ 力\dashv f $\circ\pi_{Y}-g^{2}||<\epsilon$ を満たすよ

うに取れる。

実際, 与えられた $f\in C(X)$ を $D$ に属する関数 $f’$ で近似し、 $f’\circ\pi_{Y}=g^{2}$ を満たす関数 $g$ を (A)
と同様に取ればよい.

さてコンパクト距離空間 $\mathrm{Y}_{0}$ を固定し、先に与えた射影系の構成法に多少の技術的修正を施すこ
とによって, compact 距離空間の (可算) 射影列 $\{\mathrm{Y}_{1};p: : \mathrm{Y}_{1+1}arrow \mathrm{Y}_{i}|i=0,1, \ldots\}$を次を満たすよ
うに取ることができる. 各 $i=0,1,$ $\ldots$ に対し,

$\mathrm{Y}_{1+1}=M_{Y_{1}Pi},=\pi_{Y_{i}}$ : $\mathrm{Y}_{1+1}arrow$ Yl
が成り立ち, かっ

$(\mathrm{A}$
”

$)$ 任意の $i$ , 任意の連続関数轟 : $\mathrm{Y}_{i}arrow \mathbb{C}$ , 任意の $\epsilon>0$ に対して, 連続関数轟+1 : $\mathrm{Y}_{1+1}arrow \mathbb{C}$

が $||f_{i+1}-f_{i}\circ p:||_{\infty}<\epsilon$ を満たすように存在する.

(注 : $M_{k}^{r}$ を構成するためには $C(\mathrm{Y}_{i})$ の適切な可算稠密部分集合を取らねばならない. ここが技術
的な注意を必要とする箇所である.)

上の列に対して射影極限Y。=him\leftarrow Yj を取り, p‘,\infty \infty l\infty \rightarrow Yi を極限空間 Y\infty から Y: への射影
とする. このとき次が成り立つ.

$(\mathrm{B}’)$ : 任意の連続関数 fl\infty \rightarrow C と任意の \epsilon >0に対して, ある自然数 i と連続関数ゐ:X:\rightarrow C

が存在して, |げ $-f_{1}\mathrm{o}p:,\infty||_{\infty}<\epsilon$ を満たす.

$(\mathrm{A}$
”

$)$ と (B’) を用いれば $C(\mathrm{Y}_{\infty})$ が近似平方根について閉じていることが分かる. しかも $\mathrm{Y}_{\infty}$ は

compact 距離空間の可算列の極限だから、 compact 距離空間である. 先とまったく同様にして
$\dim Y_{\infty}\leq\dim \mathrm{Y}_{0}$が成り立つ.

そこで $\mathrm{Y}_{0}=S^{n}$ として上の構成によって得られたコンパクト距離空間を $\mathrm{Y}_{n}=M(S^{n})$ とする

と transfer homomorphism を用いた同様の議論によって $\dim \mathrm{Y}_{n}=n$ を示すことができる.

問題 1に関連して, 近似m乗根について閉じているような連続関数環を持つ compact Hausdorfr
空間は次のように特徴付けることができる.

定理 2.3 ([2]) $X$ を compact Hausdorff空間とする. 次の 2条件は同値である.

(1) $C(X)$ は近似 $m$乗根について閉じている.

(2) 任意の $X$ の閉集合 $A$ に対して $\check{\mathrm{H}}^{1}(A;\mathbb{Z})$ は $m$-divisible, 即ち任意の $\alpha\in\check{\mathrm{H}}^{1}(A;\mathbb{Z})$ に対して,

$\alpha=m\beta$ を満たす $\beta\in\check{\mathrm{H}}^{1}(A;\mathbb{Z})$ が存在する.

ただ上記 (2) の条件は確かめやすいものとはいえない. 特に $\dim X\leq 1$ なら上の (1) 及び

(2) は以下と同値であることが示されている $([10|)$ .
(3) $\check{\mathrm{H}}^{1}(X;\mathbb{Z})1\mathrm{h}m$-divisible.
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