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1 序

液体シートの流れは 2次元平面状, 円環形シート, 円盤状に流れる放射状シートがある。これら

は工学的に重要なだけでなく理論的にも興味深い対象として研究が行われてきた。 その中でも液体
が円盤状に拡がる放射状液体シートは, 2つの液体ジェットが衝突したときなどに生じ古くから注
目されてきた。 円盤状液体シートの特徴としては, 液体の鹿鳴方向速度が円盤中心からの距離によ
らず–定であること, したがって厚さが円盤中心からの距離に反比例すること, またシートの拡が

る半径に限界があることなどが知られている $[l, 2]$。

シートに生じる波に関しては 2次元平面シートや円環形シートの場合と同様に反対称モードと
対称モードが存在し外部流体の効果があるときには長波長の擾乱に対して不安定となるが. 外部流
体の効果がないときには中立安定となることが線形解析によって調べられている [31。

近年, 2次元平面シートもしくは円環形シートに対して薄膜近似と呼ばれる手法を用いての研究
が多くされている。 これは, 液体シートの厚さ方向のスケールが流れ方向に生じる波の波長のス
ケールよりも小さいことに着目し, 厚さ方向の自由度を積分することによって液体シートのモデル
方程式を導く手法である。 これによって種々の液体シートの挙動の非線形効果が調べられてきてい
る [4, 5, 6, 7]。

ここでは薄膜近似を軸対称な円盤形放射状シートに適用してモデル方程式を導出し, それを用い
て円盤形放射状シート上の波動の伝播の様子を調べる。得られたモデル方程式の定常解を数値的に
求め, その上の–点に時間周期的な擾乱を加えた場合の波動の時間発展を調べる。擾乱の加え方に
よって反対称モード又は対称モードが生じるが, その伝播の様子を数値的に計算し 2次元平面シー
トの場合の場合との違いを調べる。

2 薄膜近似による定式化

円盤状に拡がる軸対称な液体シートを考える。流体は非粘性非圧縮とする。 またここでは外部流
体の効果を無視する。 流体の密度を $\rho$ とし, 表面張力係数を $\sigma$ とおく。 円柱座標系をとり図 1の

ように $r,z$ 方向の速度を $u,$ $v$ とし, シート内の圧力を $P$ シートの上下の表面を $z=$ 畑で表す。基
礎方程式は連続の式と Euler方程式である。 これをシートの厚さ方向に $z=z_{-}$ から $z=z_{+}$ まで

積分して平均化する。
$\int_{z_{-}}^{z}+\frac{1}{r}\frac{\partial}{\partial r}(r\mathrm{u})dz+\int_{z_{-}}^{z}+\frac{\partial v}{\partial z}dz=0$, (1)

$\int_{l}^{z}+\frac{\partial u}{\partial t}dz+-\int_{z-}^{z}+u\frac{\partial u}{\theta r}dz+\int_{z-}^{l}+v\frac{\partial u}{\partial z}dz=-\int_{z-}^{z}+\frac{1}{\rho}\frac{\partial p}{\partial r}dz$, (2)

$\int_{z-}^{z}+\frac{\partial v}{\partial t}dz+\int_{z-}^{z}+u\frac{\partial v}{\partial r}dz+\int_{z-}^{z}+v\frac{\partial v}{\partial z}dz=-\int_{z-}^{z}+\frac{1}{\rho}\frac{\partial p}{\partial z}dz$ . (3)

数理解析研究所講究録
1483巻 2006年 188-195 188



図 1: 円盤形放射状液体シートの概念図

境界条件は上下界面での運動学的境界条件

$v= \frac{\partial z\pm}{\theta t}+u\frac{\partial z\pm}{\partial r}$ at $z=z\pm$

と力学的境界条件

$p \pm=\mp\sigma(\frac{\neg\partial^{2}z\partial_{\Gamma^{\pm}}}{(1+(\frac{\partial z}{\partial}z\pm)^{2})^{\S}}+\frac{\#^{\partial z}}{r\sqrt{1+(\frac{\partial z}{\partial}r\pm)^{2}}},)$ at $z=z\pm$ (5)

である。

ここで $z$ 方向のシートの厚さ方向の変化のスケールが $r$ 方向に生じる波の波長よりもずっと小さ
いとして薄膜近似の考え方を適用する [4,5,6,7]。ここでは u, v, p の z 依存性について u, �蜴� z,
\partial p/\partial z が z についてほとんど変化しないと仮定し定数とおく。 このように u, v, P の z 依存性を近
似することで (1).(2),(3) の積分を実行することができる。

以下では各変数を代表的長さを噴出口の半径 $r_{0}$ と噴出口でのシート流の速度砺を用いて無次
元化する。 また Wcbcr数 We を We=\rho U8b0/\mbox{\boldmath $\sigma$} で定義する。
積分を実行し. さらに Leibnitz 則を用いると (6) と (7) は u- と v- に対する時間発展方程式として

$\frac{\partial\overline{u}}{\partial t}=-\overline{u}\frac{\partial\overline{u}}{\partial r}-\frac{1}{We}(\frac{\partial\overline{p}}{\partial r}-\frac{\Delta p}{b}\frac{\partial Z}{\partial r})$ ,

$\frac{\partial\overline{v}}{\partial t}=-\overline{u}\frac{\partial\overline{v}}{\partial r}-\frac{1}{We}\frac{\Delta p}{b}$,

が得られる。 ここで $\overline{u},\overline{v}$, 戸は $b=z_{+}-z_{-}$ をシートの厚さとして

$\overline{u}=\frac{1}{b}\int_{z-}^{z}+udz$ , $\overline{v}=\frac{1}{b}\int_{z-}^{z}+vdz$ , $\overline{p}=\frac{1}{b}\int_{z_{-}}^{z}+pdz$

で表される厚さ方向の平均量である。 また $\Delta p=p_{+}-P-$ はシート内部の $z$ 方向のシートの上下
界面の圧力 p士の差で (5) より計算される。 (4) について $z=z\pm$ に対応する 2つの式の和を取ると
$Z$ の時間発展方程式として

$\frac{\partial Z}{\partial t}=\overline{v}-\overline{u}\frac{\partial Z}{\partial r}$ , (9)

となり, 差を取って (1) を用いて変形すると b の時間発展方程式として

$\frac{\partial b}{\theta t}=-\frac{1}{r}\frac{\partial(r\overline{u}b)}{\partial r}$ , $(10\rangle$

を得る。 この (6),(7),(9),(10) が軸対称放射状シートの時間発展を記述する方程式となる。
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3 定常解

この軸対称放射状シートの定常流を考えるために, モデル方程式の定常解を考える。(6),(7),(9),(10)

で時間微分項を $0$ として
$\frac{\partial}{\partial r}$ (rub) $=0$ , (11)

$\overline{u}\frac{\partial\overline{u}}{\partial r}+\frac{1}{We}(\frac{\partial\overline{p}}{\partial r}-\frac{\Delta p}{b}\frac{\partial Z}{\partial r})=0$, (12)

$\overline{u}\frac{\partial\varpi}{\partial r}+\frac{1}{We}\frac{\Delta p}{b}=0$ , (13)

$\overline{v}-\overline{u}\frac{\partial Z}{\partial r}=0$ . (14)

ここで解として $r$ 軸に関して対称なものを考えることにすると

$Z=\mathit{0}$ (15)

なので (14) に代入して
$\overline{v}=0$ (16)

となる。 ここで $z\pm=\pm b/2$ より $\Delta p=0$ であるので, (15),(16) は (13) をみたす。 さらに (11) より

$Q$ を定数として
$u= \frac{Q}{rb}$ (17)

となる。 この Q はシート内の流体の流量に対応する量である。 これらを (12) に代入し (5) も用い

ると定常解の $b$ の満たす方程式は

$\frac{1}{2}(1-\frac{Q^{2}}{r^{2}b^{2}})+\frac{1}{2We}(_{(1+\frac{1}{4}(_{\partial}\frac{b}{f})^{2})^{\S}}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\partial}^{\partial^{2}b}+\frac{Tr\theta b}{r\sqrt{1+\frac{1}{4}(_{Tr}^{\partial b})^{2}}})=0$ (18)

となる。

We が大きく表面張力項を無視するような場合 $Wearrow\infty(\sigmaarrow 0)$ となるが, このとき (18) の第

2項が無視されるために近似解は $b=Q/r,$ $\mathrm{u}=1$ の形となり, これは実験的に報告されている結
果 [2] と–致する。

有限の r での (18) の解は境界条件を与えて数値的に求める。数値計算法としては 4次の Runge-
Kutta法を用い $r$ 軸の 1点で $b$ 及び $\partial b/\partial r$ の値を与えて刻み幅 $\Delta r=0.\mathrm{O}\mathrm{O}1$ として積分した。 図 2

は定常解を数値的に求めたものについて厚さ b を表示したものである。 図 2(a) では $We=2,Q=1$
として $1\leq r\leq 10$ の範囲で計算している。 $r_{0}=1.0$ での境界条件として $b=$ 0.917479を固定し

� b/\partial r の値を変えた場合を示している。計算結果より定常解は–般に振動しながら減少する解にな
ることがわかる。 しかし $\partial b/lJt=-\mathit{0}$ 7805としたときに振動せずに減衰する解になっている。 こ

れは実際には $r$ の大きな値で $\partial b/\partial r$ の値として近似解 $b=Q/r$ の値を用いて逆方向に積分して得
られたものである。 この図 2(a) に対し図 2(b) ではWe を増加させて We=20に変えた場合を示し
ている。 この場合は振動の波長が短くなる傾向が見られる。またさらに Q を増加させて Q=20と
した場合が図 2(c) である。 $Q$ を大きくすることは近似解 b=Qかでは $r$ のスケールを大きくする

ことになるが, 図 2(c) ではそれに対応する事として振動部分の振幅の厚さに対する比が減少する

傾向が見られる。以下のシートの時間発展の計算は $We=500,$ $Q=25.0$ として $50\leq r\leq 450$ の範

囲での数値計算を行った。 この $We$ と $Q$ の値の時に $r=450$ で $b$ と $\partial b/\partial r$ の値を $b=Q/r$ に基づ
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図 2: 定常解の数値解のシート厚さ $b((\mathrm{a}),(\mathrm{b}),(\mathrm{c}))$ 又は数値解 $b$ と近似解 $b=Q/r$ のずれ $((\mathrm{d}))$ パ

ラメータは (a): $We=2.0,$ $Q=1.0,$ $b0=$ 0.917479, (b): $We=20.0,$ $Q=1.0,$ $b_{0}=$ 0.98633, (c):

$We=20.0,$ $Q=10.0,$ $b_{0}=10.4782$ , (d): $We=50\mathit{0},$ $Q=25.0$

いて与えて求めた数値解と近似解 b=Q/r の差を図 2(d) に示した。このときの数値解は $b=Q/r$,

$u=1$ に近い形をしていて, その違いは小さい ( $10^{-6}$ 以下) ことがわかる。

以下では図 2(c) で示した振動部分のない数値解で表される定常流についてのシート上の波動の
時間発展を調べることにした。その理由は We が大きい時には振動の周期が短くなると薄膜近似
の仮定から外れていくことになること、 実際のシートでは $b$ について嫁こ反比例することが知られ
ているためである。 しかし振動する定常解を考えた時にどのような違いが出るかは今後の考察の課
題である。

4 円盤形放射状シートの時間発展の数値計算

薄膜近似によって得られたモデル方程式 (6),(7),(9),(10) を用いて円盤形放射状シート上の波の伝
播の様子を調べる。数値計算法としては空間方向は 2次の中心差分で離散化し, 時間方向は 4次の
Runge-Kutta法を用いて積分した。空間方向の刻み幅 $\Delta x$ は 0.005, 時間方向のステップ幅 $\Delta t$ は

0.001としている。擾乱はシートの境界での時間周期的な強制振動で, 擾乱は対称モードの計算で
は $u$ に与える形で

$b=b_{\mathit{0}},$ $u=U_{0}+A(1-e^{-\ell/T_{\epsilon}})\sin(2\pi/T),$ $v=z=0$ , (19)
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図 3: 円盤形液体シートの形状の時間発展 (小振幅擾乱 $\mathrm{A}=0.W5,14$ 周期後), (a): 反対称モード, (b):

対称モード

とし, 反対称モードの計算では $v$ に与える形で

$b=b_{0},$ $u=U_{0},$ $v=A(1-e^{-t/T_{\delta}})\sin(2\pi/T),$ $z=0$ (20)

で与えた。 ここで $b_{0},$ $U_{0}$ は定常流における $r=r0$ でのシート厚さとシート流速度の値である。砺
は $Q$ と $b0$ が与えられると (17) で求められる。 また, $A,$ $T$ は擾乱の振幅と周期, $(1-e^{-t/T_{u}})$ の

項は $t=0$ での波の立ち上がりを滑らかにするための緩和因子で $T_{s}=T/4$ としている。以下の計

算では Weber数として $We=500$, 擾乱の周期は $T=25$, 擾乱を与える点は $r_{0}=50$ , 計算範囲は
r=450までとし, 擾乱が大振幅の場合として A=005, 小振幅の場合として A=0005の場合を

計算した。
図 3は小振幅の擾乱を加えた場合のシートの 14周期後の形状を, 擾乱が反対称モード (a) と対

称モード (b) について示したものである。 2次元平面シートの場合と比較する為に基本流の厚さが,

円盤形放射状シートの噴出口での厚さ $b_{0}$ と同じである 2次元平面シートの時間発展を同じパラメー
タで計算したものを同じ図に示している。
図 2(a) より, 小振幅の反対称モードの擾乱が加えられた時は, シート上の擾乱の伝播の様子は 2

次元平面シートの場合よりも下流で振幅が抑制される傾向にあることがわかる。 図 2(b) より, 小

振幅の対称モードの擾乱の場合にも下流で振幅の抑制傾向がみえている。ところで 2次元平面シー
トの場合の線形解析から得られる分散関係式は反対称モードの擾乱については

$( \omega-k)^{2}-\frac{2}{We}k^{2}=0$ (21)

対称モードの擾乱については
$( \omega^{2}-k^{2})-\frac{1}{2We}k^{4}=0$ (22)

となることが計算できる [41。 これを $\omega$ を実数として解くことで生じる擾乱の波数を知ることが出
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図 4: 円盤形液体シートの形状の時間発展 (大振幅擾乱 $\mathrm{A}=0.05,14$ 周期後), (a): 反対称モード, (b):

対称モード

来て. 反対称モードの擾乱については

$k_{1,2}= \frac{\prime v}{1\pm\sqrt{\mathrm{i}^{2}7_{\overline{e}}}}$

.
(23)

となり中立安定な波数が 2つある。対称モードについては $k$ の 4次式であるために $k$ の解は 4つあ
るが, 群速度を考えると下流に伝播する解はそのうちの 2つであることが知られている [41。 した

がって r=r0での周期的な振動によって 2つの波数の波が発生し, 波数の違いによって空間的なう
なりを生じる。 $T=25$ に対する波数は $k=0.2682$ , 0.2363(反対称モード), $k=0.2533$ ,0.2493(対
称モード) となる。 図 2より, この波数の違う 2つの波の存在によるうなりが 2次元平面シート,

円盤形放射状シートの双方で見られるが, そのうなりの周期はそれぞれ 2次元平面シートと比べて
差が生じている。 これは円盤形放射状シートの場合には分散関係が変化するシート厚さに依存する
形になるためだと考えられる。すなわち円盤形放射状シートの場合には厚さが半径に反比例して減
少していくが, ある半径で局所的には厚さが–様だと考えると, その半径での分散関係はその半径
での厚さで定義された局所Weber数 $We’=$ 血を 2次元平面シートでの分散関係にもちいたもの
で与えられると近似されるが

$We’= \frac{\rho bu}{\sigma}=We\frac{b}{b_{0}}=We\frac{Q}{b_{0}r}$ (24)

となることから, 局所Weber数 We’は噴出口での Weber数から半径に反比例して減少し, 分散関
係は含まれる We’によって半径によって変化し, これが 2次元平面シートとの違いを与えている
と考えられる。

図 4は大振幅の擾乱を加えた場合である。大振幅の擾乱が加えられた時は, 円盤形放射状シー
トの下流での振幅は小振幅の場合と同じように 2次元平面シートの場合よりは, 抑制されている。
また 2次元平面シートで見られるようなシートの厚さが $0$ になるシート破断が円盤形放射状シート
でも起こっている。 これは小振幅の擾乱の場合には起こらなかったもので非線形効果によるもので
ある。

193



(a) (b)

$\mathrm{r}$ $\mathrm{r}$

図 5: 大振幅な反対称モードの擾乱の場合における非線形効果 (a): 14周期後の $r=340$ 付近での

シート形状, (b): 14周期後の厚さ $b$ の比較

(a)

$\mathrm{r}$ $\mathrm{r}$

図 6: 大振幅な対称モードの擾乱の場合の非線形効果 (a): $r=175$ 付近の様子でのシート形状, (b):

$r=175$付近の様子での動径方向速度成分 $u$

非練形効果の様子を見る為に, 図 5(a) に反対称モードの擾乱の場合に t=l4T の時のシートの
形状を拡大したものを示す。 2次元平面シートの場合には流体が瘤状になることで, 厚さが $0$ に近

付く場所が半波長ごとに出来ているが, 円盤形放射状シートの場合も同様の現象が起きている。瘤
の大きさは 2次元平面シートの場合よりも小さい。厚さ変動の様子を小振幅擾乱の場合と比較した
ものが図 5(b) である。小振幅の擾乱の場合 (A=0005) では厚さの変動がほとんど起こっていない

のに対し. 大振幅擾乱の場合 (A=005) では厚さの変動が生じているのがわかる。

図 6(a) には対称モードの場合の $u$ の様子をシートの破断が起こった $t=4T,$ $r=150$ 付近につ

いて示した。 この場合にはシートは 2次元平面シート, 円盤形放射状シートどちらでも厚さが違う
にかかわらずほぼ同じ箇所で厚さが O になっている。 図 6(b) では, 破断が起こっている近傍での

シートの動径方向速度成分 $u$ を示した。 2次元平面シート及び円盤形放射状シートのどちらも非線
形性の影響で波の突っ立ち効果が起こってそれが破断につながっていることがわかるが, 2次元平

面シートと円盤形放射状シートは定量的に同じように破断するということがみてとれる。
一般に 2次元平面シートの場合に比べて円盤形放射状シートでは定常流の厚さが減少しシート

厚さに対する擾乱振幅の割合は 2次元平面シートの場合より早く増加することになるが, それが
シートの破断を早めるような結果にはなっているとはいえず, むしろ 2次元平面シートに比べて厚
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さがかなり減少していく場合もシート崩壊については同じような挙動になっている。

5 まとめ

薄膜近似によって円盤形放射状シート上の波動の様子を調べた。得られた方程式を数値的に解く
ことで円盤形放射状シートの挙動を調べた。 ここでは限られたパラメータでしか計算していない
が, さらに多くのパラメータについて計算を進める必要がある。特に We が小さくなるにつれて
波の伝播速度は変化し, 1つの波数に対して伝播速度が O に漸近する。 したがって円盤形放射状
シートでは下流のある地点で波が滞留することで 2次元平面シートとは異なった振舞いをすること
が期待される。 このような状況を含むような We とそれに対応する計算領域をとることが重要で
あると考えられる。また伝播速度が半径によって変化することによって円盤形放射状シートでは反
対称モードが Cardioid という非軸対称な波面を作ることが知られている [l]。 ここでの計算を非軸

対称な系に拡張し Cardioid の形成への非線形効果を調べる事も課題である。また粘性を含む薄膜
近似の定式化 [71を利用して粘性の効果を調べることも課題としてあげられる。
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