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1 はじめに

ラマヌジャンの $1\psi_{1}$ 和公式

$\sum\infty\frac{(a)_{\nu}}{(b)_{\nu}}z^{\nu}=\frac{(az)_{\infty}(q)_{\infty}(b/a)_{\infty}(q/az)_{\infty}}{(z)_{\infty}(b)_{\infty}(q/a)_{\infty}(b/az)_{\infty}}$

$\nu=-\infty$

に代表される様々な $q$-己幾何級数 (の特殊値) に関する無限積表示公式, 変換公式が
知られている. そのような–連の公式の中で特に (very-)we垣-poised と呼ばれるク
ラスの $q$-超幾何級数 $2r\psi 2r$ に関する公式群 (Bailey の $6\psi_{\epsilon}$ 和公式, Sears, Slater等の
変換公式 [14, Chapter 5] $)$ を多重級数に拡張した概念が $BC_{n}$型ジャクソン積分であ
る. とても複雑に見えるそれら古典的な公式をワイル群対称性の観点から捉え直す
ことにより, 統–的でシンプルな解釈を与えることができる. また, $BC_{n}$ 型に限ら
ず, 一般のルート系に付随したジャクソン積分は留数計算による適当な言い換えに
より, Macdonald直交多項式系の直交内積と見なすことができる [20]. (B軌型の場
合は Macdonald-Koornwinder直交多項式系のそれが対応する) ここでは, その–端
を, 私が最近発見したある対称式の族との関係とともに紹介したい. 以下 $0<q<1$
とし, $(x)_{\infty}:= \prod_{i=0}^{\infty}(1-q^{i}x)$ , (x)v:=(x)\infty \infty /(qvx)\infty 。とする.

2 $BC_{n}$型ジャクソン積分

2.1 ジャクソン積分
$(\mathbb{C}^{*})^{n}$ の任意の点 $z=(z_{1}, z_{2}, \ldots, z_{n})\in(\mathbb{C}^{*})^{n}$ に対し, 格子点 $\nu=(\nu_{1}, \nu_{2}\ldots, \nu_{n})\in \mathbb{Z}^{n}$ に

よる $q$ ずらし $zarrow q^{\nu}z$ を次のように決める: $q^{v}z:=$ ( $q^{\nu_{1}}z_{1},$ $q^{\nu_{2}}z_{2},$
$\ldots$ , qvnzn)\in (Cり n.

点 $\xi=(\xi_{1},\xi_{2}, \ldots,\xi_{n})$ \in (Cり n と $(\mathbb{C}^{*})^{n}$ 上の関数 $f(z)$ に対し, 次の格子上の無限和が
収束するとき, それをジャクソン積分と呼ぶ:

$\int_{0}^{\xi\infty}f(z)\frac{d_{q}z_{1}}{z_{1}}\wedge\cdots\wedge\frac{d_{q}z_{n}}{z_{n}}:=(1-q)^{n}\sum_{\nu\in \mathrm{Z}^{n}}f(q^{\nu}\xi)$ .

2.2 $BC_{n}$型ジャクソン積分
$s$ を $-1$ 以上の整数とし, $\ell$ を負でない整数とする. 点 $z=(z_{1},$ $z_{2},$ $\ldots$ ,z\sim \in (C*戸に対
し, 次のように関数 $\Phi_{B_{*}},(z),$ $\Delta_{G_{n}}(z)$ を定める:

$\Phi_{B_{n}}(z)$ $:=$ $\prod_{m=1}^{2s+2}\prod_{i=1}^{n}z_{i}^{1/2-\alpha_{m}}\frac{(qa_{m}^{-1}z_{i})_{\infty}}{(a_{m}z_{i})_{\infty}}\cross$
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$\cross\prod_{\mathrm{r}=1}^{\ell}\prod_{1\leq j<k\leq n}z_{j}^{1-2\tau_{\tau_{\frac{(qt_{r}^{-1}z_{j}/z_{k})_{\infty}}{(t_{r}z_{j}/z_{k})_{\infty}}\frac{(qt_{r}^{-1}z_{j}z_{k})_{\infty}}{(t_{r}z_{j}z_{k})_{\infty}}}}}$ ,

$\Delta_{C_{n}}(z)$ $:=$ $\prod_{i=1}^{n}\frac{1-z_{i}^{2}}{z_{i}}\prod_{1\leq j<k\leq n}\frac{(1-z_{j}/z_{k})(1-z_{j}z_{k})}{z_{j}}$.

ただし $q^{\alpha_{m}}=a_{m},$ $q^{\tau_{\mathrm{f}}}=t_{r}$ とする. $(-1)^{n}\Delta_{C_{n}}(z)$ は $C_{n}$ 型の「ワイルの分母」である.

定義 2.1点 $\xi\in(\mathbb{C}^{*})^{n}$ と $(\mathbb{C}^{*})^{n}$ 上の関数 $\varphi(z)$ に対して,

$\int_{0}^{\xi\infty}\varphi(z)\Phi_{B_{\hslash}}(z)\Delta_{C_{n}}(z)\varpi_{q}$ $( \varpi_{q}=\frac{d_{q}z_{1}}{z_{1}}\wedge\cdots\wedge\frac{d_{q}z_{n}}{z_{n}}k\text{略_{}\mathrm{r}}^{\Xi}\mathrm{B})$

を $BC_{n}$型ジャクソン積分と呼び, 記号 $\langle\varphi, \xi\rangle$ で表す.

定義より $\langle\varphi,\xi\rangle$ は $q$ ずらし $\xiarrow q^{\nu}\xi(\nu\in \mathbb{Z}^{n})$ に関して不変であり, パラメータ
$a_{1},$ $\ldots,$

$a_{2\epsilon+2},$ $t_{1},$
$\ldots,$

$t_{\ell}$ と変数 $\xi\uparrow_{}’$

$|a_{1}a_{2}\ldots a_{2s+2}(t_{1}t_{2}\ldots t_{\ell})^{n+i-2}|>q^{\epsilon+1+(n+i-2)/2}$ for $i=1,2,$ $\ldots,$
$n$

かつ

$\{$

$a_{m}\xi_{i}\not\in\{q^{l} ; l\in \mathbb{Z}\}$ for $1\leq i\leq n,$ $1\leq m\leq 2s+2$ ,
$t_{i}\xi_{j}/\xi_{k},$ $t_{i}\xi_{j}\xi_{k}\not\in\{q^{\iota} ; l\in \mathbb{Z}\}$ for $1\leq i\leq\ell,$ $1\leq j<k\leq n$

の条件を付けると $\langle 1, \xi\rangle$ は収束する [17].

2.3 正則化
$BC_{n}$型ジャクソン積分 $\langle\varphi, \xi\rangle$ に対して次が成立する $[16, 18]$ :

命題 2.2 $(\mathbb{C}^{*})^{n}$ 上の関数 $\Theta(z)$ を次のように定義する:

$\Theta(z):=\prod_{i=1}^{n}\frac{z_{1}^{\epsilon}\theta(z_{1}^{2})}{\prod_{m=1}^{2\epsilon+2}z_{1}^{\alpha_{m}}\theta(a_{m}z_{i})}..\cdot\prod_{1\leq j<k\leq n}\frac{z_{j}^{\ell-1}\theta(z_{j}/z_{k})\theta(z_{j}z_{k})}{\prod_{r=1}^{\ell}z_{j}^{2\tau_{f}}\theta(t_{r}z_{j}/z_{k})\theta(t_{r}z_{j}z_{k})}$.

ただし $\theta(x)$ :=(xx)\infty \infty (q/x)\infty 。とする. $\varphi(z)$ を (Cり n上正則な関数で, ワイル群に作用
に関して対称とすると, $(\mathbb{C}^{*})^{n}$ 上正則な関数 $f(z)$ が存在し,

$\langle\varphi, \xi\rangle=f(\xi)\Theta(\xi)$

を満たす.

このことにより正則関数 $\langle\varphi_{Z},\rangle/\ominus(Z)$ を正則 $BC_{n}$ ジャクソン積分と呼び, これを
記号《\mbox{\boldmath $\varphi$}, $z\rangle\rangle$ で表す. z\in (Cり n の関数として《\mbox{\boldmath $\varphi$}, $z\rangle\rangle$ はワイル群の作用に関して不変
である. 上の命題 22で, 正則 $BCn$ ジャクソン積分 $\langle\langle\varphi_{Z},\rangle\rangle$ が $Z$ によらない定数にな
る場合が, パラメータの個数によって分類できる [18]. これらの定数はすべて q-ガン
マ関数の積で表示できる. すなわち
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定理 23正則 $BC_{n}$ ジャクソン積分《\mbox{\boldmath $\varphi$}, $z\rangle\rangle$ が $z$ によらない定数になるのは $(s, l)$ が

以下の場合であり, またそのときに限る.
$BC_{n}$ のとき, $(s, \ell)=(1,1)$ or $(n, 0)$ . または, 例外的に
$BC_{2}$ のとき, $(s, P)=(\mathrm{O}, 2)$ or $(-1,3),$ $BC_{3}$ のとき, $(s, \ell)=(-1,2)$ .

特に《1, $z\rangle\rangle$ の値は以下のようになる (van $\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{j}\mathrm{e}\mathrm{n}[10]$ , $\mathrm{G}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{f}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{n}[12]$ ):

$BC_{n}$ で $(s, \ell)=(1,1)$ のとき,

$\langle\langle 1, z\rangle\rangle$ $=$ $(1-q)^{n}(q)_{\infty}^{n} \prod_{i=1}^{n}\frac{(qti)_{\infty}}{(qt1)_{\infty}}=\frac{\prod_{1<\dot{o}<k\leq 4}(qt^{-(n-i)}a_{j}^{-1}a_{k}^{-1})_{\infty}}{(qt^{-(n+i-2\rangle}a_{1}^{-1}a_{2}^{-1}a_{3}^{-1}a_{4}^{-1})_{\infty}}$ , (1)

$BC_{n}$ で $(s, l)=(n, 0)$ のとき,

$\langle\langle 1, z\rangle\rangle$ $=$ $(1-q)^{n} \frac{(q)_{\infty}^{n}\prod_{1\leq i<j\leq 2n+2}(qa_{i}^{-1}a_{j}^{-1})_{\infty}}{(qa_{1}^{-1}a_{2}^{-1}\ldots a_{2n+2}^{-1})_{\infty}}$ . (2)

例外的な 3種に対しても $\langle\langle 1, z\rangle\rangle$ の無限積表示は知られているが省略する (以上, $[18, 20]$

を参照のこと).

3 古典的な q-瞬幾何級数との関連
$q$-超幾何関数 $’\psi_{f}$ は次で定義される:

$r\psi r[_{b_{1},b_{2}’}a_{1},a_{2},$ :: $:,’ b_{r}$ ; $q,$$z]a_{r}:= \sum_{\nu=-\infty}^{\infty}\frac{(a_{1})_{v}(a_{2})_{\nu}(a_{r})_{\nu}}{(b_{1})_{\nu}(b_{2})_{v}(b_{r})_{\nu}}:::z^{v}$ .

$q$-超幾何関数 $r\psi r$ のパラメータ $a:,$ $b_{i}(i=1,2, \ldots, r)$ に次の特別な条件をつけたもの
が古典的に研究されている [14, Chapter 5]:

well-poised $\Leftrightarrow$ $a_{1}b_{1}=a_{2}b_{2}=\cdots=a_{f}b_{r}$ ,
very-well-poised $\Leftrightarrow$ $a_{1}=-a_{2}=qb_{1}=-qb_{2}$ &well-poised,

very-well-poised-balanced $\Leftrightarrow$ $(a_{3}a_{4}\ldots a_{\mathrm{r}})qz=(\pm a_{1}q^{-1/2})^{r-2}$ &very-weU-poised.

3.1 Bailey の very-well-poised $\mathfrak{g}\psi\epsilon$ 和公式 (1936)
$q$-超幾何級数 6\psi 6に $\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{y}- \mathrm{w}\mathrm{e}g_{- \mathrm{p}\mathrm{o}}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{d}$-baltcedの条件を付けると, 次の無限積表示が
できることが知られている:

$6\psi_{6}[_{\sqrt{a},-\sqrt{a},aq/b,aq/c,aq/d,aq/e}q\sqrt{a},-q\sqrt{a},b,$
$c,$ $d,$ $e$

; $q,$ $\frac{a^{2}q}{bcde}]$

$=$ $\frac{(qa)_{\infty}(q/a)_{\infty}(aq/bc)_{\infty}(aq/bd)_{\infty}(aq/be)_{\infty}(aq/cd)_{\infty}(aq/oe)_{\infty}(aq/de)_{\infty}(q)_{\infty}}{(q/b)_{\infty}(q/c)_{\infty}(q/d)_{\infty}(q/e)_{\infty}(aq/b)_{\infty}(aq/c)_{\infty}(aq/d)_{\infty}(aq/e)_{\infty}(a^{2}q/bcde)_{\infty}}$ .

この公式はパラメータの置き換え

$\sqrt{a}arrow z,$ $barrow a_{1}z,$ $carrow a_{2}z,$ $darrow a_{3}z,$ $earrow a_{4}z$
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により $s=1$ の正則 $BC_{1}$ 型ジャクソン積分を使って次のように書くことができる:

$\langle\langle 1, z\rangle\rangle=(1-q)\frac{(q)_{\infty}\prod_{1\leq j<k\leq 4}(qa_{j}^{-1}a_{k}^{-1})_{\infty}}{(qa_{1}^{-1}a_{2}^{-1}a_{3}^{-1}a_{4}^{-1})_{\infty}}$ .

これは $n=1$ のときの公式 (1) または (2) に他ならない.

3.2 Sears-Slater の (very-)well-poised $2r\psi 2r$変換公式

$2r\psi 2t[_{\sqrt{a},-\sqrt{a},aq/b_{3}}q\sqrt{a},$$-q\sqrt{a},b_{3},.$’

. . $|_{aq/b_{2r}}^{b_{2r}}’$ ; $q,$ $\frac{a^{r-1}q^{r-2}}{b_{3}\cdots b_{2r}}]$ (3)

$=$ $\frac{(aq)_{\infty}(q/a)_{\infty}}{(a_{3}^{2}q/a)_{\infty}(aq/a_{3}^{2})_{\infty}}\frac{(a_{4})_{\infty}.\cdots(a_{r})_{\infty}(q/a_{4})_{\infty}\cdots,(q/a_{f})_{\infty}}{(a_{3}a_{4}/a)_{\infty}\cdot\cdot(a_{3}a_{r}/a)_{\infty}(aq/a_{3}a_{4})_{\infty}\cdots(aq/a_{3}a_{r})_{\infty}}$

$\cross\frac{(a_{4}/a)_{\infty}\cdot.\cdot(a_{r}/a)_{\infty}(aq/a_{4})_{\infty}\cdot(aq/a_{r})_{\infty}}{(a_{4}/a_{3})_{\infty}\cdot(a_{r}/a_{3})_{\infty}(a_{3}q/a_{4})_{\infty}(a_{3}q/a_{r})_{\infty}}:::$.
$\cross\frac{(a_{3}q/b_{3})_{\infty}\cdot\cdot(a_{3}q/b_{\mathit{2}t})_{\infty}(aq/a_{3}b_{3})_{\infty}\cdot\cdot(aq/a_{3}b_{2r})_{\infty}}{(q/b_{3})_{\infty}(q/b_{2r})_{\infty}(aq/b_{3})_{\infty}\cdot\cdot(aq/b_{2r})_{\infty}}:..$:
$\cross 2r\psi 2r[_{a_{3}/\sqrt{a}}^{q}a_{3/\sqrt{a},qa_{3}/\sqrt{a},a_{3}b_{3}/a.’ a_{3}b_{2r}/a},$

$=_{a_{3}/\sqrt{a},a_{3}q/b_{3}},’$ : $:\}_{a_{8}q/b_{2r}}$ ; $q,$ $\frac{a^{r-1}q^{r-2}}{b_{3}\cdots b_{2r}}]$

$+\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{m}(a_{3};a_{4}, \ldots, a_{r})$ . $arrow$ この記号は–つ前の式で $a_{3}$ を $a_{4}$ から $a_{r}$ までのそれ

ぞれと入れ替えたものの $r-2$個の和をとることを表す

などに代表される Searsや Slater による–連の変換公式が知られている. $BC_{1}$ 型ジャ
クソン積分の立場から眺めると, それら–連の公式は見かけは異なるが, 実は次の定
理の特別な場合として捉えられる.

定理 3.1 (接続公式) $[22, 23]$ $x_{i}\in \mathbb{C}^{*}(i=1,2, \ldots, s)$ は $x_{1}/x_{j},x_{\mathrm{t}}x_{j}\not\in\{q^{l} ; l\in \mathbb{Z}\}(i\neq$

のを満たす任意の複素数とする. $\varphi(z)$ を $\mathbb{C}^{*}$ 上正則な関数でワイル群の作用に関し
て対称とすると, $s$ が–般の正則 $BC_{1}$ 型ジャクソン積分《\mbox{\boldmath $\varphi$}, $z\rangle\rangle$ は次のように書くこ
とができる:

$\langle\langle\varphi, z\rangle\rangle=\sum_{k=1}^{s}\langle\langle\varphi,x_{k}\rangle\rangle\prod_{1\leq j\leq,J\neq k}$. $\frac{\theta(x_{j}z)\theta(x_{j}/z)}{\theta(x_{j}x_{k})\theta(x_{j}/x_{k})}$ . (4)

$\langle\langle$

$\varphi$ , z\sim むの値によらずパラメータ $a_{i}$ に関する階数 $s$ の線形 q-差分方程式系を
満たす $[4, 5]$ . $\langle\langle\varphi, z\rangle\rangle$ をその方程式系の基本解《\mbox{\boldmath $\varphi$}, $x_{i}\rangle\rangle$ $(i=1,2, \ldots, s)$ の線形結合と
して書いたのが上の公式の意味である.

Sears や Slater による変換公式は定理 3.1において $z$ や $x_{i}$ の値を特殊にとったも
のであることがわかる. 実際, $r=s+2$ とし, 式 (3) でパラメータの置き換え

$\sqrt{a}arrow z$ , $a_{1+2}arrow x_{1}z(i=1,2, \ldots, s)$ , $b_{1+2}arrow a_{i}z(i=1,2, \ldots, 2s+2)$

をすると, $\varphi\equiv 1$ のときの (4) が得られる. さらに
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i) $\varphi\equiv 1$ のとき $\Rightarrow \mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{y}- \mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}$-poised Slater変換 [14, Eq. (5.5.2)],

ii) $\varphi\equiv 1$ で $a_{2s+1}=1,$ $a_{2s+2}=-1$ のとき $\Rightarrow \mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}$-poised Slater変 [14, Eq. (5.5.1)],

iii) $\varphi\equiv 1$ で $x_{i}=a_{i}(i=1,2, \ldots, s)$ のとき $\Rightarrow \mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{y}- \mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}$-poised Slater 変換 [14,
Eq. (5.5.4) $]$ ,

iv) $\varphi\equiv 1$ で $z=a_{1},$ $x_{i}=a_{i+1}(i=1,2, \ldots, s)$ のとき $\Rightarrow \mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{y}- \mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}$-Poised Sears変,

v) (iv) の条件と $a_{2\epsilon+1}=1,$ $a_{2s+2}=-1$ のとき $\Rightarrow \mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}$-poised Sears 変換 [14,
Eq. (4.12.1) $]$ .

また最近の Schlosser の q-IPD と呼ばれる公式 [26] はこの接続公式 (4) で $\varphi$ を特別な
対称多項式にとった場合として説明できる.

4 $BC_{n}$型ジャクソン積分と基本対称式
以下 $(s,P)=(1,1)$ のときに限って議論をする. $(s, P)=(1,1)$ の $BC_{n}$型ジャクソン積
分は, Macdonald-Koornwinder直交多項式系の直交内積と言い換えができ [20], 様々
な応用がある. $(s, P)=(1,1)$ の $BC_{n}$型ジャクソン積分において, van Diejen による
公式 (1戸は Balley の公式の多重級数へのーつの拡張である:

$\langle\langle 1, z\rangle\rangle=(1-q)^{n}(q)_{\infty}^{n}\prod_{:=1}^{n}\frac{(qt;)_{\infty}}{(qt1)_{\infty}}=.\frac{\prod_{1<<k\leq 4}\lrcorner(qt^{-(n-;)}a_{j}^{-1}a_{k}^{-1})_{\infty}}{(qt^{-(n+i-2)}a_{1}^{-1}a_{2}^{-1}a_{3}^{-1}a_{4}^{-1})_{\infty}}$.

この右辺の無限積表示をいかに導出するかを論じたい. 今, この右辺を定数 $C$ と呼
ぶことにする. $C$ は $q$-ガンマ関数の積で表示できる. 定数 $C$ を求める方法はいろい
ろ知られているが, ここではパラメータに関する差分方程式を使って $C$ を求める方
法を説明する. そのために, まず例としてベータ関数のガンマ関数の積による表示

$B( \alpha, \beta)=\frac{\Gamma(\alpha)\Gamma(\beta)}{\Gamma(\alpha+\beta)}$ (5)

を考えよう. ただし $\Phi(z)=z^{\alpha-1}(1-z)^{\beta-1}$ とし, $B( \alpha,\beta)=\int_{0}^{1}\Phi(z)dz$ と書くこと

にする. (5) の証明には 2重積分を $2\not\in^{\backslash }\text{り}$ #\check \check \ni -ト g $\text{し^{}-}C*\text{める方^{}\backslash }\text{法}\mathrm{B}^{\mathrm{S}}$ A $\langle \text{知ら}*\mathrm{L}\text{て}1\mathrm{l}\text{る}$

が, それ以外にもパラメータに関する漸化式

$B( \alpha+1, \beta)=\frac{\alpha}{\alpha+\beta}B(\alpha,\beta)$ , $B( \alpha, \beta+1)=\frac{\beta}{\alpha+\beta}B(\alpha, \beta)$ (6)

を求めて, それを繰り返し用いること ( $+$境界条件) で (5) を導く方法もよく知られ
た方法である. 式 (6) には通常以下の積分の関係式を用いる:

$\int_{0}^{1}z\Phi(z)dz=\frac{\alpha}{\alpha+\beta}\int_{0}^{1}\Phi(z)dz$.
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よって, 漸化式 (6) を使う証明法のカギは部分積分を使ってこの式を導くところに
ある.
さて, ベータ関数においてパラメータのずらしが被積分関数に単項式を掛けるこ

とに対応していることに着目し, この考え方でジャクソン積分の定数 $C$ を導くこと
を試みる. まずはその考え方の原型となる青本の方法を紹介する.

4.1 青本の方法

上のような考え方で, 青本和彦はセルバーグ積分のガンマ関数による積表示

$\int_{0\leq z_{1}\leq\ldots\leq z_{n}\leq 1}\prod_{i=1}^{n}z_{i}^{\alpha-1},(1-z_{i})^{\beta-1}\Delta_{S_{n}}(z)^{2\tau}dz_{1}\ldots dz_{n}$

$= \prod_{:=1}^{n}\frac{\Gamma(i\tau)\Gamma(\alpha+(n-i)\tau)\Gamma(\beta+(n-i)\tau)}{\Gamma(\tau)\Gamma(\alpha+\beta+(2n-i-1)\tau)}$.

$(f’., 7^{\sim^{\mathrm{Y}}}. \text{し}\Delta_{s_{n}}(z):=\prod 1<.<k<n(z_{k}-z_{j}))^{1^{\vee}\text{対}\backslash \llcorner}*\text{の証^{}\beta}\mathrm{B}\text{法}\#\mathrm{h}*\text{の}\not\leq\not\in\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{も}\epsilon \text{めて}\Rightarrow.\text{本の方}\backslash \text{法}k\text{呼}\#\mathrm{h}^{*}*\mathrm{L}\text{て}1)\text{る}[1,25\varpi\Leftrightarrow \text{的}r;\mathrm{T}^{\mathrm{B}}\mathrm{B}\text{を}\epsilon\dot{\mathrm{x}}f’-\cdot(\mathrm{l}987\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{c}]$

.
$[2])\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{に}F\grave{\lambda}$

の q-セルバーグ積分

$S_{q}(\alpha,\beta, \tau;\xi)$ $:=$ $\int_{0}^{\xi\infty}\Phi_{S},.(z)\Delta_{S_{n}}(z)\varpi_{q}\backslash$

’

$\Phi_{S_{n}}(z)$ $:=$ $\prod_{i=1}^{n}z_{i}^{\alpha}\frac{(qz_{1})_{\infty}}{(bz_{i})_{\infty}}.\prod z_{k}^{2\tau}\frac{(qt^{-1}z_{j}/z_{k})_{\infty}}{(tz_{j}/z_{k})_{\infty}}1\leq j<k\leq n$

(ただし $q^{\alpha}=a,$ $q^{\beta}=b,$ $q^{\tau}=t$) のときに, その方法を説明しよう. 証明したいのは,
式 (6) にあたる次の二項間漸化式である:

$S_{q}( \alpha+1,\beta, \tau;\xi)=\prod_{i=1}^{n}\frac{t^{i-1}(1-at^{ni})}{(1-abt^{2n-i1})}=s_{q}(\alpha, \beta, \tau;\xi)$.

ここで $S_{q}( \alpha+1, \beta, \tau;\xi)=\int_{0}^{\xi\infty}z_{1}z_{2}\ldots z_{n}\Phi_{S_{n}}(z)\Delta_{S_{n}}(z)\varpi_{q}$ に注意すると, 上式は

$\int_{0}^{\xi}\infty z_{1}z_{2}\ldots z_{n}\Phi_{S_{n}}(z)\Delta_{S_{n}}(z)\varpi_{q}=\prod_{i=1}^{n}.\frac{t^{1-1}(1-at^{ni})}{(1-abt^{2n-i1})}=\int_{0}^{\xi\infty}\Phi_{S_{n}}(z)\Delta_{S_{n}}(z)\varpi_{q}$ (7)

と書けるが, 直接この関係式を得るのが難しい. そこで $n$次基本対称式 $z_{1}z_{2}\ldots z_{n}$ と $0$

次基本対称式 1との間を補間するような次の命題を繰り返し使うことで, 関係式 (7)
得るのである.

命題 4.1 (Aomoto, $1994\rangle$ $e_{i}(z)$ を $i$ 次基本対称式とする. つまり

$e_{i}(z)=. \sum_{\lrcorner 1<1<\cdots<j_{1}\leq n}z_{j\iota}z_{j_{2}}\ldots z_{j}$ : $(0\leq i\leq n)$ .
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このとき次が成立:

$\int_{0}^{\xi\infty}e_{i}(z)\Phi_{S_{n}}(z)\triangle_{S_{n}}(z)\varpi_{q}$

$=t^{i-1} \frac{(1-t^{n-i+1})(1-at^{n-i})}{(1-t^{i})(1-abt^{2n-i-1})}\int_{0}^{\xi\infty}e_{i-1}(z)\Phi_{S_{n}}(z)\Delta_{S_{n}}(z)\varpi_{q}$.

この考え方を $BC_{n}$型ジャクソン積分の場合にも導入する.

4.2 BCn型の場合
パラメータ $a_{1}$ に関する $q$ ずらし $a_{1}arrow qa_{1}$ を $T_{a_{1}}$ で表すことにする. さて $BC_{n}$型の
場合に証明したいのは漸化式 (6) にあたる次の定理である.

定理 42 $(s, P)=(1,1)$ のとき, 正則 $BC_{n}$ ジャクソン積分《1, z》はパラメータに関
して次の二項間漸化式を満たす:

$T_{a_{1}} \langle\langle 1, z\rangle\rangle=\prod_{i=1}^{n}\frac{\prod_{k=2}^{4}(1t^{n-i}a_{1}a_{k})}{1-t^{n+:2}a_{1}a_{2}a_{3}a_{4}}=\langle\langle 1, z\rangle\rangle$ . (8)

$z=\xi$ として, (8) をジャクソン積分で表示すると

$\int_{0}^{\xi\infty}e_{n}’(z)\Phi_{B_{n}}(z)\Delta_{C_{n}}(z)\varpi_{q}=(-a_{1})^{-n}\prod_{i=1}^{n}\frac{\prod_{k=2}^{4}(1t^{n-i}a_{1}a_{k})}{1-t^{n+i2}a_{1}a_{2}a_{3}a_{4}}=\int_{0}^{\epsilon\infty}\Phi_{B_{n}}(z)\Delta_{C_{n}}(z)\varpi_{q}$

(9)
となる. ただし $e’(z)$ は次の (ローラン) 多項式とする:

$e_{n}’(z):= \prod_{i=1}^{n}\frac{(a_{1}-z_{1})(1-a_{1}z_{i})}{a_{1}z_{i}}$ .

式 (9) を証明するために, 命題 41にあたる次の定理を証明した.

定理 43次数 $i,$ $0\leq i\leq n$ , の対称多項式 $e_{i}’(z)$ が存在し, $e_{\dot{\iota}}’(z)$ と $e_{i-1}’(z)$ の間に次
の関係が成立する:

$\int_{0}^{\xi}\infty e_{i}’(z)\Phi_{B_{n}}(z)\Delta_{C_{n}}(z)\varpi_{q}$

$=- \frac{t^{i-1}(1-t^{n-i+1})\prod_{k=2}^{4}(1-a_{k}a_{1}t^{n-i})}{t^{n-i}(1-t^{i})a_{1}(1-a_{1}a_{2}a_{3}a_{4}t^{2n-\dot{\iota}-1})}\int_{0}^{\xi}\infty e_{i-1}’(z)\Phi_{B_{n}}(z)\Delta_{C_{n}}(z)\varpi_{q}$.
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命題 4.1の類似から対称多項式 $e_{i}’(z)$ を ‘基本’対称式と呼ぶことにした. その具
体形は以下のように与えられる:

$e_{0}’(z)$ $=$ 1,
$e_{1}’(z)$ $=\chi_{(1)}(z_{1}, z_{2}, \ldots, z_{n})-\chi_{(1)}(a_{1}, a_{1}t, \ldots, a_{1}t^{n-1})$ ,
$e_{2}’(z)$ $=\chi_{(1^{2})}(z_{1}, z_{2}, \ldots, z_{n})$

$-\chi_{(1\rangle}(_{Z_{1}}, z_{2}, \ldots, z_{n})\chi_{(1)}(a_{1}, a_{1}t, \ldots, a_{1}t^{n-2})$

$+\chi_{(2)}(a_{1}, a_{1}t, \ldots, a_{1}t^{n-2})$ ,

:.
$e_{i}’(z)$

:.
$e_{n}’(z)$ $=$ $\sum_{j=0}^{n}(-1)^{j}\chi(1^{n-j})(z_{1}, z_{2}, \ldots, z_{n})\chi_{(j)}(a_{1})$ $(= \prod_{i=1}^{n}\frac{(a_{1}-Z;)(1-a_{1}z_{i})}{a_{1}z_{i}})$ .

ただし $\chi_{\lambda}(z_{1}, z_{2}, \ldots, z_{n})$ は $C_{n}$ 型既約指標で, $\chi_{\lambda}(a_{1}, a_{1}t, \ldots, a_{1}t^{n-i})$ はそれにパラメー
タの値を代入したもの. 各次数 $i$ によって $\chi_{\lambda}(a_{1}, a_{1}t, \ldots, a_{1}t^{n-i})$ の変数の個数が異な
ることに注意. 定理 43の証明は [21] 参照のこと.

注 1. ‘基本’多項式 $e_{1}’.(z)$ は $(s,P)=(n, 0)$ の $BC_{n}$型ジャクソン積分に対する G$tafson
の公式 (2) を証明する際にも有効である. 詳しくは [19] を参照のこと.

注 2. 最近, この ‘基本’ 対称式は Macdonald-Koomwinder 直交多項式に対するピエ
リ公式に現れる基本対称式と (見かけは全く異なるが)一致することがわかった. ピ
エリ公式については $[9, 11]$ を参照のこと.

注 3. ‘基本’ 多項式 e:(zz)&*s一般での $BC_{n}$型ジャクソン積分のパラメータに関する
$t_{4,6}^{-\not\equiv \text{分方程式に対して}}$

’その基本解を構成するのに有用であることがわかっている
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