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I. 序
Lax pair を持つような非線形方程式のストークス幾何を考える上で、 最も

重要な指導指針の 1つは、「非線形方程式系のストークス曲線は、対応する線

形方程式系のストークス曲線が大域的に不連続変化する点である」が挙げら
れる。 本稿は、 この観点からパンルベ系の拡張である野海山田方程式系のス
トークス幾何を決定しようという試みの中で、 具体的に計算した多くの例を
まとめたものである。

野海山田系という具体的な方程式系を対象としているにもかかわらず、 指
導指針からストークス幾何を決定するのはそれほど容易い事ではない。 その

1つの理由として、 方程式系が高階である事が挙げられる。 2階の方程式と

異なり、 ストークス幾何は古典的な変わり点やストークス曲線の他に、仮想
変わり点や new Stokes curves が必要となる ( $[\mathrm{A}\mathrm{K}\mathrm{T}],$ [AKKSST])。必然的に
ストークス幾何は大変複雑なものとなる。 特に、 指導指針の言う、不連続変

化が起きる点での線形方程式のストークス幾何の特徴 (縮退) を把握するのは
なかなか困難な仕事である。

具体例を集める事の意義を理解する為に、 この状況をもう少し詳しく述べ
る事とする。非線形方程式を線形近似する事で線形方程式と同様に非線系方
程式系の形式的なストークス曲線を描く事が出来る。 この形式的なストーク

ス曲線上の変わり点に十分近い点 t では、 対応する線形方程式系のストーク
ス幾何で、 2つの変わり点がストークス曲線で直接結ばれるという縮退が起
きる事が証明されている (竹井 [T]) 。 2つの変わり点が直接結ばれている時、
t をストークス曲線からはずすと、 ストークス曲線が大域的に不連続変化す
る事を generic な場合に示す事が出来る。従って、 t が変わり点に十分近い限
り形式的なストークス曲線は指導指針の意味でストークス曲線となり、指導

指針は 2つの変わり点が直接ストークス曲線で結ばれる点と言い換える事が
出来る。

t が形式的なストークス曲線上だが変わり点からは離れている時、 (高階方

程式系では) 事態はそう単純でないことを佐々木 ([S1], [S2]) は見いだした。
実際、 もはや直接ストークス曲線で結ばれるような 2つの変わり点は存在し
なくなるのである。佐々木は、 この困難を仮想変わり点と new Stokes curves
を用いることで、 2つの変わり点が結ばれなくなる代わりに仮想変わり点と
変わり点が直接ストークス曲線で結ばれることを見いだし解決した。更に、
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この場合、 t を形式的なストークス曲線からはずすと不連続変化が起きる事
も具体例で検証した。
しかし、 残念な事に仮想変わり点と変わり点が直接ストークス曲線で結ば

れていても、 $t$ を形式的なストークス曲線からはずした時、不連続変化が起
きない例が沢山ある事が判った。つまり、 直接変わり点同士が結ばれる時と
は異なり、 仮想変わり点と変わり点が直接ストークス曲線で結ばれる事は、

指導指針の言い換えにはならいないわけである。結ばれる仮想変わり点、 も

しくは結ばれ方に何らかの特別な性質が必要であり、 その性質の究明が望ま
れた。

他方、 西川 ([KKNT]) による他のパンルベ系の砺究から、 形式的なストー
クス曲線以外に指導指針を満たすストークス曲線が存在する事が知られてい
た (西川現象)。 このストークス曲線は、 非線形方程式形の 2つのストークス
曲線の交点から派生する。野海山田系はより複雑な状況となるのだが、 佐々
木は西川現象に準ずる現象として、 2つの仮想変わり点が直接ストークス曲
線で結ばれ、 さらに、 仮想変わり点が napping と呼ばれる現象を持つような
ものを見つけ出した。実際に計算してみると判るが、野海山田系の線形方程
式のストークス幾何は非常た複雑でこのような現象を見いだした佐々木の仕
事は十分に評価されるべきものである。
確かに、 napping は何らかの不連続現象が起きている間接的証拠と考えら

れる。 だが、 非線形方程式のどのストークス曲線に起因する不連続性から引
き起こされたものか明確ではなく、 また、 $t$ が 2つのストークス曲線の交点か
ら離れた所にある場合は、局所的に t を動かしても napping は観測できない
という困難さがある。 この問題に対しても直接的な特徴付けが望まれた。

これらの問題点に対し、筆者らの研究により、適切なモデルを設定する事で、

1. 指導指針の縮退はグラフ論的な有効双方向 2分木として捉えられる事、

2. また、 有効双方向 2分木が存在する時、 $t$ を形式的なストークス曲線か
らはずすと、有効双方 2分木は幾つかの有効単方向木に分解し、その単
方向木の開放端点上のストークス曲線が不連続変化をする事、

が明らかになった。一般的な場合に、指導指針は有効双方向 2分木の存在に
言い換える事が出来るわけである。 また、 野海山田系の西川現象は、 非線形
方程式の 2つのストークス曲線の交点で、対応する 2つの有効双方向 2分木
が結合することにより新しい有効双方向 2分木が出来る事で説明出来る事が
判った。線形方程式のストークス幾何に結合による新しい有効双方向 2分木
が見つかれば、指導指針により、 非線形方程式に対応する新しいストークス
曲線が定義される仕組みである。

本稿の具体例は、有効双方向 2分木の様々な変化の様子を実際に理解する
のに役立つように構成した。ほぼ 1年の間、何度も河合、竹井セミナーに呼
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んで頂き、 そこで検討された例から主に抜粋したが、セミナーに提出した例

は掲載する例の数倍はある。 もちろん、 筆者個人は、更に数倍は具体例を計
算している。主要なパターンは網羅しているのではないかと思われる (が、

これは正しくないかもしれない) 。

最後に、全くの素人であった筆者を、 この非常に興味深い世界を紹介し (忍

耐強く) 導いて下さった河合先生には感謝してもし尽くせない。 また、 河合、

竹井セミナーでの討論が理論全般の発展に繋がった。むしろ、 セミナーでの
討論の成果であるともいえる。セミナーの参加者に感謝の意をささげたい。

II. 非線形方程式 $NY$ のストークス幾何

最初に非線形方程式 $N\mathrm{Y}_{2},$ $N\mathrm{Y}_{3},$ $N\mathrm{Y}_{4)}N\mathrm{Y}_{6}$ の (形式的な) ストークス曲線
の状況を見てみる。 なお、 $N\mathrm{Y}$ のストークス幾何は本来 $t$ 空間上ではなく $t$

空間上のリーマン面上で定義されている。そのシートの個数、 第 1種、 第 2

種変わり点の個数等の代数幾何的性質は青木と筆者 $([\mathrm{A}\mathrm{H}])$ の研究で詳しく

判っている。今回掲載した例に関する具体的な数値は以下の通りである。

シートの枚数 第–種変わり点 第二種変わり点 Genus
$N\mathrm{Y}_{2}$ 4 8 $0$ 1
$N\mathrm{Y}_{3}$ 5 16 $0$

$N\mathrm{Y}_{4}$ 16 64 24 17
$N\mathrm{Y}_{6}$ 64 384 264 129
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$r\mathrm{g}\urcorner\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{s}\yen\delta$ .
$\mathrm{I}-|$

$\Phi$ $\mathrm{N}\mathrm{Y}2$

$\backslash \backslash +\triangleright \mathrm{v}\cdot\backslash \backslash |\mathrm{b}\mathrm{J}?^{b\grave{\iota}}\nu \mathfrak{i}\mathrm{t}_{S}$

$\mathfrak{l}\mathfrak{F}8_{\backslash -arrow}^{b}$

.
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III. 有効双方向 2分木の例
有効双方向 2分木の例を以下に 2つのせる。

最初の例は、 $N\mathrm{Y}_{4}$ のあるストークス曲線上を変わり点に近い点
から遠くなる点を何点かとって、最初位数 2の有効双方向 2分木で
あったものが位数 5の有効双方向 2分木にまで成長する変化を追跡
している。途中、ストークス曲線から点をはずし少し上の点と少し
下の点での 2分木の変化の様ものせてある。 この時、有効双方向 2
分木がいくつかの有効単方向 2分木に分解し、その開放端点上のス
トークス曲線が上下で不連続変化する様子が判る。 この事は指導指
針の意味でストークス曲線上の点である事を示唆するのは言うまで
もない。

2番目の例は、西川現象によって有効双方向 2分木の結合が発生
し、 新しい有効双方向 2分木が出来る例である。 2つの非線形方程
式のストークス曲線に対応する位数 3の 2つの有効双方向 2分木が
ストークス曲線の交点上で謡講を共有した状態から、 西川現象のお
きる新しいストークス曲線上 $S$ に結合による位数 4の有効双方向 2
分木が出来る様子が判る。
また、 Sの左右の点での有効双方向 2分木の変化も追跡してある。
この場合、 最初の例と同じで、有効双方向 2分木がいくつかの有効
単方向 2分木に分解し、その開放端点上のストークス曲線が左右で
不連続変化する様子が判る。

なお、 線形方程式系 $N\mathrm{Y}L$ のストークス幾何のデータは以下の
通り。

行列のサイズ 単面変わり点 二重変わり点
$N\mathrm{Y}L_{2}$ $3\mathrm{x}3$ 2 1
$N\mathrm{Y}L_{3}$ $4\mathrm{x}4$ 3 1
$N\mathrm{Y}L_{4}$ $6\mathrm{x}5$ 4 2
$N\mathrm{Y}L_{6}$ $7\mathrm{x}7$ 6 3
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$\overline{\mathfrak{P}}^{\nearrow 1\mathrm{c}\mathrm{Y}}*\mathrm{a}_{-}\mathit{9}$ .
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$\mathrm{e}_{\iota}-b\mathrm{R}^{\mathrm{j}\sim}.$.
$\mathrm{b}_{\mathrm{l}\mathrm{b}_{1}\mathrm{b};}\sim\#\mathfrak{t}_{\backslash }$
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$\nearrow*\mathrm{b}$

.

$\mathrm{b}_{\mathit{3}^{\bigwedge_{\mathrm{b}_{2}}^{\mathrm{C}\iota}}}^{r}\mathrm{e}_{\lambda}f\neg$

.
$\mathrm{i}_{\mathrm{b}_{1}}$
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$|\mathrm{b}_{\mathrm{I}}.\geq$ $\mathrm{b}$, $\acute{\mathrm{i}}^{\backslash ;}>\mathrm{u}0$

$\infty \mathrm{X}\dot{\mathrm{b}}_{\}\dotplus^{\text{゛}}\epsilon_{\backslash }:..([egg2]$

1

よ瞼 b3\supset b\leftarrow 少箇\\sim 3
$\vee^{\backslash }\backslash k_{\Phi}\copyright$知 1
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$3=4$

$0=3^{2=4}$ $\copyright$ 松遠
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$3=4$

&32=4
$\copyright$ 転燧
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$\copyright$
$\mathrm{b}_{1}\searrow \mathrm{k}$ $\bigwedge_{\backslash \mathrm{E}}\mathrm{a}*$

$(\copyright‘ \mathrm{b}^{\backslash }\backslash ^{\backslash }$
$\mathrm{f}\tau.\backslash ^{\backslash }\cdot$ $\mathrm{C}]$
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$\otimes$

$*_{\mathrm{t}_{-}}^{\backslash }[(\underline{\S}$

47



48



49



Y‘》イドは』「き蘭謙購とず 3 $-\tau^{\nearrow\backslash }1^{\backslash \mathrm{t}}’\backslash r_{\tau}$ 鳳,架
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$0=2^{\cdot}$

$0$ 」瞼た塾
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$\mathrm{A}_{1}\mathrm{S}_{1}9_{2}\iota’\mathrm{S}_{\mathrm{t}\mathrm{a}^{\gamma}}’$
.

$\{$ の $2_{-}\supset\Phi*$
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$(|\mathrm{E}^{|\iota}|\yen \mathrm{a}\S)$ $\mathrm{d}_{1}\mathrm{s}_{z}\mathrm{A}_{\iota 9_{2}}^{/\nearrow}$

あ
$C\not\subset\ovalbox{\tt\small REJECT} 4\text{�}*\mathrm{t}_{)}^{\iota}..\ \neq 2$ .
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$0-\lrcorner$

$2=4$
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$2=4$
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$2=4$
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$2=4$
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IV. 有効双方向 2分木の変形
有効双方向 2分木 $T$ は、 一般に $t$ が非線形方程式系のストークス
曲線上を連続的に動くとき、連続的に変形する。但し、幾つかの例
外点で T の位数が変化したり、消滅してしまう事がある。その主要
な場合は、

1. (CASE A) $T$ のあるセグメントを変わり点が横切る

2. (CASE B) $T$ のあるセグメントの長さが零になる

である。 このセクションでは (CASE $\mathrm{A}_{)_{\text{、}^{}\backslash }}$ (CASE $\overline{\dot{\mathrm{D}}}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}^{\lambda\backslash }1$ の具体例をみ
てみよう。

- CASE $\mathrm{A}-$

Generic な仮定のもとで、 ある有効双方向セグメント I を $T$ の枝
点でない新たな turning POint $v$ が横切る場合を考える。

A をさらに (A-1), (A-2), (A-3), (A-4) の場合にわける。

$\bullet$ (A-1) $v$ のタイプと横切る点でのセグメントのタイプが dis-
joint の場合: $T$ は変わらない。

$\bullet$ (A-2) $v$ がOrdinary turning POint で $l$ のタイプと $v$ のタイ
プが同–の場合: $T$ は消滅する。

$\bullet$ (A-3) $v$が simple turning POintで $v$ と $l$ のタイプがdisjoint
ではなく、 かつ、 同じではない場合: $T$ の位数が変化する。

$\bullet$ (A-4) $\mathrm{A}- 1,\mathrm{A}-2,\mathrm{A}- 3$ 以外の場合: $T$ は変わらない。

(A-l) は具体例をみるまでもない。 (A-2) の具体例は、セクション
IIの具体例の 2番目の 2つの木の結合の逆過程である。また、 (A-4)
は次の (CASE-B) の逆過程として実現される。 (A-3) を検討しよう。

(A-3) で、 有効双方向 2分木が連続的に存在するのは、v 力 q を通
過する前の状態が、次ページの図 (A-3-1) もしくは (A-3-2) とグラフ
的に同値な場合に限られる。通過後、 v が新たな枝点として加わっ
た位数力 h大きい有効双方向 2分木となる。 (A-3-1) と (A-3-2) の具
体例を見てみよう。
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$2\overline{-}3$
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$\mathrm{b}_{\gamma^{\backslash }}^{\ell\backslash }s^{\backslash }\perp \mathrm{b}_{\mathrm{t}}\mathrm{e}_{\mathrm{i}}$

$-\epsilon \mathrm{O}\alpha$ ト)t‘. $(\mathrm{A}arrow 3-[)\sigma)\Re?.\cdot$ .
$\mathrm{E}\grave{L}^{\mathrm{t}}\Im$, (お X $(\tau\backslash \backslash 3$ .
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$\mathrm{O}a\mathrm{b}^{\backslash ^{\iota\backslash }}\grave{\mathrm{Y}}d\mathrm{t}\mathrm{b}[\backslash *^{\downarrow}\vee \mathrm{k}\vee\wedge \mathrm{C}()\beta_{\theta}$ A $\lfloor).\backslash \nearrow\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{q}$

融 $\mathrm{f}_{-}^{3}$ら $)$ 長
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$\mathrm{b}+^{\mathrm{f}_{b}^{\iota^{\backslash }}}\cdot\subsetneqq^{\backslash }r_{\overline{1}}$「$\backslash arrow\{\backslash \backslash \mathrm{E}_{\sim^{9}-}^{1\sim}\mathrm{c}_{\mathrm{C}}$

(乏 $\not\subset(_{\mathrm{c}},h\mathrm{A}^{\mathrm{t}}\mathrm{F}\backslash \sim$

$\S_{\mathrm{t}^{\mathrm{c}^{\vee}}}*\{(\mathrm{x}$ .
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$.*/s_{1}\mathrm{d}_{1}[\text{こ}\grave{\lambda}$}L. $\mathrm{O}a\{_{)}^{\mathrm{c}^{\text{、}}}$

.
$\mathrm{A}-;_{-2}\mathrm{d}\mathrm{f}\mathrm{f}tz\mathrm{t}\backslash$

$\Phi\grave{\mathrm{u}}\searrow\backslash \mathrm{t}\mathrm{k}\grave{)}8[l\mathrm{t}\mathrm{t}3$

.
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$\mathrm{O}a\mathrm{t}^{\backslash ^{\backslash \backslash }}\#\backslash <\backslash \cdot|-)\circ(\mathrm{b}^{1)}$

.
$\gamma_{1\grave{\Sigma}}\S;_{\mathrm{d}}\neq 5_{1}^{\backslash }$

$\mathrm{S}_{2}A_{\mathrm{t}}$

$\backslash .\mathrm{c}\not\in)\mathrm{t}_{\vee}^{-}$

.
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$9_{\mathfrak{l}}\mathrm{t}^{\mathrm{t}^{\backslash \mathrm{c}}}8\vdash_{\underline{\backslash }}|_{\iota}\backslash \mathrm{A}\mathrm{o}\mathrm{k}\square j\nearrow\S|\mathrm{z}3\mathrm{d}^{*}$

$d^{\mathrm{g}\Gamma^{>}}\mathrm{y}_{\mathfrak{l}}\mathrm{x}_{\partial}t_{\iota}\backslash$

.
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-CASE $\mathrm{B}$ -

$t=t_{1}$ である有効双方向セグメン嫁の長さが $0$ になる場合。 $l$ の端点

が分岐点のみからなるか、枝点を含むかで状況が異なる。

CASE B-l : $l$ の端点が枝点を含む場合:
枝点 v は ordinary turning Point である事に注意する。次の 2つの場合
に分かれる。

$\bullet$ $(\mathrm{B}- 1- 1)v$が simple turning POint の場合: (A-3) の場合の逆操作
となる。位数が 1少ない有効双方向 2分木となる。

$\bullet$ $(\mathrm{B}- 1- 2)v$ が dOuble turning Point の場合: $T$ は変化しない。

CASE B-2 : $l$ の端点は分岐点のみからなる場合:
次ページの図とグラフ同値な場合を検討する。図の $v_{1}$ と $v_{2},$ $w_{1}$ と $w_{2}$

のタイプは disjoint と仮定する。 (なぜなら、 disjoint でないと、 turning
point がセグメントを横切るという現象も同伴するからである)。

この時、 ある種のセグメントの交換が発生するが、前後で T の位数は
変わらず存続する。

CASE $(\mathrm{B}- 1- 1)_{\text{、}}(\mathrm{B}- 1- 2)_{\text{、}}$ 及び (B-2) の具体例を見よう。
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$9\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{轡}$

$\underline{\S}$
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$\mathrm{d}\downarrow \mathrm{s}_{l}^{/}\Delta^{/}\iota\cross\iota\backslash \grave{\supset}\iota’\not\subset \mathfrak{H};_{\mathrm{A}}\backslash \oplus$( $\iota_{\iota}$ A $[\|||\backslash \mathrm{a}\mathrm{e}$ )
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$\otimes$

$\sim \mathrm{s}_{2}\mathrm{e}_{\mathrm{t}}.\text{の}\mathrm{R}\mathrm{x}\mathrm{h}^{\vee}-\geq \mathrm{O}$
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$\mathrm{d}_{\mathrm{i}}\mathrm{d}_{1}’$の傭 1小 $*$
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$\bigwedge_{1}\mathrm{n}\S$ b十
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$5\overline{-}6$

$\mathrm{b}_{1}\mathrm{d}_{1}$ い掻い $\mathrm{C}$ となき
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$0=5$

$0$ 漆う捻嶽、$d\downarrow|\lambda$

$+.|\mathrm{a}^{1})k\mathfrak{l}_{\backslash S\S\geq}^{\backslash }$

.
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$4^{\mathit{1}_{)}\backslash \backslash }\mathrm{x}^{\tau}.(\mathrm{e}_{1}\Leftrightarrow$ さ $-\not\in\backslash \gg \mathrm{b}^{\mathrm{c}^{\iota}}$
.

$\mathrm{O}|\text{こ}\xi ff$
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$\{^{\iota})^{\backslash }\backslash \mathrm{X}\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT}_{0\}\sim\alpha\Phi\backslash$ $(\mathrm{e}_{\mathrm{t}}\mathrm{e}_{2}$

$\Rightarrow \mathrm{c}_{1}^{\gamma_{arrow(}}.\mathrm{c}_{2})\mathrm{t}^{\backslash ^{\backslash \sim}}k_{(_{\vee}}^{\neq\leq h^{1^{\sim\}}}$

$\nearrow_{\iota \mathrm{z}\ )}^{\backslash }\not\subset\wedge$
$\not\subset|\mathrm{y}k,\iota \mathrm{f}\mathrm{i}_{\iota}^{*}1\dot{\mathrm{L}}_{-}\partial^{\backslash }3$
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$4^{\wedge}\mathrm{x}\Phi 40)*$
$\mathrm{b}_{1}\mathrm{b}_{2}\mathrm{b}_{3}\mathrm{b}_{\gamma}$

$\not\subset^{l})^{\backslash \backslash }\mathrm{X}2(_{\wedge}\mathrm{e}_{1}\mathrm{e}_{2\mathit{0}\backslash }.\not\leq_{-}^{\sim}\not\geq\{\iota^{\mathrm{s}}$

‘

$\mathrm{o}\mathrm{t}_{\sim}^{\backslash }\mathrm{e}\mathit{2}$

.
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セ 5\‘ $\cross$ \Sigma {\sim \sim 鎌 $(\mathrm{e}_{\mathrm{t}}\approxarrow \mathrm{e}^{//}\downarrow\rho_{2})\mathrm{e}\mathrm{b}^{\backslash ^{\backslash \backslash }}$ま建 2
$*|*]\text{配}$
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$0\cdot 4$
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VI. $N\mathrm{Y}$奇数系の原点
$NY$ 奇数系の $t=0$ におけるリーマン面は特別な形をしている。

$t=0$ 上の点は、幾つかは無限遠点であり、残りは分岐度 3の分岐
点となる (通常の分岐点は分岐度 2である) 。
この分岐点は、 本来の定義では変わり点とは言えないが (特性多

項式の根が発散するので) 、 リーマン面の分岐点であることから第
1種変わり点と考える事が出来る。
更に、特性多項式の根は t豫のオーダーで発散する事が–般論か
ら判る。従って、 ストークス曲線を定義する積分式は広義積分の意
味で確定する。

この立場で計算すると原点からは 4本のストークス曲線が派生す
る事が判る。 また、 各ストークス曲線上の点での線形方程式のス
トークス幾何は、 ある simple turning Point と double turning Point
が 2つのストークス曲線で結ばれているという現象が見られる。つ
まり、 枝点が同じ 2つの位数 2の有効双方向 2分木が同時に存在し
ている。

111



112



113



114



115



VII. 非連結成分
(最近は定義が少々変わったが) 非線形方程式のストークス曲線は

${\rm Im} \int_{t_{0}}^{t}\lambda_{i}-\lambda_{j}dt=0$

という積分式て与えられる ( $\lambda_{i},$ $\lambda_{j}$ は線形化方程式の特性方程式の
根)。 この式は、 変わり点 t。を含む連結成分の他に、全く変わり点
を含まない多数の連結成分を持つ。 このような非連結成分上で有効
双方向 2分木が存在するか調べてみる。 結論は

1. double turning point とある仮想変わり点が直接結ばれている。

2. 枝点が全て通常の変わり点である 2分木が存在する。

3. しかし、 この 2分木は双方向木でない (もちろん、有効でも
ない) 。

4. $t$ を非連結成分上からはずしてみても、有効単方向木は 1つも
みられない。

という事がわかる。 よって、 この非連結成分は指導指針の意味でス
トークス曲線とは言えない事が判る。
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VIII. その他
比較的大きな位数を持つ 2つの木に関する西川現象の例を挙げる。

$\iota[$
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