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1 はじめに

$C$ をバナッハ空間 $E$の閉で凸集合であるとする. 写像 $T$が $||Tx-Ty||\leq$

$||x-y||$ $\forall x,$ $y\in C$ を満たすとき $C$上の非拡大写像 (nonexpansive) であ
ると定義する. また, $F(T)$ を $T$ の不動点集合とする. $\{T(t):t\geq 0\}$ が, $C$

上の実数パラメ $-i$非拡大半群 (one-parameter nonexpansive semigroup)
であるということを以下のように定義する:

(i) $||T(t)x-T(t)y||\leq||x-y||,$ $\forall x,y\in C$ ;

.(ii) $T(t+s)x=T(t)T(s)x\forall t,$ $s\geq 0,$ $\forall x\in C$ ,

(iii) $T(0)x=x,$ $\forall x\in C$ ;

(iv) $\forall x\in C,$ $trightarrow T(t)x$ が連続写像.

1996年, 清水-高橋 [11] は Ces\‘arro mean

$S_{n}(x)= \frac{1}{n}\sum_{k=0}^{n-1}T^{k}x$

と非拡大写像に関する点列的不動点近似法を組み合わせることにより新
たな iterative scheme を導入し, 次のような定理を証明した:
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$C$ をヒルベルト空間 $H$ の閉で凸な部分集合とする. $T$ をリプシッツ

定数 $\{k_{n}\}$ を持つ $c$ 上の漸近的非拡大写像 ( $\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{y}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{t}\circ \mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{y}$ nonexpanslve
mapping) とし $F(T)\neq\emptyset$ とする. $u\in C$ とし, $\{x_{n}\}$ を次の点列で定義する:

妬 $=a_{n}u+ \frac{1-a_{n}}{n}\sum_{i=1}^{n}T^{i}x_{n}$

ただし, $0<a<1,$ $b_{n}= \frac{1}{n}\Sigma_{i=1}^{n}(1+|1-k_{i}|+e^{-i})$ そして $a_{n}=_{b_{n}-}\infty_{1+a}b-1$

$\forall n\in \mathrm{N}$ とする. そのとき点列 $\{x_{n}\}$ は $F(T)$ の点に強収束する.
ただし, 写像 $T$ が $||T^{n}x-T^{n}y||\leq k_{n}||x-y||$ $\forall x,$ $y\in C,$ $n\in \mathrm{N}$ かつ

$\lim\sup_{narrow\infty}k_{n}\leq 1$ を満たすとき, $T$ をリプシッツ定数 {k訂を持つ $C$上の

漸近的非拡大写像 (asymptotically nonexpansive mapping) という.
この iterative scheme の導入により, これまで点列的な不動点近似法を

考えることができなかった非拡大半群についても研究が可能となり, これ
まで多くの研究が行われてきた. 次の定理は鈴木-高橋 [20] によって 2004

年に証明された定理だが, これらの研究において非常に有用な結果の 1つ
である:

$C$ をバナッハ空間 $E$ のコンパクトで凸な部分集合とし, $\{T(t):t\geq 0\}$

を $c$上の実数パラメータ非拡大半群とする. $x_{1}\in C$ とし, 数列 $\{x_{n}\}\subset C$

を以下のように定義する:

妬+1 $= \frac{\alpha_{n}}{t_{n}}\int_{0}^{t_{l}}’ T(s)x_{n}ds+(1-\alpha_{n})x_{n},$ $\forall n\in \mathrm{N}$ .

ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{t_{n}\}\subset(0, \infty)$ は

$t_{n}$

$0< \lim_{narrow}\inf_{\infty}\alpha_{n}\leq\lim_{narrow}\sup_{\infty}\alpha_{n}<1,\lim_{narrow\infty}t_{n}=\infty,\lim_{narrow\infty\overline{t_{n+1}}}=1$

を満たすとする. このとき, $\{x_{n}\}$ は $\{T(t):t\geq 0\}$ の共通不動点 $z_{0}$ に強収
束する.
また, $\mathrm{D}\mathrm{a}\mathrm{s}-\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{a}[5]$は次の定理を証明した:
$C$ を狭義凸バナッハ空間 $E$ の閉で凸な部分集合とする. $S,$ $T$ を $C$ 上の

quasi-nonexpansive写像とし, $T$ は $C$ 上で連続であり, $F(S)\cap F(T)\neq\emptyset$

かつ, ある $E$ のコンパクト集合 $K$ が存在して $T(C)\subset K\subset C$であるとす
る. $x_{1}\in C$ とし, 数列 $\{x_{n}\}\in C$ を以下のように定義する:

$x_{n+1}=\alpha_{n}T\{(1-\beta_{n})x_{n}+\beta_{n}Sx_{n}\}+(1-\alpha_{n})\dot{x}_{n}$ $\forall n\in \mathrm{N}$ .
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ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ は集積点を $(0_{\rangle}1)$ の中にもち, $\{\beta_{n}\}\subset[0,1]$ は

$\lim_{narrow\infty}\beta_{n}\in(0,1)$ を満たすとする. そのとき点列 {x訂は $F(S)\cap F(T)$

に強収束する.
ただし, 写像 $T$ が $\forall x\in C,p\in F(T)$ に対して, $||Tx-p||\leq||x-p||$ を

満たすとき quasi-nonexpansive であるという.

本研究においては, この Das.-Debata の定理を参考にし, 実数パラメー
タ非拡大半群に関する点列的不動点近似法について研究を行い, 2つの実
数パラメータ非拡大半群に対する点列的不動点近似法を導入し, その点列
が共通不動点に強収束するという結果を得た.

2 準備
$\mathrm{N}$ を自然数とし, $E$ を実バナッハ空間とする. バナッハ空間 $E$が狭義凸

であるとは, $E$ の任意の–次独立な元 $x,$ $y$ に対して

$||x+y||<||x||+||y||$

がつねに成り立つことである. これは, $||x||=||y||=1(x\neq y)$ ならば

$|| \frac{x+y}{2}||<1$

となるということとも同値である. また, 狭義凸バナッハ空間について次
の補題は, よく知られた結果である.

補題 1. $E$ を狭義凸バナッハ空間とする. $u,$ $v\in E$ について, $||v||\leq||u||$

であり
$f$
かつ

$||(1-t)u+tv||=||u||$

がある $t\in(0,1)$ で成り立っているとする. そのとき

$u=v$ .

次の命題は鈴木 [19] によって得られた結果である. この命題は本研究
において本質的な役割を果たす.

命題 1. $C$ を狭義凸バナッハ空間 $E$ の閉で凸な部分集合とする. 実数 $\tau_{\infty}$

を $\tau_{\infty}>0$ とし, $\{T(t):t\in[0, \tau_{\infty})\}$ は $C$ 上の写像族とし次を満たすもの
とする:
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(i) 任意の $t\in[0, \tau_{\infty})$ について, $T(t)$ は非拡大写像;

(ii) 狭義増加数列 $\{\tau_{n}\}\subset[0, \tau_{\infty})$ で 2 $\tau_{1}=0$ であり, $\{\tau_{n}\}$ が 7\infty 。に収束し)

かつ $\forall x\in C,$ $\forall n\in \mathrm{N}$ について, 写像 $t-\rangle$ $T(t)x$ が $[\tau_{n}, \tau_{n+1})$ 上で弱

連続であるようなものが存在する.

また

$\bigcap_{t\in \mathrm{l}0,\tau_{\infty})}F(T(t))\neq\emptyset$

を仮定する. そのとき

$\cap$ $F(T(t))=F(S)$
$t\in[0,\tau_{\infty})$

となる. ただし $s$ は次のように定義される $c$ 上の非拡大写像で
ある.

$Sx= \frac{1}{\tau_{\infty}}\int_{0}^{\tau_{\infty}}T(s)xds$ , $\forall x\in C$ .

3 Main Resalt
この節では我々の主結果を述べる.

定理 1. $C$ を狭義凸バナッハ空間 $E$ のコンパクトで凸な部分集合とし,
$\{S(t)\cdot:t\geq 0\},$ $\{T(t):t\geq 0\}$ を $C$上の実数パラメータ非拡大半群とする.
$x_{1}\in C$ とし f $\{x_{n}\}$ を以下で定義する:

$x_{n+1}=(1- \alpha_{n})x_{n}+\frac{a_{n}}{t_{n}}.\int_{0}^{t_{n}}T(s)[(1-\beta_{n})x_{n}+\beta_{n}S(s)x_{n}]ds,$ $n\in \mathrm{N}$ .

ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]_{f}\{\beta_{n}\}\subset[0,1],$ $\{t_{n}\}\subset(0, \infty)$ は

$0< \lim\inf_{narrow\infty}a_{n}\leq\lim\sup_{narrow\infty}\alpha_{n}<1$ ,
$0< \lim\inf_{narrow\infty}\beta_{n}\leq\lim\sup_{narrow\infty}\beta_{n}<1_{f}$

$0< \lim\inf_{narrow\infty}t_{n}\leq\lim\sup_{narrow\infty}t_{n}<\infty$ を満たす.
そのとき, $\{x_{n}\}$ は $\{T(t):t\geq 0\}$ と $\{S(t):t\geq 0\}$ の共通不動点 $z_{0}$ に強

収束する.
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証明の概略. $p \in\bigcap_{t\geq 0}F(T(t))\cap F(S(t))$ とする. このとき

$||x_{n+1}-p|| \leq||(1-\alpha_{n})x_{n}+\frac{\alpha_{n}}{t_{n}}\int_{0}^{t_{n}}T(s)[(1-\beta_{n})x_{n}+\beta_{n}S(s)x_{n}]ds-p||$

$\leq(1-\alpha_{n})||x_{n}-p||$

$+ \frac{\alpha_{n}}{t_{n}}..\int_{0}^{t_{n}}\cdot T(s)[(1-\beta_{n})x_{n}+\beta_{n}S(s)x_{n}]ds-p||$

$\leq(1-\alpha_{n})||x_{n}-p||+\frac{\alpha_{n}}{t_{n}}\int_{0}^{t_{n}}||$ $(1-\beta_{n})x_{n}+\beta_{n}S(s)x_{n}-p||ds$

$\leq(1-\alpha_{n})||x_{n}-p||$

$+ \frac{\alpha_{n}}{t_{n}}\int_{0}^{t_{n}}(1-\beta_{n})||x_{n}-p||+\beta_{n}||S(s)x_{n}-p||ds$

$\leq||x_{n}-p||$

となることから, $\lim_{narrow\infty}||x_{n}-p||$ が存在する.
さらに, 補題 $(\mathrm{D}\mathrm{a}\mathrm{s}-\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{a}[5])$ より, 以下の 2つが証明できる.

$\bullet$ $\{x_{n}\}$ の集積点 $p$ が, $p \in\bigcap_{t\geq 0}F(T(t))\cap F(S(t))$ ならば $x_{n}arrow p$ .
$\bullet$ $p \in\bigcap_{t>0}F(T(t))\cap F(S(t))$ とし, $x_{0},$

$x_{0}’$ が {x訂の集積点ならば,
$||x_{0}-p|\overline{|}=\cdot|’|x_{0}’-p||$ .

ここで, $0< \lim\inf_{narrow\infty}\alpha_{n}\leq\lim\sup_{narrow\infty}\alpha_{n}<1$ より, $\{\alpha_{n}\}$ は収束する部
分列を持つ. また, $\{\beta_{n}\},$ $\{t_{n}\}$ も収束する部分列を持つ. さらに, $\{x_{n}\}\subset C$

であり, かつ $C$ はコンパクトであることから, $\{x_{n}\}$ も C.上収束する部分
列を持つ. また

$z_{n}=(1- \alpha_{n})x_{n}+\frac{\alpha_{n}}{t_{n}}\int_{0}^{t_{n}}T(s)[(1-\beta_{n})x_{n}+\beta_{n}S(s)x_{n}]ds\in C$

であることから, $\{z_{n}\}$ は $C$上に収束する部分列を持つ.
以上のことから, $\{n_{k}\}\subset \mathrm{N}$が存在して

$\alpha_{n_{k}}arrow\alpha_{0}\in(0,1)$ ,
$\beta_{n_{k}}arrow\beta_{0}\in(0,1)$ ,
$t_{n_{k}}arrow t_{0}<\infty$ ,

$x_{n_{k}}arrow x_{0}$ ,
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$x_{n_{k}+1}=(\backslash 1-\alpha_{n_{k}})x_{n_{k}}$

$+ \frac{\alpha_{n_{k}}}{t_{n_{k}}}\int_{0}^{t_{n_{k}}}T(s)[(1-\beta_{n_{k}})x_{n_{k}}+\beta_{n}S(s)x_{n_{k}}]dsarrow x_{0}^{;}$

となるようにできる. さらに, ここで
$\lim_{karrow\infty}||\frac{1}{t_{n_{k}}}\int_{0}^{t_{n_{k}}}T(s)\{(1-\beta_{n_{k}})x_{n_{k}}+\beta_{n_{k}}S(s)x_{n_{k}}\}ds-\frac{1}{t_{0}}\int_{0}^{t_{0}}T(s)\{(1-$

$\beta_{0})x_{0}+\beta_{0}S(s)x_{0}\}ds||=0$

を示す. 実際

$|| \frac{1}{t_{n_{k}}}\int_{0}^{t_{n_{k}}}T(s)\{(1-\beta_{n_{k}})x_{n_{k}}+\beta_{n_{k}}S(s)x_{n_{k}}\}ds$

$- \frac{1}{t_{0}}\int_{0}^{t_{0}}T(s)\{(1-\beta_{0})x_{0}+\beta_{0}S(s)x_{0}\}ds||$

$\leq||\frac{1}{t_{n_{k}}}\int_{0}^{t_{l}}.kT(s)[(1-\beta_{n_{k}})x_{n_{k}}+\beta_{n_{k}}S(s)x_{n_{k}}]-T(s)[(1-\beta_{0})x_{0}+\beta_{0}S(s)x_{0}]ds||$

$+|| \frac{1}{t_{0}}\int_{0}^{t_{0}}T(s)\{(1-\beta_{0})x_{0}+\beta_{0}S(s)x_{0}\}ds$

$- \frac{1}{t_{n_{k}}}\int_{0}^{t_{n_{k}}}T(s)\{(1-\beta_{0})x_{0}+\beta_{0}S(s)x_{0}\}ds||$

$\leq\frac{1}{t_{n_{k}}}\int_{0}^{t_{n_{k}}}||T(s)[(1-\beta_{n_{k}})x_{n_{k}}+\beta_{n_{k}}S(s)x_{n_{k}}]-T(s)[(1-\sqrt 0)x_{0}+\beta_{0}S(s)x_{0}]||ds$

$+| \frac{1}{t_{n_{k}}}-\frac{1}{t_{0}}|||\int_{0}^{t_{0}}T(s)\{(1-\beta_{0})x_{0}+\beta_{0}S(s)x_{0}\}ds||$

$+ \frac{1}{t_{n_{k}}}||\int_{t_{n_{k}}}^{t_{0}}T(s)\{(1-\beta_{0})x_{0}+\beta_{0}S(s)x_{0}\}ds||$

$\leq\frac{1}{t_{n_{k}}}\int_{0}^{t_{n_{k}}}||[(1-\beta_{n_{k}})x_{n_{k}}+\beta_{n_{k}}S(s)x_{n_{k}}]-[(1-\beta_{0})x_{0}+\beta_{0}S(s)x_{0}]||ds$

$+| \frac{1}{t_{n_{k}}}-\frac{1}{t_{0}}|||\int_{0}^{t_{0}}T(s)\{(1-\beta_{0})x_{0}+\theta_{0}S(\prime s)x_{0}\}ds||$

$+ \frac{1}{t_{n_{k}}}||\int_{t_{n_{k}}}^{t_{0}}T(s)\{(1-\beta_{0})x_{0}+\beta_{0}S(s)x_{0}\}ds||$
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$\leq\frac{1}{t_{n_{k}}}\int_{0}^{t_{n_{k}}}||x_{n_{k}}-x_{0}||+||\beta_{n_{k}}x_{n_{k}}-\beta_{0}x_{0}||+|\beta_{n_{k}}-\beta_{0}|||S(s)x_{n_{k}}||$

$+ \beta_{0}||x_{n_{k}}-x_{0}||ds+|\frac{1}{t_{n_{k}}}-\frac{1}{t_{0}}|||\int_{0}^{t_{0}}T(s)\{(1-\beta_{0})x_{0}+\beta_{0}S(s)x_{0}\}ds||$

$+ \frac{1}{t_{n_{k}}}||\int_{t_{n_{k}}}^{t_{0}}T.(s)\{(1-\beta_{0})x_{0}+\sqrt 0^{S(s)x_{0}\}dS||}$

,

$k^{f}s\text{る_{}\check{}}b\mathrm{B}^{\mathrm{a}}\text{ら}$

$\lim_{karrow\infty}||\frac{1}{t_{n_{k}}}\int_{0}^{t_{n_{k}}}T(s)\{(1-\beta_{n_{k}})x_{n_{k}}+\beta_{n_{k}}S(s)x_{n_{k}}\}ds-\frac{1}{t_{0}}\int_{0}^{t_{0}}T(s)\{(1-$

$\sqrt 0)x_{0}+\beta_{0}S(s)x_{0}\}ds||=0$

となる.

ここで, $x_{0},$
$x_{0}’$が $\{x_{n}\}$ の集積点であることから, $p \in\bigcap_{t\geq 0}F(S(t))\cap F(T(t))$

について

$||x_{0}-p||=||x_{0}-p||$
’

$= \lim_{karrow\infty}||(1-\alpha_{n_{k}})x_{n_{k}}+\frac{\alpha_{n_{k}}}{t_{n_{k}}}\int_{0}^{t_{n_{k}}}T(s)\{(1-\beta_{n_{k}})x_{n_{k}}, +\sqrt n_{k}S(s)x_{n_{k}}\}ds-p||$

$\leq\lim_{karrow\infty}\{||(1-\alpha_{n_{k}})x_{n_{k}}-(1-\alpha_{0})x_{0}||$

$+|| \frac{\alpha_{0}}{t_{0}}\int_{0}^{t_{0}}T(s)\{(1-\beta_{0}).x_{0}+\beta_{0}S(s)x_{0}\}ds$

$- \frac{\alpha_{n_{k}}}{t_{n_{k}}}\int_{0}^{t_{n_{k}}}T(s)\{(1-\beta_{n_{k}})x_{n_{k}}+\beta_{n_{k}}S(s)x_{n_{k}}\}ds||$

$+||(1- \alpha_{0})x_{0}+\frac{\alpha_{0}}{t_{0}}\int_{0}^{t_{0}}T(s)\{(1-\beta_{0})x_{0}+\beta_{0}S(s)x_{0}\}ds-p||\}$

$=||(1- \alpha_{0})x_{0}+\frac{\alpha_{0}}{t_{0}}\int_{0}^{t_{0}}T(s)\{(1-\beta_{0})x_{0}+\beta_{0}S(s)x_{0}\}ds-p||$

$\leq(1-\alpha_{0})||x_{0}-p||+\frac{\alpha_{0}}{t_{0}}..\int_{0}^{t_{0}}T(s)\{(1-\beta_{0})x_{0}+\beta_{0}S(s)x_{0}\}ds-p||$

$\leq(1-\alpha_{0})||x_{0}-p||+\frac{\alpha_{0}}{t_{0}}\int_{0}^{t_{0}}||T(s)\{(1-\sqrt 0)x_{0}+\beta_{0}S(s)x_{0}\}-p||ds$

$\leq||x_{0}-p||$
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となる. 故に

$||x_{0}-p||=||(1- \alpha_{0})x_{0}+\frac{\alpha_{0}}{t_{0}}\int_{0}^{t_{0}}T(s)\{(1-\beta_{0})x_{0}+\beta_{0}S(s)x_{0}\}ds-p||$ .

今, $E$ は狭義凸バナッハ空間であることから補題 1より

$x_{0}= \int_{0}^{t_{0}}T(s)\{(1-\sqrt 0)x_{0}+\beta_{0}S(s)x_{0}\}ds$ .

よって, 命題 1より

$x_{0} \in\bigcap_{0\geq t\geq t_{0}}F(T(t)[(1-\beta_{0})I+\beta_{0}S(t)])$

となる. ただし, $I$ は恒等写像である. つぎに任意の $t\in[0, t_{0}]$ について

$||x_{0}-p||=||T(t)(1-\beta_{0})x_{0}+\beta_{0}S(t)x_{0})-p||$

$\leq||(1-\beta_{0})x_{0+\sqrt 0^{S(t)x_{0}-p||}}$

$\leq(1-\beta_{0})||x_{0}-p||+\beta_{0}||S(t)x_{0}-p||$

$\leq||x_{0}-p||$

である. 故に

$||x_{0}-p||=||(1-\beta_{0})x_{0}+\beta_{0}S(t)x_{0}-p||$ .

となる. よって, 補題 1から

$x_{0}=S(t)x_{0}$

となる. 以上のことから

$x_{0} \in\bigcap_{0\leq t\leq t_{0}}F(T(t))\cap F(S(t))$

となる. さらに, $\{S(t):t\geq 0\}$ と $\{T(t):t\geq 0\}$ は実数パラメータ半群
であることから

$x_{0} \in\bigcap_{t\geq 0}F(T(t))\cap F(S(t).)$

となる. よって, $\{x_{n}.\}$ の集積点 $x_{0}$ は $\bigcap_{t\geq 0}F(T(t))\cap F(S(t))$ の点となる

ことから, $\{x_{n}\}$ は, $\bigcap_{t\geq 0}F(T(t))\cap F(S(t))$ の点に収束することが分かる.
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4 Application
$H$ をヒルベルト空間とし, $g:Harrow(-\infty, \infty]$ を proper で下半連続凸関

数とする.

$\partial g(x)=\{x^{*}\in H : g(y)\geq g(x)+\langle x^{*}, y-x\rangle, y\in H\}$

とするとき, $\partial g$ は $\mathrm{m}$-accretive operator となることが知られている. ここ

で次のような initial value problem を考える:

$=\ni x0,$.
$t>0$ ,

ただし, $x\in\overline{D(\partial g)}_{\nwarrow}$. 上の方程式は, –意な strong solution $u:[0, \infty)arrow H$

を持つことが知られている. $S(t)x=u(t)$ とおくと, $\{S(t):t\in[0, \infty\}$ は,
$\overline{D(\partial g)}$ 上の実数パラメータ非拡大半群となる. また, さらに

$0 \in\partial g(x_{0})\Leftrightarrow g(x_{0})=\min\{g(x) : x\in H\}$

$\Leftrightarrow x_{0}\in\bigcap_{t\geq 0}F(S(t))$

となる. このことから, 今 $f,$ $g:Harrow(-\infty, \infty]$ を proper で下半連続凸関
数とすると, $f,$ $g$ についてそれぞれ initial value problem を考えることによ
り, $\{S(t):t\geq 0\},$ $\{T(t):t\geq 0\}$ という 2つの実数パラメータ非拡大半群
を構成することができる. そして今回得られた結果を用いることにより, 2
つの実数パラメータ非拡大半群の共通不動点集合傷 $\geq 0^{F(S(T))}\cap F(T(t))$

の点を求めること, すなわち

$x_{0} \in\arg\min\{f(x):x\in H\}\cap\arg\min\{g(x):x\in H\}$

を求める iterative scheme を考えることができる.
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