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$0$ . Introduction.

今回は類体構成についての話である. 現在我々は $\gamma \mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c}$ period と p-adic multiple $\Gamma$

function の特殊値の関係を研究しており, その課程で得られた結果の系として題名の通り
の成果を得た. 先ずはこれらの研究について大まかに説明し (\S 1,2,3,4), 関連する二つの予

想を紹介 (\S 5,6) した後, 類体構成の手法を与える (\S 7).

Notation. $P$ は素数とし $\mathrm{C}_{\mathrm{P}}$ を $\mathrm{q}_{p}$ の代数的閉包の完備化とする 埋め込み可 $arrow \mathrm{C}$ ,
$\overline{\mathrm{Q}}arrow \mathrm{C}_{p}$ は固定されているものと考える. $|$ |\infty 。は $\mathrm{C}$ に入る通常の絶対値を意味し $||_{P}$ は

$\mathrm{C}_{P}$ 上の $P$進絶対値で $|p|_{\mathrm{p}}=1/p$ を満たすものとする. 任意の代数体 $K$ に対し」K は同型
$Krightarrow\overline{\mathrm{Q}}$ の全体の集合を表し, 特に埋め込み $\mathrm{i}\mathrm{d}\in J_{K}$ を–つ選んでおく. すると $K$ 上の絶

対値 $||_{\infty},$ { $|_{\mathrm{p}}$ が固定される. この時整数環 $O_{K}$ の素イデアルで $K$上に $p$進位相を導くもの

を $\mathfrak{p}\kappa$ 書くことにする.
分数イデアル全体上で函数 $\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g},$ $\log_{p}$ を次のように定義する. まず体 $K$ の任意の分数イ

デアル $a$ に対し次の性質を満たす元 $\Pi$
。

$\in K$ を選んでおく. 1. 正整数 $n$が存在しイデアル
として $\alpha^{n}=(\Pi_{\text{。}})$ . $2$ . $\Pi_{a\mathrm{b}}=\Pi_{\text{。}}\Pi_{\mathrm{b}}$ . $3$ . 任意の同型写像 $\sigma$ : $Karrow K^{\sigma}$ に対し $\Pi_{u^{\sigma}}=\Pi_{l}^{\sigma}$ . この
時 $\log(a):=\mathrm{l}\underline{1}\mathrm{o}\mathrm{g}(\Pi_{u}),$ $1 \mathrm{o}\mathrm{a}(a):=\frac{1}{n}\log_{p}(\Pi_{a})$ と定める. ただし 10飾は Iwasawa’8 p-adic $\log$

function $[\mathrm{I}\mathrm{w}]\text{であり}n$ , これらの函数は n。の選び方による. 条件を\Re たす $\Pi_{\mathrm{n}}$ は例えば次の

ように取ることができる. $\tilde{K}$ を $K$ の正規閉包としておく. この時 $\tilde{K}$ の任意の素イデアル $\mathfrak{p}$

に対して条件 1,3を満たす元 $\mathrm{I}\mathrm{I}_{\mathfrak{p}}$ を取ればよい. 各素数 $p$ に対し $\tilde{K}$ の素イデア/l/p で $(p)$ を

割るものを–つ選ぶ. $G:=\mathrm{G}\mathrm{a}\mathrm{J}(\tilde{K}/\mathrm{Q}),$ $G_{p}:=\{\sigma\in G|\mathfrak{p}^{\sigma}=\mathfrak{p}\}$ と置き $h$ を $\tilde{K}$ の類数とす

る. 単項イデアノゆの生威元 II を–つ選び $n:=h|G|,$ $\Pi_{\tau},:=(\prod_{\sigma\in G_{\mathrm{p}}}\Pi^{\sigma\tau})\mathrm{k}^{a}\mathrm{p}\{(\tau\in G)$ と

置けばよい. 実際は $\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}$ , 10恥を分数イデアル全体上で定義する必要は無 $\text{く}$ p-adic absolute
CM-period を定義するのに用いる高々有限個のイデアルに対して定めれば十分置ある.

1. $\gamma \mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c}$ multiple $\Gamma\cdot \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}$ions.

比較の為に Barnes’ multiple $\Gamma$-function [Ba] を思い出しておこう. $z,$ $v=(v_{1}, \ldots,v_{r})$ ,
$z,$ $v_{i}>0$ に対し multiple (-function $\zeta_{r}(s,v, z)$ を次で定める.

(1) $\zeta_{f}(s,v, z):=\sum_{n_{1},\ldots,n_{r}=0}^{\infty}(\cdot z+n_{1}v_{1}+\cdots+n_{r}v_{f})^{-\ell}$ .
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これは全平面上の有理型関数に解析接続され $s=0$ で解析的である. この時 multiple
$\Gamma$-function は次で定める.

(2) $L \Gamma_{r}(z,v):=\log(\frac{\Gamma(z,v)}{\rho(v)})\mathrm{K}:=\zeta_{f}’(0, v,z)$ .

$P$進での類似を考える. まず Cassou-Nogu\‘e8は P–adic multiple $\zeta- \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\zeta_{p,r}(s,v,z)$

$(s\in \mathrm{Z}_{p})$ を $P$進補完函数として定義した [Cal], 構成の為にここでは Robert [Ro] の意味で
の $P$進積分を函数 $f$ : $\mathrm{Z}_{p}^{r}arrow \mathrm{C}_{p}$に対し次で定める.

(3) $\int_{\mathrm{Z}_{p}^{r}}f(x)dx:=\lim_{\iota_{1},\ldots,\iota_{r}arrow\infty}\frac{1}{d^{1+\cdots+l,}}:\sum_{x_{1}=0,}p^{l_{1-1,,p^{l_{r}}-1}}::_{x_{r}=0},f(x),$ $x=(x_{1}, \ldots,x_{f})$ .

すると $\gamma$adic multiple $\zeta$-function は次のように書ける. $z\in\overline{\mathrm{Q}_{\mathrm{p}}},$
$v_{i}\in\overline{\mathrm{Q}_{p}}\mathrm{x}$ に対し

(4) $\zeta_{p,r}(s,v, z):=\frac{\int_{\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}^{r}}(z+x_{1}v_{1}+\cdots+x_{r}v_{r})’.\langle z+x_{1}v_{1}+\cdot+x_{r}v_{f}\rangle^{-\iota}dx}{(s-1)(s-2)..(s-r)v_{1}.v_{f}}::$ .

ただし函数 $()^{-e}$ の定義は次の様である. $|z|_{p}<1$ ならば $\langle z\rangle:=0$ . $|z|_{P}\geq 1$ ならば ($z\}$ は

$|\langle z\rangle-1|_{p}<1$ でかつ $z/(p^{o\mathrm{r}\mathrm{d}_{\mathrm{P}}z}\langle z))$ はその位数が $P$ と互いに平な 1のべき乗根となるただ
つの可の元とする (喧しくは [Iw, \S 4] 等). また国, $<1$ の時 $(1+z)^{\epsilon}:= \sum_{k=0}^{\infty}z^{k}$ と

定義しておく. この時次の性質を示せる.

(5) $\zeta_{p.r}(s,v, z)$ は $s=0$ で $P$進解析的.

$z,v:\in\overline{\mathrm{Q}}^{\mathrm{x}}$ が $z,v:>0$ かつ $|z-1|_{p},$ $|v:|_{P}<1$ を満たすならば

(6) $\zeta_{r}(-k,v, z)=\zeta_{p,t}(-k, v, z)\in\overline{\mathrm{Q}}(0\leq k\in \mathrm{Z})$ .

よって $\gamma \mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c}$ multiple $\Gamma$-function $L\Gamma_{p,r}(z,v)$ を次のように定めるのが自然であろう.

(7) $L\Gamma_{\mathrm{p},r}(z,v):=\zeta_{p,r}’(0,v,z)$.

すると次の結果を得る.

(8) $L\Gamma_{p,r}(z,v)$ は $z,$ $v_{i}$ に対して連続な函数.

(9) $L\Gamma_{p,r}(z, v)-L\Gamma_{p,r}(z+v:, v)=L\Gamma_{p,r-1}(z, (v_{1}, \ldots, v_{i-1}, v_{i+1}, \ldots,v_{r}))(r\geq 2)$ .

(10) $L\Gamma_{\mathrm{p},1}(z, (v_{1}))-L\Gamma_{\mathrm{p},1}(z+v_{1}, (v_{1}))=-\log_{\mathrm{p}}(z)$ .

(11) $L\Gamma_{p,1}(z,(1))=\log_{\mathrm{p}}(\Gamma_{p}(z))(z\in \mathrm{Z}_{p})$ .
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ここで $\Gamma_{P}$ はMorita’s padic $\Gamma$-function [Mo]. (cf. 古典的には $z>0$ に対して $L\Gamma_{1}(z,$(1) $)=$

$\log(\Gamma(z))-\frac{1}{2}\log(2\pi).)$

(12) $L \Gamma_{p,r}(z, v)=\frac{(-1)^{r}\int_{\mathrm{Z}’},.f(x)dx}{r!v_{1}..v_{f}}$ .

ただし $|z+x_{1}v_{1}+\cdot*\cdot+x_{r}v,|_{p}\geq 1$ の時 $f(x)=(z+x_{1}v_{1}+ \cdots+x_{r}v_{r})’(1+\frac{1}{2}+\cdots+_{r}^{1}\sim-$

$1_{0*}(z+x_{1}v_{1}+\cdots+x_{r}v_{r}))$ , それ以外では $f(x)=0$ とする 特に $p\cdot \mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c}$ multiple $\Gamma$-function
の特殊値は $\mathrm{C}_{\mathrm{p}}$ の中で数値計算できる.

Remark. ここでの radic $\zeta$-function の定義はオリジナルの定義 [Cal] や筆者の論文
[Ka1,2] から僅かに修正してある.

2. A $\mu \mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c}$ analogue of Shlntani’s formula.

Shintti’s formulaは以下の様に定式化できる.

Tbeorem. (Shintti [Sh2].) $F$ を次数 $n$ の総実体, $\mathrm{f}$ をその正イデアルとし, $C_{\mathrm{f}}$ を
$\mathrm{f}\infty_{1}\cdots\infty_{\hslash}$ を法に持つイデアル類群とする. ただし $\{\infty_{1}, \ldots, \infty_{n}\}$ は real place め全体と
した. イデアル類 $\mathrm{c}\in C_{\mathrm{f}}$ に対し partial $\zeta$ function を $\zeta_{F}(s, \mathrm{c}):=\sum_{a\in \mathrm{c},\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}1}$ ideals

$N(l)^{-\mathrm{g}}$

で定める. この時次が成り立つ.

(13)
$\zeta_{F}’(0, \mathrm{c})=\sum_{\sigma\in Jp}\sum_{j\in J}\sum_{z\in R(,j)}‘ L\Gamma_{r(j)}(z^{\sigma},v_{j}^{\sigma})-\log(N(\alpha_{\mu}\int))\zeta_{F}(0, \mathrm{c})+T(\mathrm{c}, \{v_{j}\}, \{\alpha_{\mu}\})$

.

ただし $v_{j}=(v_{j,1}, \ldots, v_{j,r\{j)})$ は各成分が $O_{F}$ の明正な元からなる $r(j)rightarrow \mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{w}$ vector, $R(\mathrm{c},j)$

は $F$ の有限部分集合, $J$ は添え字の有限集合, $T(\mathrm{c}, \{v_{j}\}, \{a_{\mu}\})$ は correction term をまと

めたものである、これらは狭義イデアル類群 $C_{(1)}$ の代表元 $\{a_{\mu}\}$ 及び cone decomposition
$\mathrm{R}^{+n}=\mathrm{u}_{j\in J}\mathrm{u}_{\epsilon\epsilon \mathit{0}_{F}^{\mathrm{x}}}\epsilon C(v_{j})$ を導くベクトル $\{v_{j}\}$ の選び方による. ここで $\coprod$ は disjoint
union を表すこととし $C(v_{j}):=\{t_{\iota^{v_{j,1}+}}\cdots+t_{f(j)}v_{j,r(j)}|(t_{1)}\ldots, t_{r(j)})\in \mathrm{R}^{+r(j)}\}\subset \mathrm{R}^{+n}$

と置く. また $F-\mathrm{R}^{+n},$ $z\mapsto(z^{\sigma})_{\sigma\epsilon Jp}$ と埋め込んでおく. 式中の $\alpha_{\mu}\text{は}\cdot C_{(1)}$ の中で $\alpha_{\mu}\mathrm{f}=\mathrm{c}$

を満たす代表元を取る事とする. この時 $R( \mathrm{c},j.)=\{z=\sum_{k=1}^{r(j)}x_{k}v_{j,k}\in(\mathfrak{g}_{\mu}\mathrm{f})^{-1}\cap C(v_{j})|$

$0<x_{1}\leq 1,$ $(z) \alpha_{\mu}\int\in \mathrm{c}\}$ と書き表せる.

この式に関して吉田敬之氏は次の Lemma を示した. これにより partial $\zeta$ function の
$s=0$ での微分値に対して自然な分解を得る.

Lemma. (Yoshida [Yo3].) Shintani’s formula中の correction term は次の様に書ける.

(14)
$T( \mathrm{c}, \{v_{j}\}, \{\alpha_{\mu}\})=\sum_{\sigma\in\dot{J}_{F}}\sum_{:\in I}a_{\mathfrak{i}}^{\sigma}\log(b_{i}^{\sigma})$

.
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ただし $I$ は添え字の有限集合で $a_{i}\in F,$ $b_{1}\in O_{F}^{\mathrm{x}}$ .

この分解を用いて吉田氏は新しい invariant を定義した.

Deflnition. $\sigma\in j_{p,C}\in C_{\mathrm{f}}$ に対し

(15)

$X^{\sigma}( \mathrm{c}):=X^{\sigma}(\mathrm{c};\{v_{j}\}, \{\alpha_{\mu}\})=\sum_{j\epsilon Jz}\sum_{\in R\langle \mathrm{c},j)}L\Gamma_{r(j)}(z^{\sigma},v_{j}^{\sigma})-\log(a_{\mu}\int)\zeta_{F}(0, \mathrm{c})+\sum_{:\in I}a_{i}^{\sigma}\log(b_{1}^{\sigma}, )$

,

また $X(\mathrm{c}):=X^{\mathrm{i}\mathrm{d}}(\mathrm{c})$ と略記することにする.

Remark. $[\mathrm{Y}\mathrm{o}2,3]$ において吉田氏は $X(\mathrm{c}):=G(\mathrm{c})+W(\mathrm{c})+V(\mathrm{c})$ と三つに分け, その内
$W(\mathrm{c}):=$ -が 0g $(N(a_{\mu}\mathrm{f}))\zeta p(0, \mathrm{c})$ と定義している. ここではこの部分を修正して $W(\iota)$ $:=$

$-\log(a_{\mu}\mathrm{f})\zeta_{F}(0, \mathrm{c})$ と定めることにする. これは我々の主予想 (26) の定式化を単純にする
ためである.

P進での類似は以下の様になる. 正イデアル (P)o を次の様に定める.

(16) $(p)_{0}:=\{$
$\prod_{\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{a}}\mathrm{r}\mathrm{i}\infty \mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{d}]\epsilon \mathfrak{p}\subset \mathit{0}_{F},$

$\mathfrak{p}|(\mathrm{P})\mathfrak{p}$ if $p\neq 2$ ,

(2) $\prod_{\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{a}1\epsilon \mathfrak{p}\subset O_{F},\mathfrak{p}|(2)}\mathfrak{p}$ if $p=2$ .

以下 $(p)_{0}$ が $\mathrm{f}$を割ると仮定する. この時イデアル類 $\mathrm{c}\in C_{\mathrm{f}}$ に対して $p\cdot \mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c}$ partial $\zeta$ function
$\zeta_{p,F}(s, \mathrm{c})$ を p進補完: $\zeta_{p,F}(-k, \mathrm{c})=\omega(t)^{-k}\zeta_{F}(-k, \mathrm{c})$ for $0\leq k\in \mathrm{Z}$ によって定めることが

できる. ここで $\omega$ は Teichm\"uller character と ideal norm mapの合成写像として定義される
指標とした. すると $\zeta_{p,F}(s, \mathrm{c})$ は $s=0$ で $P$進解析的であることが示される. Cassou-Nogu\’e8
の $P$進解析的手法 [Ca2,3] を用いる事により次の $P$-adic analogue of Shintani’s formula を
得る.

Theorem. (Kashio $[\mathrm{K}\mathrm{a}1,2].$ ) $(p)_{0}$ が $\mathrm{f}$ を割ると仮定する. P–adic partial $\zeta$ function の
$s=0$での微分は式 (13), (14) 中と全く同じ値, 集合を用いて次の様に表せる.
(17)
$\zeta_{p}’,p(0, \mathrm{c})=\sum_{\sigma\in J_{F}}\sum_{j\in Jz}\sum_{\epsilon R(\dot{o})}‘ L\Gamma_{\mathrm{p},r(j)}(z^{\sigma},v_{j}^{\sigma})-\log_{\mathrm{p}}(N(\alpha_{\mu}\mathrm{f}))\zeta_{p},p(0, \mathrm{c})+\sum_{\sigma\in J_{P}}\sum_{i\epsilon I}a_{l}^{\sigma},$

$\log_{\mathrm{p}}(b_{1}^{\sigma}$. $)$ .

よって次の様に $P$進での invariaxxt を定める.

Deflnition. $\sigma\in J_{F},$ $\mathrm{c}\in C_{\mathrm{f}}$ に対し
(18)
$X_{p}^{\sigma}( \mathrm{c}):=X_{p}^{\sigma}(\mathrm{c};\{v_{j}\}, \{\alpha_{\mu}\})=\sum_{j\epsilon J}\sum_{z\in R(,j)}‘ L\Gamma_{\mathrm{p},r(j)}(z^{\sigma}v_{j}^{\sigma}))-\log_{p}(a_{\mu}\mathrm{f})\zeta_{p,F}(0, \mathrm{c})+\sum_{i\epsilon I}a_{1}^{\sigma}\log_{p}(b_{1}^{\sigma})$

,

また $X_{p}(\mathrm{c}):=X_{p}^{\mathrm{i}\mathrm{d}}(\mathrm{c})$ と略記することとする.
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なお Theorem (17) より直ちに次の結果を得る事ができる.

Corollary. $(\mathrm{f}, (p))=1$

’

とする. 任意の $C_{\mathrm{f}}$ の指標 $\chi$ に対して

(19) $r(\chi):=\#\{\mathfrak{p}|(p), \chi(\mathfrak{p})=1\}\geq 2$ であれば $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{s=0}L_{p}(s, \chi\omega)\geq 2$ .

ここで $L_{p}(s, \chi\omega):=\sum_{\epsilon \mathrm{c}_{\uparrow(\mathrm{p})\text{。}}}‘\chi(\mathrm{c})\zeta_{p,F}(s, t)$ は p-adic $L$ function.

この corollary は後に説明するように次の Gross’ conjecture の部分解となっている (\S 6).

これは Stark-Tateの結果の $P$進類似であり大まかには次のように定式化できる.

$\mathrm{C}\mathrm{o}\iota\dot{\mathrm{u}}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e}$ . (Gross. $[\mathrm{G}\mathrm{r}|$ ) $(\mathrm{f}, (p))=1$ で指標 $\chi$ は primitiveであるとする. この時

(20) $L_{p}(s,\chi\omega)\sim$ “dgebraic number” $*$ “p–adic regulator” $*s^{\tau(\chi)}+O(s^{r(\chi)+1})(srightarrow \mathrm{O})$ .

3. The padic absolute CM-period symbol.

吉田氏の元の予想 [Yo2,3] は次の様なものであった.

Deflnition. $K$ は CM体, $F$ は総実体で $K/F$ は abelian extension であるとする. $\tau\in$

$G:=\mathrm{G}\mathrm{a}1(K/F)$ に対して

(21)

$g_{K/P}( \mathrm{i}\mathrm{d},\tau):=g_{K/F}(\mathrm{i}\mathrm{d}, \tau;\{v_{j}\}, \{a_{\mu}\}):=\pi^{-\mu(\tau)/2}\exp(\frac{1}{|G|}\sum_{x\epsilon\hat{G}_{-}}\frac{\chi(\tau)\sum_{\mathrm{e}C_{1\chi}}\chi(\mathrm{c})X(\mathrm{c})}{L(0,\chi)}‘)$

と置き $gK/F$ を absolute CM-period symbol と呼ぶ事にする ここで $\hat{G}_{-}$ は $G$ の odd
character の全体, $\mathrm{f}_{x}$ は指標 $\chi$ の法とし $\tau=\mathrm{i}\mathrm{d},\rho$ (complex conjugate), その他に対して

\mu (\tau ):=1, -1,0と定義する $\text{この時}gK/F(\mathrm{i}\mathrm{d},\tau)\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} O_{F}^{\mathrm{x}}\otimes \mathrm{z}\mathrm{Q}\text{は}\{v_{j}\},$$\{a_{\mu}\}\text{の選び方によ}$

らない事が示せる. ただし $O_{F}^{\mathrm{x}}\otimes \mathrm{z}\mathrm{Q}\text{は}\overline{\mathrm{Q}}^{\mathrm{x}}$ の部分群 { $\epsilon\in\overline{\mathrm{Q}}^{\mathrm{x}}|$ 自然数 $n$ が存在し\epsilon n $\in O_{F}^{\mathrm{x}}$ }
を表す事とする.

Conjecture. (Yoshida $[\mathrm{Y}\mathrm{o}2,3].$ ) $\tau\in G:=\mathrm{G}\mathrm{a}1(K/F)$ に対して

(22) $p_{K}(\mathrm{i}\mathrm{d},\tau)\equiv g_{K/F}(\mathrm{i}\mathrm{d},\tau)$
$\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \overline{\mathrm{Q}}^{\mathrm{x}}$ .

ここで pK は Shimura’s CM-period symbolであり, これは $K$による虚数乗法を持つAbelian
varietyの幾何的周期を分解することにより定義される. 詳しくは [S].

この予想の $P$進類似が我々の主予想である.
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Definition. $\tau\in G:\underline{arrow}\mathrm{G}\mathrm{a}1(K/F)$ に対し

$lg_{\mathrm{P}},K/F(\mathrm{i}\mathrm{d}, \tau)$ $:=lg_{p},\kappa/p(\mathrm{i}\mathrm{d}, \tau;\{v_{j}\}, \{a_{\mu}\})$

(23) $= \frac{-\mu(\tau)}{2}\log_{\mathrm{p}}(\mathfrak{p}_{F})+\frac{1}{|G|}\sum‘\frac{\chi(\tau)\sum_{\epsilon c_{\mathrm{f}\mathrm{p},\chi}}\chi(\mathrm{c})X_{\mathrm{p}}(\mathrm{c})}{L(0,\chi)}$

$\chi\in\hat{G}_{-}$

と置き $lg_{p,K/F}$ を (logarithmic) P–adic absolute CM-period symbol と呼ぶことにする. た

だし伽が $\mathrm{f}_{\chi}$ を割るときは $\mathrm{f}_{P,x}:=\int_{\chi}$ としそれ以外なら $\int_{p,\chi}:=\mathrm{f}_{x}\mathfrak{p}p$ と置く. $lg_{p},\kappa/p(\mathrm{i}\mathrm{d}^{l},t)$

mod $\mathrm{Q}\log_{p}(O_{F}^{\mathrm{x}})$ は unique に定まる値である.

4. A generalization of the Gross-Koblitz formula.

ここでは我々の主予想をある条件付きで定式化する. $K$ が虚二次体である時, これは

Grosa-Koblitz formula と –致する. まずこの公式を思い出しておこう.

Theorem. (Gross-Koblitz [GK].) $K$ は虚二次体で conductor が $-d$ となるものとする.

対応する Dirichlet character を $\chi$ と置く. 素数 $P$ が $K$ で分解する時

$d-1$

(24) $\log_{p}(\frac{\mathfrak{p}_{K}^{\rho}}{\mathfrak{p}_{K}})=\frac{w_{K}}{2h_{K}}\sum_{a=1}\chi(a)\log_{p}(\Gamma(\frac{a}{d}))$ .

ただし $w_{K}:=\#$ { $\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{s}$ of unity $\in K$} と置いた.

Gross-Koblitz formula 中の”素数 P が $K$ で分解する” という条件は”pF が $K/F$で完全分

解する” と営う条件に–般化される. これは rordinarity と呼ばれる条件に非常に近い. こ

の条件下で我々の主予想は次の通りである.

Conjecture. (Kashio-Yoshida.) $F,$ $K$ を総実体と CM体の組で $K/F$ が abelian exten-
sion であるものとし, $\mathfrak{p}_{F}$ が $K/F$ で完全分解すると仮定しておく. この時

(25) $\frac{1}{2}\log_{p}((\frac{\mathfrak{p}_{K}^{\rho}}{\mathfrak{p}_{K}})^{\tau^{-1}})\equiv lg_{p},K/F(\mathrm{i}\mathrm{d},\tau)$ mod $\mathrm{Q}\log_{p}(O_{F}^{\mathrm{x}})$ .

更に精密に

(26) $\frac{1}{2}\log_{p}((\frac{\mathfrak{p}_{K}^{\rho}}{\mathfrak{p}_{K}})^{\tau^{-\iota}})=lg_{\mathrm{P}},K/p(\mathrm{i}\mathrm{d},\tau;\{v_{j}\}, \{a_{\mu}\})+\log_{\mathrm{P}}(\frac{g\kappa/p(\mathrm{i}\mathrm{d},\tau;\{v_{j}\},\{\alpha_{\mu}\})}{g_{K/F}(\mathrm{i}\mathrm{d},\tau;\{v_{j}\},\{a_{\mu}\mathfrak{p}_{F}\})})$ .

Remark. absolute CM-period symbol $g_{K}/p$ は modulo $O_{F}^{\mathrm{x}}\otimes \mathrm{z}\mathrm{Q}$ で–意に定まる.

即ち $\frac{g_{K/F}(\mathrm{i}\mathrm{d},\tau;\{v_{f}\},\{\mathrm{n}_{\mu}\})}{g_{K/F}(\mathrm{i}\mathrm{d},\tau_{1}\{v_{\mathrm{j}}\rangle,\{u_{\mu}\mathfrak{p}_{P}\})}.=\epsilon^{x}$ となる単元 $\epsilon\in O_{F}^{\mathrm{x}}$ と有理数 $x\in \mathrm{Q}$ が取れる. よって
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$\log_{p}(_{\mathit{9}\kappa/p(\mathrm{i}\mathrm{d},\tau;\{v_{j}\},\{a_{\mu}\mathfrak{p}_{F}\})}\mathit{9}KF(\mathrm{i}\mathrm{d}arrow^{Tj}\{v_{j}\}\{\alpha_{\mu}\}))=x\log_{p}(\epsilon)$ と置けば well-defined である. また式 (26) の右辺は

$\{v_{j}\},$ $\{\alpha_{\mu}\}$ の選び方や $\{\Pi_{\mathfrak{g}}\}$ (Notationの所で $\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g},$ $\log_{p}$ の定義の為に選んだ) の取り方によ
らない事が示せる,

Remark. 実は予想式の左辺 $(= \frac{1}{2}\log_{p}((\frac{\mathfrak{p}}{\mathfrak{p}}K)^{\tau^{-1}}))\rho K$ は cohomolo訂の COmp8r色 on 狛 omor-

phism から定まる $\mu$-adic period と呼ばれる値を用いて書き表すことができる. これは

CM-period の p進類似物である. この表現を用いることにより我々の主予想は 7p-adic pe-
riod と $\Psi$adic absolute CM-period の関係式だと見ることができ, 吉田氏の予想 (22) の $P$

進類似を得たことになる. なお $p- \mathrm{a}_{\mathfrak{l}}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c}$ period との関係式だと見ると” $\mathrm{p}_{F}$ が $K/F$ で完全分
解する” という条件なしに定式化できる. 実際 $P_{P},\kappa$ を CM-period symbol と同様に p-ex3ic
period を分解して定めたものとする (値域は $B_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\epsilon}$ と書かれるある巨大な環である). この

時, 虚数乗法論を用いることにより $\tau\in J_{K}$ に対して次を示せる.

(27) $\log_{p}(p_{p},\kappa(\mathrm{i}\mathrm{d},\tau)^{1-\varphi^{\int_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}}}}’\cdot)K=\frac{1}{2}\mathrm{I}\mathrm{o}\mathrm{g}_{p}((\frac{\mathfrak{p}_{K}^{\rho}}{\mathfrak{p}_{K}})^{\tau^{-1}})$ .

ただし藤イデァ’ は素イデアルの次数を表し $\varphi_{\mathrm{c}\mathrm{r}1\S}$ は $B_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}$ へ作用する絶対フロベニウスであ
る. よって主予想 (26) は次の形へ拡張されることを期待する. 鞭が $K$ で完全分解しない

時は

(28) $\log_{p}(p_{p,K}(\mathrm{i}\mathrm{d},\tau)^{1-\varphi_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{I}\cdot)}^{fff}}’\equiv lg_{p,K/F}(\mathrm{i}\mathrm{d},\tau)$ mod $\mathrm{Q}\log_{p}(\tilde{K}^{\mathrm{x}})$ ?

この式こそが本当の意味での吉田予想の $P$進類似である.

5. Stark’s conjecture in the flrst order zero caee.

$K/F$ は abelian extension とし $G=\mathrm{G}\mathrm{a}\mathrm{J}(K/F)$ と置く. $S$ を $F$ の placeの有限集合とし,
$|S|\geq \mathit{2}$ で $S$ は全ての infinlte place及び全ての ramified place を含んでいると仮定してお
く. 更に–つ place $v_{0}\in S$ を取り, これが $K/F$で完全分解しているとする. この場合 Stark
conjecture は次の様にかける.

Conjecture. (Staxk. [St3]) $v_{\mathit{0}}$ を割る任意の $K$ の place $\omega$ に対して次の性質を満たす単
元 $\epsilon\in K$ が存在する.

(29) \epsilon は $\{$

$S$-unit $|S|=2$ の時,
$v_{0^{-}}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}$ $|S|>2$ の時.

$\sigma\in G$ に対して

(30) $\log(||\epsilon^{\sigma}||_{\omega})=-w_{K}\zeta_{S}’(0, \sigma)$ .
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ここで $w_{K}:=\#$ { roots of unity $\in K$ }. また $\zeta_{S}(s, \sigma):=\sum$
。

$N(a)^{-s}$ , ただし $a$ につい

ての和は $S$ に含まれる舳 ite place 全てと互いに素な正イデアル $a$ で, Artin map での
像が $\sigma$ と –致するもの全体を走る. また complex, real, finite place $\omega$ に対してそれぞれ
$||x||_{\omega}:=|x|_{\infty}^{2}$ , 国。’ $N(\omega)^{-\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{\omega}(x)}$ と置いた.

6. Gross’ conjecture.

記号は \S 5と同じとする. 更に $F$ は総実体, $K$ は CM 体, $S$ は $(p)$ を割る全ての place を
含んでいるとし, $v_{\mathit{0}}=\mathfrak{p}_{F}$ と仮定しておく. この状況で $v_{0}$-unit $\epsilon\in K$ と正整数 $M$ が存在

し, 任意の $\sigma\in G$ に対して次を満たす.

(31) $\log(||\epsilon^{\sigma}||_{\theta\kappa})=-M\zeta_{S}’(0,\sigma)$.

つまり Stark conjecture はこの場合は $M=w_{K}$ を言うのみである. 今 $M$ を圏嚇すると条
件 (31) を満たす $v_{0}\cdot \mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\epsilon$は 1のべき乗根倍を除いて–意に定まる.

Conjecture. (Gross [Gr].) $F,$ $K,$ $S,$ $\epsilon,$
$M$ は上と同じとする この時 $\sigma\in G=\mathrm{G}\mathrm{a}1(K/F)$

に対して

(32) $10\Re(N_{K_{K}/\mathrm{Q}_{\mathrm{p}}},(\epsilon^{\theta}))=-\mathrm{A}f\zeta_{p,S}’(0, \sigma)$ .

ただし $\zeta_{P},s(s, \sigma)$ は $P$-adic partial $\zeta$-function であり $\zeta s(s, \sigma)$ の $P$進補完函数として定めら
れる. これは $s=0$ で $P$進解析的である. また $K_{\mathfrak{p}_{K}}$ は $K$ の敗における完備化とした.

実は我々の予想 (26) は Gross conjecture (32) を細分したものだと見れる. 即ち次が成り
立つ.

Theorem. (Kaehio-Yoshida.) 我々の予想 (26) が正しければ Gross conjecture (32) は
正しい.

Proof. $S$ は最小の集合として示せば十分である つまり $S$ は rami丘 ed place, i皿 nite

place, $(p)$ 上の place全体の和集合とする. この時 Gross conjecture は次と同値.

$\forall_{\chi\in\hat{G}_{-}},$ $\frac{\sum_{\sigma\in J_{P}}\sum_{\mathrm{c}\in C_{1_{\chi}(\mathrm{p})_{0}}}\chi(\mathrm{c})X_{p}^{\sigma}(\mathrm{c})}{L(0,\chi)}=\frac{\prod_{\mathrm{p}1(p),\mathfrak{p}\neq \mathfrak{p}_{F}}(1-\chi(\mathfrak{p}))}{2}$

(33)
$\mathrm{x}\sum_{\tau\in G}\chi(\tau)\log_{\mathrm{p}}(N_{K_{K}/\mathrm{Q}_{\mathrm{p}}},((\frac{\mathfrak{p}_{K}^{\rho}}{\mathfrak{p}_{K}})^{r}))$ .

また我々の予想は次と同値.
(34)

$\forall_{\chi\in\hat{G}_{-}},‘\frac{\sum_{\in c_{\mathrm{t}\mathrm{x}^{\mathfrak{p}_{F}}}}\chi(\mathrm{c})X_{p}(\mathrm{c})}{L(0,\chi)}=‘\frac{[\sum_{\in c_{\mathrm{f}\chi’ p}}\chi(\mathrm{c})X(\mathrm{c})]_{p}}{L(0,\chi)}+\frac{1}{2}\sum_{\tau\in G}\chi(\tau)1o\mathrm{g}_{p}((\frac{\mathfrak{p}_{K}^{\rho}}{\mathfrak{p}_{K}})^{\tau})$.
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ただし記号 $[]_{p}$の定義は次の通り. $\sum_{\mathrm{c}\in c_{\mathrm{f}\chi \mathrm{r}_{F}}}\chi(\mathrm{c})X(\mathrm{c})=\sum_{\mathrm{t}}\alpha_{i}\log(\beta_{1})$
となる代数的数 $\alpha_{i},$

$\beta_{1}$

$\alpha_{i},$

$\beta_{1}\text{の取^{}\vee}\text{り}X\mathrm{t}^{}’\cdot \text{よら}f_{\mathit{1}\mathrm{A}^{\mathrm{a}}}\delta^{\grave{\grave{\mathrm{a}}}}\text{取}\mathcal{X}\iota \text{る_{}}kl^{\}}\overline{/\mathrm{r}}\cdot\#\text{る}X$

.
$’ \supset \text{て}[\sum_{(33}c\epsilon c_{\mathrm{f}p\chi}\chi(\mathrm{c})X(\mathrm{c})]_{p}2\text{式},34)\text{を比}\wedge^{*\gamma_{\llcorner}\text{時}}$,:イデア $J\mathrm{s}\text{類群の}\not\in t^{\mathrm{a}}"\S I\text{るこ^{}\vee}:^{\log\beta_{i})\text{するれ}l\mathrm{h}}\text{と定義_{}f\text{と}|^{\vee \mathrm{o}\mathrm{e}}}\cdot\backslash$

目しよう. 次の Lemma を準備する.

Lemma. $\mathrm{f}$ を整イデアル, $\mathfrak{p}$ 素イデアル, $\chi$ を $C_{\mathrm{f}}$ の指標とし, $\sigma\in J_{F}$ とする. 更に

$(\mathrm{f},\mathfrak{p})=1$ を仮定しておく. すると次が成り立つ.

(35)

$‘ \sum_{\epsilon c_{\mathrm{t}}},$

$\chi(\mathrm{c})X^{\sigma}(\mathrm{c};\{v_{j}\}, \{\alpha_{\mu}\})=‘\sum_{\epsilon c_{\mathrm{f}}}\chi(\mathrm{c})X^{\sigma}(\mathrm{c};\{v_{j}\}, \{a_{\mu}\mathfrak{p}\})-\chi(\mathfrak{p})‘\sum_{\epsilon C_{1}}\chi(\mathrm{c})X^{\sigma}(\mathrm{c};\{v_{j}\}, \{a_{\mu}\})$

$+ \chi(\mathfrak{p})\prod_{\iota \mathrm{I}\mathrm{f}}(1-\chi(\mathrm{q}))L(0, \chi)$
.

更に $\mathfrak{p}_{F^{\sigma}}$ が $\mathrm{f}^{\sigma}$ を割ると仮定すると

(36)

$\sum_{\mathrm{c}\epsilon c_{\mathrm{f}}},$

$\chi(\mathrm{c})X_{\mathrm{p}}^{\sigma}(\mathrm{c};\{v_{j}\}, \{a_{\mu}\})=‘\sum_{\in c,}\chi(\mathrm{c})X_{p}^{\sigma}(\mathrm{c};\{v_{j}\}, \{a_{\mu}\mathfrak{p}\})-\chi(\mathfrak{p})\sum_{\mathrm{c}\epsilon C_{f}}\chi(\mathrm{c})X_{p}^{\sigma}(\mathrm{c};\{v_{j}\}, \{\alpha_{\mu}\})$

$+ \chi(\mathfrak{p})\prod_{\tau \mathrm{I}\mathrm{f}}(1-\chi(\eta))L(0, \chi)$
.

定理の証明に戻る. この Lemma と仮定 (34) により, $(\mathfrak{p}_{F})^{\sigma}=\mathfrak{p}_{F^{\sigma}}$ を満たす $\sigma\in G$ に対

して

$‘ \frac{\sum_{\epsilon c_{1_{\chi}(\mathrm{p})0}}\chi(\mathrm{c})X_{\mathrm{p}}^{\sigma}(\mathrm{c})}{L(0,\chi)}=‘\frac{[\sum_{\epsilon c_{\mathrm{f}_{\mathrm{X}^{(\mathrm{p})\mathrm{Q}}}}}\chi(\mathrm{c})X^{\sigma}(\mathrm{c})]_{p}}{L(0,\chi)}$

(37)
$+ \frac{\prod_{\mathfrak{p}1[\mathrm{r}),\mathfrak{p}\neq \mathfrak{p}_{F}}(1-\chi(\mathfrak{p}))}{2}\sum_{\tau\in G}\chi(\tau)\log_{\mathrm{p}}((\frac{\mathfrak{p}^{\rho}}{\mathfrak{p}})^{\tau\sigma})$ .

$(\mathfrak{p}_{F})^{\sigma}\neq \mathfrak{p}_{F^{\sigma}}$ の場合には

(38) $\frac{\sum_{\mathrm{c}\in C_{\mathrm{f}\chi(\mathrm{p})_{\mathrm{Q}}}}\chi(\mathrm{c})X_{p}^{\sigma}(\mathrm{c})}{L(0,\chi)}=$

.
$‘ \frac{[\sum\epsilon C_{\mathrm{f}_{\chi}()_{0}}\chi(\mathrm{c})X^{\sigma}(\mathrm{c})]_{p}}{L(0,\chi)},$ .

また

(39) $\frac{[\sum_{\sigma\epsilon J_{F}}\sum_{\mathrm{t}\epsilon c_{t_{x^{(\mathrm{p})_{0}}}}}\chi(\mathrm{c})X^{\sigma}(\mathfrak{c})]_{p}}{L(0,\chi)}=\frac{(\prod_{\mathfrak{p}1(p),\mathfrak{p}\neq \mathfrak{p}_{F}}(1-\chi(\mathfrak{p})))L(0,\chi)\log_{\mathrm{p}}(p)}{L(0,\chi)}=0$

が成り立つので Gross予想の式を導ける. 口

Remark. 証明中の式 $(33, 34)$ を見比べる事により, Gross予想と我々の予想が同値で
あるのは $r(\chi):=\#\{\mathfrak{p}|(p), \chi(\mathfrak{p})=1\}=1$ かつ $K_{\mathfrak{p}_{K}}=\mathrm{Q}_{p}$ が成り立つときのみであること
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が分かる. 更に $r(\chi)>1$ の場合は Gross予想は $L_{p}’(0, \chi\omega)=0$ を言うのみであり (これは

corollary (19) で既に示してある), $X_{p}(\mathrm{c})$ や $lg_{p},K/F(\mathrm{i}\mathrm{d}, \tau)$ の値に対してはなんら言及して
いない. もちろん我々の予想式はこれらの場合にも適用される. .

Remark. 式 (34) を更に変形して我々の予想は次のように言い換えられる. $\tau\in G$ に対

して

(40) ... $\frac{1}{w_{K}}1o\mathrm{g}_{p}((\mathfrak{p}_{\kappa^{\sigma\epsilon c^{w_{K}\zeta(0,\sigma)\sigma^{-1}}}}^{\Sigma})^{\tau})=X_{p}(\tau, \mathrm{f}\mathrm{i}_{\mathrm{f}/F}\mathfrak{p}_{F})-[X(\tau,$
$\mathrm{f}_{K/F}\mathrm{P}^{p)]_{p}}\cdot$

但し $\mathrm{f}\kappa/F$ はアーベル拡大 $K/F$ の conductor とし, $\sigma_{\mathrm{c}}$ は $\mathrm{c}$ の Artin 写像による $G$ での像と
$\text{し},$ $X( \tau, \int_{K/F}\mathfrak{p}_{F})$ (resp. $X_{\mathrm{p}}(\tau,\mathrm{f}_{K/F}\mathfrak{p}_{F})$) $:= \sum_{\epsilon C_{\mathrm{f}_{K/F}bp},\sigma_{*}=\tau}‘ X(c)$ (resp. $X_{p}(\mathrm{c})$ ), $\zeta(s, \tau)=$

$\sum_{\epsilon C_{\mathrm{f}}..,.’\sigma=\tau}" N(a)^{-\epsilon}$
と定義した なお Bruner-Stark conjecture [Ta] によれば正イデアル

$\mathfrak{p}_{K}^{\Sigma w_{K}\zeta(0,\sigma)\sigma^{-1}}\sigma 6G$は単項イデアルとなっているはずである.

7. The construction of class flelds.

類体論により, 代数体 $F$の情報から任意のアーベル拡大体 (類体)Kに対して Galois group
$G:=\mathrm{G}\mathrm{a}1(K/F)$ やその拡大における素イデアルの分解の様子などを調べることが出来る.
しかし”類体 K それ自身を構成することが出来るのか?” という問題が発生する. もしく

は”拡大 $K/F$ を定義する多項式 $f(X)\in F[X]$ を構成できるか?” と言い直してもよい. 実

は我々の予想を仮定すると, この問題は総実代数体 $F$及びその童体 $K$ で CM体であるも
のに対して是定的に解ける. 以下この章では我々の予想式を仮定した上で拡大 $K/F$ を定

義する多項式 $f(X)$ の構成方法を紹介する. $F$ を総実体, $K$ をその類体で CM体となるも
のとする. 以下の手順でこの拡大を定義する多項式 $f(X)$ を得ることが出来る.

1. 素イデアル $\mathfrak{p}\subset O_{F}$ で $K/F$ において完全分解するものを–つ選び素数 $P$ をイデアル

$\mathfrak{p}\cap \mathrm{Z}$ の正の生成元とする. 更に $F$ の埋め込みを伽 $=\mathfrak{p}$ となるように固定しておく.

2. 予想式 (40) により, 正整数 $N$ が存在し

(41) $z_{0:=\exp_{p}(N(X_{p}(\mathrm{i}\mathrm{d},\mathrm{f}_{K/p\mathfrak{p}_{p)-[X(\mathrm{i}\mathrm{d},\int_{K/F}\mathfrak{p}_{F})|_{\mathrm{p}}))=\Pi_{\mathfrak{p}\kappa}}}}-\Sigma\sigma\epsilon \mathit{0}\neq_{\kappa^{-\zeta(0,\sigma\rangle\sigma^{-1}}}\epsilon K$.

ここで $\Pi_{\mathrm{P}K}$ は単項イデプル $(\mathfrak{p}_{K})^{h_{K}}$ の生成元, $h_{K}$ は $K$ の類数とした. 元 $z0$ は $\mathrm{C}_{P}$ の中で

数値的に近似計算できる. 更に正整数 $M$ を

(42) $z:=p^{M}z_{0}\in O_{K}$

となるように取る. この時 $K=F(z)$ . なお各 $z^{\tau}(\tau\in G)$ も式 (40) により計算できる. よっ

て多項式

(43) $f(X):=X^{|G|}+ \alpha_{|G\{-1}X^{|G|-1}+\cdots+\alpha_{1}X+\alpha_{0}:=\prod_{\tau\in G}(X-z^{\tau})\in O_{F}[X]$
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を定義すると, これが我々の求めるものである.
3. 近似的に各係数 $\alpha_{i}$ は計算でき, $f(X)$ を表すことができる. しかしこれだけでは正確

に頭体を構成したことにはならない. 例えば $X^{2}+1$ と $X^{2}+1-p^{1\infty 0}$ は $P$進位相で非常に

近いものであるが, それぞれの定義する拡大体は $\mathrm{Q}(i)\neq \mathrm{Q}(\sqrt{p^{1000}-1})\subset \mathrm{R}$ となり –致

しない. しかしこの問題は次のように解決できる. 任意の $\sigma\in J_{K}$ に対して $|z^{\sigma}|_{\infty}=p^{M}$ な

ので $\alpha_{1}$
. の各無限素点での絶対値は上から押さえられる. そのような $O_{F}$ の元は有限個なの

で我々は $\alpha_{\mathrm{t}}\in O_{F}$ を確定させることが出来る. 即ち $f(X)$ を得ることができた.

Examples. $F:=\mathrm{Q}(\sqrt{35})$ とする. この時, 類数 $h_{F}=2$ , 狭義類数 $h_{F,\text{。}}=4$ なので $F$ 上

4次の類体 $K$ で Galois group $\mathrm{G}\mathrm{a}1(K/F)$ が狭義イデアル類群 $C_{(1)}$ と –致するのものが取

れる. この $K$ は CM体となる. この夙 $K$ に対して上記の手法を試してみる. $p=3$ を取る

と, $F$ まで remain prime であり $K/F$ で完全分解している. この時

(44) $f(X)=X^{4}-2X^{3}-3^{2}*149X^{2}+3^{6}*2X+3^{12}$

を得る. $f(X)\text{が}K/F\text{を定義する多項式であることは分岐を翻べれば簡単に分かる}$ .
次に $F:=\mathrm{Q}(\sqrt{79})$ としよう. すると $h_{F}=3,$ $h_{F,0}=6$. 同様に類体 $K$ で $\mathrm{G}\mathrm{a}1(K/F)\underline{\simeq}$

$C_{(1)}$ となるものを構成する. $p=11$ とする. これも $F$ まで remain primeであり $K/F$では

完全分解している. 得られる多項式は

$f(X)=X^{6}+23684126X^{6}+11^{6}$ *38858607$X^{4}-11^{12}*1575649852X^{3}$

(45)
$+11^{20}*38858607X^{2}+11^{28}*23684126X+11^{42}$ .

多少複雑ではあるが, $f(X)$ が $K/F$ を定義している事も示せる.

Remark. よく知られているように, Stark予想や Gross 予想を用いても同様の手法で
団体の構成へ応用することができる. 総実体 $F$ を固定し, これらの手法による剛体構成を
比較しておこう.

1. 我々の予想式を用いた構成方法は $F$ の類体で CM体であるもの全てを構成できる.
2. Stark予想を仮定する. この場合, $F$ の詩体 $K$ で, $F$ の real placeが–つだけが完全分

解している場合にのみ, その単元を得ることができる. つまり $K$ が CM体であればこの手
法は上手く働かない. (ただし幾つかの草体の合成を用いることにより CM体の構成が可
能な場合もある)

3. Gross予想を仮定する. $\zeta_{p,S}’(0,\sigma)$ が消えると自明な元しか得られないので”素数 $P$ を

割る $\mathit{0}_{F}$ の素イデアルの内ただ–つが $K/F$で完全分解する” という条件が, 体 $K$ の構成に

必要となる. この様な $P$ は常に取れるわけではない. 例えば

(46) $F:=\mathrm{Q}(\sqrt{5}, \sqrt{29}),$
$K:=\mathrm{Q}(\sqrt{4\pm\sqrt{5}}i, \sqrt{6\pm\sqrt{29}}i)$

としてみる. すると $K$ は $F$ の真の部分体 $(\mathrm{Q}, \mathrm{Q}(\sqrt{5}),$ $\mathrm{Q}(\sqrt{29}),$ $\mathrm{Q}(\sqrt{5*29}))$ 上はアーベ

ル拡大ではなく, それらの体上では類体として構成することは出来ない. また $K$ は $\mathrm{Q}$ 上

96



normalであるので素数 $p$ で上記の条件を満たすものは $F/\mathrm{Q}$ で分解してはならない. 更に
$F/\mathrm{Q}$ は cyclic では無いので $F$ で remain prime ではあり得ない. つまり $P$ は分岐している

はずであり, $p=5$ か 29しか取れない. (5) は $\mathrm{Q}(\sqrt{29})/\mathrm{Q}$ で分解し, (29) は Q(而)/Q で分
解している. よって条件を満たす素数は存在せず, Gross予想を用いた場合 $K$ は構成でき
ない.

これらの比較から, 総実体上の類体構成という観点において, 我々の手法の優位性が見
受けられる.
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