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一般に下積を非可換化しようという話しではなく、 群の非可換無限
積、 つまり、 自由積の無限化と準同型写像と関係した話しである。 以
下 $B_{i}(i\in I)$ を群とする。 また $F\Subset I$ は $F$ が $I$ の有限部分集合であ
ることを意味する。
普通の積を、可換な場合の積と呼ぶが、 それを

$\Pi_{i\in I}B_{i}=\lim_{arrow}(\Pi_{i\in F}B_{i},p_{FG} : F\subseteq G\Subset I)$

と見ることにより、群の自由積は

$\lim_{arrow}(*_{i\in F}B_{i},p_{FG} : F\subseteq G\subset\subset I)$

のように無限化することができる (Higman [7])。 Higman はこの群を
unrestricted ffee product と呼んでいる。 この群は位相幾何では shape
group と呼ばれる群に対応する。 その部分群

$\mathrm{x}_{i\in I}B_{i}=\bigcap_{F_{0}\Subset I}*_{i\in F_{0}}B_{i}*\lim_{arrow}(*_{i\in F}B_{i},p_{FG} : F\subseteq G\subset\subset I\backslash F_{0})$

は、 $I$ が可算の場合、基本当に対応する。非可算の場合、Crnon-Conner[l]
の Big fundamental group に対応する。 この群の要素は無限語と関係
し、 $I$ が非可算の場合でも可算サポートをもつ部分群が基本群に対応
する [4]。 とくに、 $\mathrm{x}_{n<\omega}\mathbb{Z}$ は Hawaiian Earring の基本群となる。
可換の積の場合準同型写像を考えると有限個の可算完備 ultrafilter

$\mathcal{U}_{1},$ $\cdots$ ,偽が存在して、

$\Pi_{i\in I}B_{i}$ – $\mathbb{Z}$

I $\nearrow$

$\Pi_{i\in I}B_{i}/\mathcal{U}_{1}\oplus\cdots\oplus\Pi_{i\in I}B_{i}/\mathcal{U}_{n}$

となる [6]。念のため書いておくが、これは準同型写像の行く先が slender
群といわれる群のときにのみ成立することで、 自明なことではない。

$F= \{X|\exists X_{i}(X_{i}\in \mathcal{U}_{i}\ \bigcup_{i=1}^{n}X_{i}\subseteq X)\}$

とおけば、

$\Pi_{i\in I}B_{i}/\mathcal{U}_{1}\oplus\cdots\oplus\Pi_{i\in I}B_{i}/\mathcal{U}_{n}=\Pi_{i\in I}B_{i}/\mathcal{F}$
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となる。 $I$ の濃度は最小の可測濃度未満であるならば、必は princi-
pal 丘 lter となり、 有限集合 $\{i_{1}, \cdots, i_{n}\}$ が存在し、 $F=\{X\subseteq I$ :
$\{i_{1}, \cdots)i_{n}\}\subseteq X\}$ となるので

$\Pi_{i\in I}B_{i}/F=B_{i_{1}}\oplus\cdots\oplus B_{i_{n}}$

が成立する。 この非可換化が成立して

$\lim_{arrow}(*_{i\in F}B_{i},p_{FG}\downarrow : F\subseteq G\Subset I)$ $\nearrow-$

$\mathbb{Z}$

$\lim_{arrow}(*_{i\in F}B_{i},p_{FG} : F\subseteq G\Subset I)/F$

が成立する [5]。 $I$ の濃度は最小の可測濃度未満であるならば、 $\mathcal{F}=$

$\{X\subseteq I:\{i_{1}, \cdots, i_{n}\}\subseteq X\}$ となるので、

$\lim_{arrow}(*_{i\in F}B_{i},p_{FG} : F\subseteq G\subset\subset I)/\mathcal{F}=B_{i_{1}}*\cdots*B_{i_{n}}$

となり、可換の場合と同じようにわかるやすい形となる。 しかし砿が
principal でない場合、$\lim_{arrow}(*_{i\in F}B_{i},p_{F}c:F\subseteq G\subset\subset I)/F$ は $\lim_{arrow}(*_{i\in F}B_{i},p_{FG}$

$F \subseteq G\subset\subset I)/\mathcal{U}_{1}*\cdots*\lim_{arrow}(*_{i\in F}B_{i},p_{FG} : F\subseteq G\subset\subset I)/\mathcal{U}_{n}$ とはならない
ので、複雑になる可能性が高い。 しかし、 まずは、 $n=1$ のとき、つま
り $F$ が ultraffiter $\mathcal{U}$ で、 $B_{i}=\mathbb{Z}_{i}\cong \mathbb{Z}$ のとき ‘ $\lim_{arrow}(*_{i\in F}B_{i},p_{FG}$ : $F\subseteq$

$G\subset\subset I)/F$ がどのようなものになるかを問題にすべきであろう。 ここ

では、 その問題を扱う。
たとえば、 $\mathcal{U}$ が $\kappa$ 上の normal ultraffiter であるならば X[\mbox{\boldmath $\kappa$}]n に

ついて

$X\in \mathcal{U}^{n}rightarrow\exists \mathrm{Y}\in \mathcal{U}([\mathrm{Y}]^{n}\subseteq X)$

で定義される ultrafilter がある。 このときは、

$\lim_{arrow}(*_{i\in F}\mathbb{Z}_{i},p_{FG} : F\subseteq G\subset\subset I)/\mathcal{U}$

$\cong$ { $x \in\lim_{arrow}(*_{i<n}\mathbb{Z}_{i},p_{n,n+1}$ : $n<\omega$ ) $|x$ is homogeneous}
となる、 ここで、 $x$ . が homogeneous であることの定義および先の説
明のため、 いくつかの notion の定義をする。 $F_{0}\subset\subset I$ について $p_{F_{0}}$ :
$\lim_{arrow}(*_{i\in F}\mathbb{Z}_{i},p_{FG} :F\subseteq G\subset\subset\omega)arrow*_{i\in p_{0}\mathbb{Z}_{i}}$ を projection とすれば
$p_{FG}\mathrm{o}p_{G}=p_{F}$ が成立する。 $F,$ $G\subset\subset\omega$ が $|F|=|G|$ であるとき $e_{FG}$ :
$Farrow G$ を順序同型写像とする。 $e_{FG}(a_{i})=a_{e_{FG}(i)}$ とすれば $e_{FG}$ は
$*_{n\in F}\mathbb{Z}_{n}$ 上の同型写像に拡大される。 $F,$ $G\subset\subset\omega$ で $|F|=|G|$ であると
きつねに、 $e_{FG}(p_{F}(x))=p_{G}(x)$ が成立するとき $x$ を homogeneous と
呼ぶ。

$\lim_{arrow}(*_{i<n}\mathbb{Z}_{i},p_{n,n+1} :n<\omega)$ とくに、 埼<\mbox{\boldmath $\omega$}Zi に homogeneous な要素
が $2^{\aleph_{0}}$ ある。 つまり、 $\mathcal{U}^{n}$ がすべて ultrafilter となるような ultraffiter

$\mathcal{U}$ に対しては、 $\lim_{arrow}(*_{i\in F}\mathbb{Z}_{i,PFc:F}\subseteq G\subset\subset\kappa)/\mathcal{U}$ の濃度は $2^{\mathrm{N}_{0}}$ となる。
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可換のとき常に、 $\mathbb{Z}$ と同型になるという状況であるのに対し、非可換
の場合これとは全く異なる状況である。 一般に principal でないとき、
非可換の場合には $\mathbb{Z}$ と同型にならないということが成立すると思って
いるが、 よくわからない。 もっと強く、「上記の $\mathcal{U}^{n}$ が ultrafilter とな
らないときには $\lim_{arrow}(*_{i\in F}\mathbb{Z}_{i},p_{FG} : F\subseteq G\Subset\kappa)/\mathcal{U}$ の濃度が $\kappa$ 以上にな

る」 という予想をしている。 (これが問題 1)
2番目の問題は、上に書いた Big fundamental group との関係の問

題で、非可換超積と直接は関係はないが、素直な問題なのでここに、書
いておく。

$L$ を compact, connected, densely, linearly odered set とする ( $L$ は

順序位相で考えている)。 このとき、 $L\cross L$ は丘 xed point property を
もつか? $L$ が可分のときは、単位区間となるから、 これは、 Brouwer
の不動点定理として有名。問題は–般に、成立するということ。
残りのところに、 homogeneous elements が $2^{\aleph_{0}}$ あることの証明を

書く。
$\aleph<\omega i\mathbb{Z}$ に homogeneous な要素が $2^{\aleph 0}$ あることを示すので、 $\mathcal{U}^{n}$ がす

べて ultrafilter となるような ultrffilter $\mathcal{U}$ に対しては、 $\mathrm{x}_{t<\kappa}\mathbb{Z}_{i}/\mathcal{U}$ の濃
度が $2^{\mathrm{N}_{0}}$ あることになる。
与えられた語 $W$ に対して $W_{n}$ を $\overline{W_{n}}=\overline{W}$ で $W(\alpha)$ =a野のとき

$W_{n}(\alpha)=a_{i+n}^{m}$ と定義する。 そして

$V\equiv W_{0}a_{0}W_{0}^{-}W_{1}a_{1}W_{1}^{-}\cdots W_{n-1}a_{n-1}W_{n-1}^{-}W_{n}a_{n}W_{n}^{-}\cdots$

とする。
$\overline{W}$ を有理数全体の順序とし $W$ が既約であれば $W_{n-1}^{-}W_{n}^{-}$ も既約と

なり、 それにより、 $V$ も既約である。 $F=\{n_{0}, \cdots, n_{k}\}$ (ただし $n_{0}<$

. . . $<n_{k}$ ) とする。 $F$ が $n$ を含まなければ $pp(W_{n}a_{n}W_{n}^{-})=e$ であるこ
とに注意すると

$p_{F}(V)=W_{n\mathrm{o}}a_{n0}W_{n_{0}}^{-}W_{n_{1}}a_{n_{1}}W_{n_{1}}^{-}\cdots W_{n_{k-1}}a_{n_{k-1}}W_{n_{k-1}}^{-}W_{n_{k}}a_{n_{\mathrm{k}}}W_{a_{n_{k}}}^{-}$ .

が成立することがわかる。 (右辺が既約語であるとは限らないことは注
意すべきである。 )

$V$ が homogeneous element を定義していることは、 $e_{FG}(p_{F}(V))=$

$p_{G}(V)$ をチェックすればよいが、 それは上式から明らかである。 -方
$\overline{W}$ が有理数全体の順序となる既約語 $W$ は $2^{\aleph_{0}}$ あるので $\mathrm{x}_{n<\omega}\mathbb{Z}_{n}$ の

homogeneous elements も $2^{\aleph_{0}}$ ある。
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