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本稿では, Coxeter系の境界の極小性に関する最近の結果を紹介する. まず, よ

り –般の場合である CAT(0)群の境界の極小性およびある稠密集合に関する未解
決問題を紹介し, その後, Coxeter系の境界の場合に関して述べる.

\S 1 CAT(O) 群の境界の稠密集合について

非正曲率を持つ測地線空間として CAT(0) 空間が定義される. CAT(O) 空間 $X$

およびその境界 $\partial X$ の定義および詳細は [4] を参照されたい. CAT(0) 空間 $X$ 上

に幾何学的に (proper, cocompact, isometry に) 作用する群 $\Gamma$ を CAT(O) 群とよ
ぶ. CAT(0) 群とその境界に関して, 以下のような未解決問題がある.

Question 1. Suppose that a group $\Gamma$ acts geometrically on a CAT(0) space $X$ .
Is it the case that the set $\{\gamma^{\infty}|\gamma\in\Gamma, o(\gamma)=\infty\}$ is dense in the boundary $\partial X$?

ここで, \mbox{\boldmath $\gamma$}\infty 。は, 境界 $\partial X$ 上の点で, $\{\gamma^{i}x_{0}\}_{i}$ の収束先である ($x_{0}\in X$ の取り方

によらない).
CAT(0) 群 $\Gamma$ の CAT(0) 空間 $X$ 上への作用は, 境界 $\partial X$ 上の作用を自然に導く.

境界 $\partial X$ が極小 (minimal) であるとは, この作用による任意の軌道が境界上で稠
密となることをいう. ここで, hyperbolic の場合には常に境界は極小になるのだ

が, 一般には, 境界は極小とならない場合がある. そこで, 「いつ境界は極小とな

るのか?」 という問題が提起される.

Question 1と CAT(0)群の境界の極小性に関して, 以下が成り立つ.

Proposition 2 ([17]). Suppose that a group $\Gamma$ acts geometrically on a CAT(0)

space X. If the boundary $\partial X$ is minimal, then the set $\{\gamma^{\infty}|\gamma\in\Gamma, o(\gamma)=\infty\}$ is

dense in $\partial X$ .
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また, 境界の非極小性に関しては, CAT(O) 空間の splitting theorem ([19], [16])
から以下を得る.

Theorem 3 ([17]). Suppose that a group $\Gamma$ acts geometrically on a CAT(0) space
X. If $\Gamma$ contains a subgroup $\Gamma_{1}\cross\Gamma_{2}$ of finite index such that $\Gamma_{1}$ and $\Gamma_{2}$ are
infinite, then the boundary $\partial X$ is not minimal.

この定理の逆として次の問題が提起される.

Question 4. Suppose that a group $\Gamma$ acts geometrically on a CAT(0) space $X$ .
Is it the case that if $\Gamma$ does not contain a subgroup $\Gamma_{1}\cross\Gamma_{2}$ of finite index such
that $\Gamma_{1}$ and $\Gamma_{2}$ are infinite, then the boundary $\partial X$ is minimal?

この問題は, かなり強いことを述べているため, おそらく, 一般の場合には, そ
の答えは no であると思われる. この問題と先ほどの未解決問題の間には, 以下の
関係がある.

Theorem 5 ([17]). Question 4 contains Question 1.

すなわち, Question 4の答えが yes となる CAT(0) 群のクラスにおいては,
Question 1の解答も yes となる.

\S 2 COXETER系の境界の稠密集合について

特に Coxeter系とその境界の場合に関して述べる.
まず, Coxeter群および Coxeter 系の定義を与える. Coxeter群とは, 以下のよ

うに表せる群 $W$ をいう:

$\langle$ $S|(st)^{m(\iota,t)}=1$ for $s,$ $t\in S\rangle$ ,

ただし, $S$ は有限集合であり, $m:S\cross Sarrow \mathrm{N}\cup\{\infty\}$ は以下をみたす:

(i) $m(s,t)=m(t, s)$ for any $s,t\in S$ ,
(ii) $m(s, s)=1$ for any $s\in S$ , and
(iii) $m(s, t)\geq 2$ for any $s,$ $t\in S$ such that $s\neq t$ .

このとき, $(W, S)$ の組みを Coxeter 系とよぶ.

Coxeter 系 $(W, S)$ に対して, その Cayley graph を骨組みとして Davis com-
plex とよばれる CAT(0) 空間 $\Sigma(W, S)$ が定義される $([6],[7],[20])$ . Davis complex
$\Sigma(W, S)$ の境界 $\partial\Sigma(W, S)$ を $(W, S)$ の境界とよぶ. Coxeter群 $W$ は $\Sigma(W, S)$
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に自然に作用し, その作用は幾何学的なものである. すなわち, Coxeter 群 $W$ は

CAT(0)群である.

最近の研究の結果として, まず, Coxeter系 $(W, S)$ の境界が極小となるための代

数的な十分条件を得ている.

Theorem 6 $([13],[15],[17])$ . Let $(W, S)$ be a Coxeter system. Suppose that $W^{\{s\mathrm{o}\}}$

is quasi-dense in $W$ with respect to the word metric and $o(s_{0}i_{0})=\infty$ for some
$s_{0},$ $t_{0}\in S$ , where $o(s_{0}t_{0})$ is the order of $s_{0}t_{0}$ in W. Then for any $a\in\partial\Sigma(W, S)$ ,
the orbit $W\alpha$ is dense in $\partial\Sigma(W, S)$ , that is, $\partial\Sigma(W, S)$ is minimal.

ここで, $W^{\{s\mathrm{o}\}}$ は $W$ の部分集合で, $W$ の元を $S$ の最短の wordで表したときに
その word の最後が So となるものの集まりである また, “$W^{\{s_{0}\}}$ is quasi-dense in
$W$ with respect to the word metric” とは, $W$上に Wordの長さで距離を入れたと
きに, 部分集合 $W^{\{s_{0}\}}$ をある定数 $N>0$ だけ太らせることで $W$ を覆えるという

意味である. すなわち, 任意の $w\in W$ に対して, $v\in W^{\{s_{0}\}}$ で $d_{\ell}(w, v)\leq N$ とな

るものが存在する. ここで, $d_{\ell}(w, v)$ が word による距離である.

この定理は, まず [13] において, この定理の条件下である軌道が境界上で稠密

となることを証明し, その後, [15] および [17] において拡張を行い, 上述のように,

任意の軌道が境界上で稠密となる (すなわち境界が極小となる) ことを示した.

この定理の条件は, 非常に技術的な代数的な条件であるのだが, それほど厳し

いものではなく, 多くの Coxeter 系で成立する. しかし, 残念ながら, この定理の

条件は, 一般の Coxeter 系においては, 必要十分条件ではない. けれども, 最近の

研究の結果により, 加 ght-angled Coxeter系においてならば, これは必要十分条件

となることを得ている. 更に, Question 4を Coxeter群の場合に言い換えたとき,
「 $W_{1}\cross W_{2}$ という無限の群の積を指数有限の部分群として $W$ が含まなければ, そ

の境界は極小となるか?」 という問題に関しても, right-angled Coxeter 系では, こ

の答えが y\’e であることを得た. すなわち, 次の定理が成り立つ.

Theorem 7 ([17]). Let $(W, S)$ be a right-angled Coxeter system such that $W$ is

infinite. Then the follout$ng$ statements are equivalent.

(1) $\partial\Sigma(W, S)$ is minimal.
(2) $W_{\overline{S}}$ is irreducible.
(3) $W^{\{s_{0}\}}$ is quasi-dense in $W$ and $o(s_{0}t_{0})=\infty fo\mathrm{r}$ some $s_{0},t_{0}\in S$ .
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ここで, $W_{\overline{S}}$ とは $W$ の指数有限の parabolic部分群で最小のものであり ([10]),
これが既約であることと, $W$ が指数有限の部分群として無限の群の積を含まない

ことは同値である.
この定理および Theorem 5から, 次を得る.

Corollary 8 ([17]). For a right-angled Coxeter system $(W, S)$ , the set $\{w^{\infty}|w\in$

$W,$ $o(w)=\infty\}$ is dense in the boundary $\partial\Sigma(W, S)$ .

このように, right-angled Coxeter群の場合に関しては, 理想的な結果を得るこ
とができた. 今回の結果により, 前述の問題は, 一般の Coxeter系の場合に関して
も肯定的に解決できる可能性があるように思われる. 今後, より –般の場合に関
して取り組みたい.
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