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1 はじめに

本稿では, 非自励離散可積分系とパデ近似との関係について, これまでに知られている結果にく
わえ, Frobenius, Sfickelbergerおよび Thiele らによって提案された逆差分 (Reciprocal $differen\infty$ ) を
用いたパデ近似について考察する.

2 パデ近似と補間問題

本稿では主に多点パデ近似を扱うが, まず (1点)パデ近似の紹介からはじめる. 互いに素な $m$次
多項式 $Q_{m}(z;n)$ と $n$ 次多項式 $P_{n}(z;m)$ を用いて, 有理関数 $R^{[m/n]}(z)$ を

$R^{[m/n]}(z)= \frac{Q_{m}(z;n)}{P_{n}(z;m)}$

と表す. ここで, 解析関数 $f(z)$ と有理関数 $R^{[m/n]}(z)$ の点 $z0$ まわりでのテーラー展開の $m+n$ 次ま
での係数が等しいとき, すなわち

$f(z)-R^{[m/n]}(z)=O((z-z_{0})^{m+n+1})$

が成り立つとき, この有理関数 $R^{[m/n]}(z)$ を関数 $f(z)$ の点 $zo$ での (1点)パデ近似とよぶ $[1, 2]$ . この
パデ近似は, 展開の中心 $zo$ の近傍では関数 $f(z)$ のよい近似を与えるが, 中心 $zo$ から離れた点でよ
い近似を与える保証はない.
また, パデ補間ともよばれる多点パデ近似は, 点 $z_{k}.(k=0,1,2, \ldots)$ 上で関数 $f(z)$ の値が与えられ

ている場合,

$P_{n}(z_{k};m)f(z_{k})-Q_{m}(z_{k};n)=0$ $(k=0,1,2,\ldots,n+m)$ (1)

を満たす $P_{n}(z;m)$ と $Q_{m}(z;n)$ によって定まる有理関数 $R^{[m/n]}=Q_{m}(z;n)/P_{n}(z;m)$ で与えられる. これ
を関数 $f(z)$ の多点パデ近似とよび, 極限操作 $z\iotaarrow z0(k=0,1,2, \ldots,n+m)$ により, (1点)パデ近似
を得る. 以下では, 多点パデ近似について, $z$ の多項式 $P_{n}(z;m)$ の最高次数の係数を 1とし, 任意
の $n,m=0,1,\ldots$ に対して共通零点を持たない $P_{n}(z;m)$ と $Q_{m}(z;n)$ が存在することを仮定して議論を
進めていく.
パデ近似・補間では, 問題によって適切な $n,m$を選ぶ必要があり, 必要に応じて複数の有理関数
を求める必要がでてくる. 有理関数 $R^{[m/n]}(z)$ は, 連立方程式 (1) を解くことにより求めることがで
き, 行列式の比で表される. また, $(n,m)$ の組に対応して得られる有理関数の間でさまざまな関係
式の成り立つことが知られている. 本稿では, 一つの有理関数 $R^{[m/n]}(z)$ を格子 $(n,m)$ 上の点
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に対応づけて考えることにする. さらに, この有理関数の間の関係式を用いることで, パデ近似.
パデ補間を効率的に求めることができる. 以下では, 非自励離散可積分系と関連する多点パデ近似
の例をあげる.

1. $m+n$ の値を定数 $N$ に固定する. ここでの有理関数 $R^{[m/n]}(z)$ は, $(n,m)$ 格子の中の傾き $-1$ の

直線上の点に対応する.

このとき, $P_{-1}=0$ とすると $n=0,1,$ $\ldots,N-1$ に対して

$P_{n+1}(Zjm-1)+b_{N},{}_{n}P_{n}(z;m)+u_{N},{}_{n}P_{n-1}(z;m+1)=zP_{n}(z;m)$ (2)

が成り立つ. (2) は, 直交多項式のみたす 3項間漸化式と見なすことができ, 直交多項式の理
論における Christoffel変換および Geronimus 変換に相当する関係式

$P_{n}(z;m+1)=P_{n}(z;m)+B_{n}(m+1)P_{n-1}(z;m+1)$ (3)

$(z-z_{n+m})P_{n}(z;m-1)=P_{n+1}(z;m-1)+A_{n}(m)P_{n}(z;m)$ (4)

が成り立つ [3, 41. この関係式は, Frobenius 関係式とよばれ, $A_{n}(m),B_{\hslash}(m)$ は,

$R^{[m/n]}(k)= \gamma_{n}(m)\frac{\overline{Q}_{m}(z_{k};n)}{P_{n}(z_{k};m)}$ $k=0,1,2,\cdots,m+n$ (5)

$\overline{Q}_{m}=z^{m}+O(z^{m-1})$ $P_{n}=z^{n}+O(z^{n-1})$

で定まる筋 $(m)$ を用いて

$A_{n}(m)= \frac{\gamma_{\hslash}(m-1)}{\gamma_{n}(m)}$ , $B_{n}(m)= \frac{\gamma_{n}(m)}{\gamma_{n-1}(m)}$ (6)
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と表せる. Frobenius 関係式の両立条件から, 非自励離散戸田方程式

$u_{N,n}=A_{n}(m+1)B_{n}(m+1)=A_{n-1}(m+1)B_{n}(m)$ (7)

$b_{N,n}=A_{n}(m+1)+B_{n+1}(m)+z_{m+n+1}=A_{n}(m)+B_{n}(m)+z_{m+n}$ (8)

が得られる $[9, 14]$ .
2. 分子の次数 $m$ を固定する. このとき, $P_{-1}(z)=0$ とすると, $n=0,1,2,$ $\ldots$ に対して,

$P_{n+1}(z;m)-(z-z_{n+m+1}- \frac{\gamma_{m}}{\gamma_{n,m+1}}+\frac{\gamma_{nm}}{\gamma_{n-1,m}})P_{n}(z;m)+\frac{\gamma_{nm}}{\gamma_{n-1,m}}(z-x_{n+m})P_{n-1}(z;m)=0$

$m$

が成り立ち, これは, $Ismail- Masson[5]$ によって導入された $R_{J}$ 型多項式のみたす漸化式

$P_{n+1}(z)+(u_{n}z+v_{\hslash})P_{n}(z)+w_{n}(z-\alpha_{n})P_{n-1}(z)=0$

とみなすことができる. この $R_{J}$ 型多項式は,

$\tilde{P}_{n}(z)=\frac{A_{n}P_{n+1}(z)+B_{n}P_{n}(z)}{z-\lambda}$ (9)

$P_{n}(z)=\overline{P}_{n}(z)+C_{n}(z-\alpha_{n})\overline{P}_{n-1}(z)$ (10)

による $P_{n}(z)$ から $\tilde{P}_{n}(z;\lambda)$ への変換で, $\tilde{P}_{n}(z;\lambda)$ もまた $R$;型多項式になることが知られており,
(9) と (10) の両立条件から, $R_{l}$ 格子とよばれる非自励な離散可積分系

$(A_{n-1}^{f+1}C_{n}^{+1}-1)/A_{n}^{l+1}=(A_{n}^{t}C_{n+1}-1)/A_{n}^{t}$ (11)

$(\alpha_{n}A_{n-}^{t+1}{}_{1}C_{n}^{+1}-B_{n}^{t+1}-\lambda_{t+1})/A_{n}^{\prime+1}=(\alpha_{n+1}A_{n}^{t}C_{n+1}-B_{n}^{t}-\lambda_{t})/A_{n}^{t}$ (12)

$B_{n-\iota^{C_{n}’}}^{t+1+1}/A_{n}^{t+1}=B^{t}{}_{n}C_{n}^{t}/A_{n}^{t}$ (13)

が得られる [13]. ここで, $a_{n}$ と馬はそれぞれ $n$ と $t$ に関する任意関数である.

3. 分子の次数 $m$ と分母の次数 $n$ が, $m-1=n$の場合を考える. このとき, $\alpha_{1}=z_{2n-2},$ $\beta_{n}=z_{2n-1}$

とおき. $P_{-1}(z)=0$ とすると, $n=0,1,2,$ $\ldots$ に対して, $R_{I}$, 型多項式のみたす漸化式 [51

$P_{n+1}(z;n)+(u_{n}z-v_{n})P_{n}(z;n-1)-w_{n}(z-a_{n})(z-\beta_{n})P_{n-1}(z;n-2)=0$

が成り立つ. ここで, $u_{n},v_{n},w_{n}$ は, $\gamma_{n}(m)$ と $a_{n},$ $\beta_{n}$ を用いて表される.
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この $R_{\Pi}$ 型多項式は,

$\tilde{P}_{n}(z)=\frac{A_{n}P_{n+1}(z)+B_{n}(z-a_{n+1})P_{n}(z)}{z-\lambda}$ (14)

$P_{n}(z)=C_{n}\overline{P}_{n}(z)+D_{n}(z-\beta_{n-1})F_{n-1}(z)$ (15)

による $P_{n}(z)$ から瓦 $(z;\lambda)$ への変換で, $\tilde{P}_{n}(z;\lambda)$ もまた $R_{JJ}$ 型多項式になることが知られている.
(14) と (15) の両立条件から, $R_{lI}$ 格子とよばれる非自励な離散可積分系

$(B_{n}^{t+1}\sigma_{n}^{+1}A_{n}^{t+1},$ (16)

$(a_{n+t+2}B_{n}C_{n}+\beta_{n}A_{n-1}D_{n}’-\lambda_{t+1})/A_{n}^{t+1}\sigma_{n}^{+1}$

$=(\alpha_{n+t+1}B_{n}^{t}C_{n}+\beta_{n+1}A_{n}^{t}D_{n+1}^{t}-\lambda_{t})/A_{n}^{t}\sigma_{n+1}$ , (17)

$B_{n-1}^{t+1}D_{n}^{t+1}/A_{n}^{t+1}\sigma_{n}^{+1}=ff_{n}D_{n}^{t}/A_{n}^{t}\sigma_{n+1}$ (18)

が得られる $[10, 11]$ . ここで, $a_{n},\beta_{n}$ および馬は添字変数に関する任意関数である.

3 FST型パデ補間
Frobenius, $Stickerberger[3]$ と $Theile[12]$ による, $R^{[n/n]}$ と $R^{[n+1/n]}$ を効率的に求める手続きが知ら
れている. 本節では, この手続きに付随する非自励離散可積分系に関する最近の結果 [8] について
解説する. FST らは, 逆差分 (Reciprocal difference) :

$F_{1}(z)= \frac{z-a_{0}}{f(z)-f(a_{0})}$

$F_{n+1}( z)=\frac{z-a_{n}}{F_{n}(z)-F_{n}(a_{n})}$ $(n=1,2,\cdots)$

を用いることで, 関数 $f(z)$ の連分数表示を再帰的に計算し, $n$段目の連分数から有理関数 $F^{(n)}(z)$ :

$F^{(n)}(z)=f(a_{0})+ \frac{z-a_{0}}{F_{1}(a_{1})+\frac{z.-a_{1}}{F_{2}(a_{2})+\frac{z-a_{2}}{+_{\overline{F_{n}(a_{n})+0}}}}}=\frac{T_{n}^{(1)}(z)}{T_{n}(z)}$

が
$F^{(2n)}(z)=R^{[n/n]}(z)$ , $F^{(2n+1)}(z)=R^{[n+1/n]}(z)$
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となることを示した. この有理関数 $F^{(n)}(z)$ と分母に表れる多項式 $T_{n}(z)$ をそれぞれ FST有理関数,
FST多項式とよぶ.

$n$

FST多項式は 3項間漸化式

$T_{n+1}(z)=b_{n+1}T_{n}(z)+(z-a_{n})T_{n-1}(z)$

$T_{0}=1$ , $T_{1}=b_{1}$

をみたし, deg(T2n(z))=deg(へ+l $(z)$ ) $=n$ である.

$(z-\lambda_{t+1})T_{n}^{(t+1)}=A_{n}^{(t)}T_{n+1}^{(t)}+(z-a_{t+n+1})T_{n}^{(t)}$ (19)

$\tau_{n}^{(t)}=T_{n}(-A_{n}T_{n-1}$ (20)

による, $T_{n}^{(t)}(z)$ から $T_{n}^{(t+1)}(z;\lambda_{r})$ への変換で, $T_{n}^{(t+1)}(z;\lambda_{t})$ もまた FST多項式になることを示すこと
ができ, (19) と (20) の両立条件から, 非自励離散可積分系

$\frac{\mu_{t+1}-a_{n+t+}\iota-\sqrt{}^{+1\sqrt{}^{+1}}nn-1}{\sqrt{n}^{+1}}=\frac{\mu_{t}-a_{n+t_{n+1}}-\sqrt{n}\sqrt{}}{\sqrt{n}}$ (21)

を得ることができる. この離散系を FST格子とよぶ [8]. この FST格子 (21) は, 独立変数 $t$ と $n$ に

依存した 2つの任意パラメータ $\mu_{t}$ と $a_{n+}$, を有している.

FST格子と Mura型変換 FST格子と関係する離散系の例をあげる. まず $V_{n}^{(\iota)}=A_{n}^{(t)}A_{n+1}^{(r)}$ の従属
変数変換によって, 離散 Lotka-Volterra方程式を非自励化した方程式

$\frac{(\lambda_{+1}-a_{n+r+1}-V_{n-1}^{t+1})(\lambda_{t+1}-a_{n+l+2}-V_{n}^{t+1})}{V_{n}^{t+1}}=\frac{(\lambda_{t}-O_{\hslash+t+\iota-V_{n+1}^{t})(\lambda_{t}-a_{n+l}-V_{n}^{t})}}{V_{n}^{t}}$

が得られる [71. また, Miura型変換 $A_{n}^{(t)}=\epsilon_{n}^{(t+1)}-\epsilon_{n}^{(t)}$ を通じて $\epsilon$-algorithm を非自励化した方程式

$(\epsilon_{n}^{t+1}-\epsilon_{n}’)(\epsilon_{n-1}^{t+1}-\epsilon_{n+1}’)=\lambda,$ $-a_{n+t}$

も得られる [61. さらに,

$A_{n}’$ $= \frac{-\sqrt{2}\sqrt{2}n+1n}{\lambda_{t}-a_{2n+t+2_{n+1n}}-\sqrt{2}\sqrt{2}}$ , $\theta_{n}=\frac{4-a_{2n+l+2}}{\lambda_{t}-a_{2n+t+2_{n+1n}}-\sqrt{2}\sqrt{2}}$ ,

$C_{n}$ $= \frac{\lambda_{t}-a_{2n+t}}{\lambda_{t}-a_{2n+1_{n-1n}^{-\sqrt{2}\sqrt{2}}}}$ , $\theta_{n}=\frac{-\sqrt{2}\sqrt{2}n-1n}{\lambda_{t}-a,-\sqrt{2}\sqrt{2}}$
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によって, 前節とは少し異なるタイプの $R$, 格子が導かれる.

$(A_{n}^{t}\theta_{n+1}+B_{n}’C_{n}-1)/A_{n}^{t}C_{n+1}^{t}=(B_{n}^{t+1}C_{n}^{+1}+A_{n-1}^{\prime+1}D_{n}^{t+1}-1)/A_{n}^{t+1}C_{n}^{\prime+1}$ (22)

$(A_{n}^{t}\theta_{n+1}a_{2n+’+2}+B_{n}^{t}C_{n}^{t}a_{2n+t+1}-\lambda_{t})/A_{n}’C_{n+1}^{t}$

$=(B_{n}^{t+1}C_{n}^{+1}a_{2n+t+2}+A_{n-1}^{t+1}D_{n}^{t+1}a_{2n+t+1}-\iota_{+1})/A_{n}^{l+1}C_{n}^{+1}$ (23)

$B_{n}’D_{n}’/A_{n}’C_{n+1}=B_{n-1}^{\prime+1}\theta_{n}^{+1}/A_{n}^{t+1}C_{n}^{+1}$ (24)
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