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1. INTRODUCTION

1990年に高橋薩摩により “箱玉系” と呼ばれるソリトンセルオートマトンが導
入された [TS, $T$]. これは $\{0,1\}$ の無限列からなる離散力学系で, その時間発展は次の
アルゴリズムにより与えられる.

1. 左端の 1 と, それより右にある $0$ で最も近いものを交換する.
2. 残りの 1の中で左端にあるにあるものを, それより右にある $0$ で最も近い
ものを交換する.

3. 上の操作を全ての “1”が動くまで続ける.
$t=0$ : 0011110000000001100000000000000000000000
$t=1$ : 0000001111000000011000000000000000000000
$t=2$ : 0000000000111100000110000000000000000000
$t=3$ : 0000000000000011110001100000000000000000
$t=4$ : 0000000000000000001110011100000000000000
$t=5$ : 0000000000000000000001100011110000000000
$t=6$ : 0000000000000000000000011000001111000000
$t=7$ : 0000000000000000000000000110000000111100

$\iota$

(1’ の列 $1111\ldots 11\wedge$ を, 長さ $l$ のソリトン状態という. 上の例からも分かるように, こ
れは古典ソリトンの性質をあまねく備えている.

(1) ソリトンが単独で存在するとき, その形を変えないで伝播し, 長いものほど速
く伝播する.

(2) 速く進むソリトンが遅く進むソリトンを追い越すとき, 散乱中は複雑な状態
になるが, 十分時間が経過するともとのソリトンが復元されて, それぞれのソ
リトンの位相がずれる.

箱玉系は, 離散ソリトン方程式を “超離散化” と呼ばれる操作を施すことにより得
られることが発見され [TTMS, TMS], 超離散可積分系の重要な例となった. この系
が箱玉系と呼ばれる所以は, $0$’を空箱の状態, 1 を空箱に玉が 1個入った状態と見
なすところにある. 拡張された箱玉系として, 例えば “箱の容量を変えた系”, “玉の種
類を増やした系 “, “運搬車を導入した系”がある ‘

90年代後半, 箱玉系はアフィンクリスタル [Kas, KMN] の視点から研究された. そ
の構成法はどのアフィン Lie環の場合も共通で, その系の可解性はそれを構成すると
きに用いる組合せ $R$ が Yang-Baxter 方程式を満たすところにある. これをオリジナ
ルの箱玉系と混同しないように, ここでは可積分セルオートマトンと呼ぶことにする.
以下, ランク $n$ の非例外型アフィン Lie 環を $g_{n}$ とする. アフィン Lie環 $\mathfrak{g}_{n}$ に付随

する可積分セルオートマトンの中に, ソリトンが現れることが発見された [HHIKTT,
HKT]. ソリトンセルオートマトンの重要問題の一つに, 次のものがある.
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問題 11. ソリトン状態とその散乱則を表現論的に記述せよ.

アフィン Lie 環 $\mathfrak{g}_{n}$ に付随するソリトンセルオートマトンについて, 以下の結果が
知られている [HHIKTT, FOY, HKOTY].

$\bullet$ ソリトンとその散乱則は, ランクが 1下がった $U_{q}(\mathfrak{g}_{n-1})$ -crystals とそれに付
随する組合せ $R$ で記述される.

$\bullet$ 特に, ソリトンの 2体散乱における位相のずれは, $U_{q}(\mathfrak{g}_{n-1})$ -crystals に対す
る組合せ $R$ に付随するエネルギー関数の 1倍で記述される.

他にも系の状態を与える各セルを, 量子アフィン代数 $U_{q}’(A_{n}^{(1)})$ の $r$ 次反対称テン
ソル表現のクリスタルにした可積分セルオートマトンに現れるソリトンと, その散乱
則も知られている [Yal].
本稿では, 例外型アフィン Lie 環 $\mathfrak{g}=D_{4}^{(3)}$ に付随する可積分セルオートマトンの

中に現れるソリトンとその散乱則 [Ya2] について報告する. 結論から先に述べると,

$\bullet$ ソリトンとその散乱則は, $U_{q}(A_{1}^{(1)})$ -crystals とそれに付随する組合せ $R$ で記

述される.

$\bullet$ 特に, ソリトンの 2体散乱における位相のずれは, $U_{q}(A_{1}^{(1)})\sim crystals$ に対する
組合せ $R$ に付随するエネルギー関数の 3倍で記述される.

本稿の構成は以下のようになっている. 第 2節では, クリスタルと組合せ $R$ に

ついて簡単に復習する. 例として, アフィン Lie 環 $\mathfrak{g}_{n}=A_{n}^{(1)}$ の頂点 1に対応する
$U_{q}’(A_{n}^{(1)})$-crystals $\{B_{t}\}\iota\geq 1$ と, それに付随する組合せ $R$ のアルゴリズムを解説する.

第 3節では, アフィン Lie 環 $q_{n}=A_{n}^{(1)}$ に付随する可積分セルオートマトンを構成し,
その中に現れるソリトンとその散乱則について, アフィンクリスタルの視点から解説す
る. これは [HHIKTT, FOY] の結果の復習である. 第 4節では, まず $U_{q}’(D_{4}^{(3)})$-crystals
$\{B_{t}\}_{l\geq 1}$ を復習する. 次に, 組合せ $R$ のアルゴリズムを記述するための道具として,

Lecouvey の列挿入算法 ( $G_{2}$ 型) を解説する. 第 5節では, まず $U_{q}(D_{4}^{(3)})\sim crystals$ に

対する組合せ $R$ のアルゴリズムについて解説する. 次に, 第 3節と同様の議論により
アフィン Lie 環 $\mathfrak{g}=D_{4}^{(3)}$ に付随する可積分セルオートマトンを構成し, その中に現
れるソリトンとその散乱則について解説する. 第 6節では, 本稿のまとめを述べる.

2. クリスタルと組合せ $R$

2.1. Crystals. $I$ を適当な index set とする. 集合 $B$ がクリスタル (結晶, crystal) で

あるとは, 写像 $\tilde{e}_{i},\tilde{h}$ : $BU\{O\}arrow B$ 口 $\{0\}(i\in I)$ が以下の性質を満たすことをいう.

(i) $\tilde{e}_{i}0=\tilde{f_{1}}0=0$ .
(ii) $\forall_{b}\in B,$ $\forall i\in I,$ $\exists n>0$ s.t. $\tilde{e}_{i}^{n}b=\tilde{f_{i}}^{n}b=0$ .
(iii) $\forall_{b,b’}\in B,$ $\forall i\in I$, $\tilde{f}_{i}b=b’\Leftrightarrow b=\tilde{e}_{i}b’$ .

クリスタル $B$ の元 $b$ のウェイト $wt(b)$ は, 次式で与えられる.

(2.1) $wt(b)=\sum_{i\in I}\varphi_{i}(b)\Lambda_{i}-\sum_{i\in I}\epsilon_{i}(b)\Lambda_{i}$
,

(2.2) $\varphi_{i}(b)=\max\{n\geq 0|\tilde{f_{i}}^{n}b\neq 0\},$ $\epsilon_{i}(b)=\max\{n\geq 0|\tilde{e}_{i}^{n}b\neq 0\}$
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クリスタル $B$ の元 $b,$ $b’$ に対し, $\overline{f_{i}}b=b^{j}$ が成り立っとき, $b$ から $b’$ へ $i$ で色づけさ
れた矢印を引く.

(23) $barrow ib’$
$\Leftrightarrow$ $\tilde{f_{i}}b=b’$

この操作をクリスタル $B$ の全ての元に対して施すと, 色付有向グラフが得られる. こ

れを $B$ の結晶グラフという. 任意の.i\in I をとって固定し, $B_{l}$ の結晶グラフから全て
の $j(\neq i)$-arrow 除去するとループや分岐を持たないストリング (i-string) を得る.

$\tilde{e}_{i}^{\max}barrow i$ . . . $arrow i\tilde{e}_{i}^{2}barrow i\tilde{e}_{i}barrow ibarrow i\tilde{f_{i}}barrow i\tilde{f_{i}}^{2}barrow i$ . . . $arrow i\tilde{f_{i}}^{\max}b$

2つのクリスタル $B$ と $B’$ に対し, 写像 $\iota$ : $Barrow B’$ . が作用 $\tilde{e},$ ,ゐと可換なと
き, クリスタル $B$ と $B^{j}$ は同型であるといい, $B\simeq B’$ で表す. またこのときの写像

$\iota$ : $Barrow B’$ をクリスタル同型という. これは $B$ の結晶グラフと $B’$ の結晶グラフの
構造が同じであることを意味する.

2つのクリスタル $B,$ $B’$ のテンソル積構造は, 以下で与えられる.

(2.4) $B\otimes B’=\{b\otimes b’|b\in B, b’\in B’\}$

(25) $\tilde{e}_{i}(b\otimes b’)=\{\begin{array}{ll}\tilde{e}_{1}b\otimes b’ if \varphi_{i}(b)\geq\epsilon_{i}(b’),b\otimes\tilde{e}_{i}b’ if \varphi_{i}(b)<\epsilon_{i}(b’).\end{array}$

(26) $\tilde{f_{i}}(b\otimes b’)=\{\begin{array}{ll}\tilde{f_{i}}b\otimes b’ if \varphi_{i}(b)>\epsilon_{i}(b’),b\otimes\tilde{f_{i}}b’ if \varphi_{i}(b)\leq\epsilon_{1}(b^{j}).\end{array}$

ただし, $b\otimes O$ や $O\otimes b’$ は $0$ , すなわち $B\otimes B’$ の元でないと解釈する.

22. 組合せ R. $\mathfrak{g}$ をアフィン Lie環とする. 以下, 我々が考察するクリスタルは, $U_{q}’(g)-$

crystal と呼ばれるもので, これは量子アフィン代数 $U_{q}’(\mathfrak{g})$ の既約な有限次元可積分表
現の結晶基底と同型なクリスタルである.

$U_{q}’(\mathfrak{g})$-crystals $B,$ $B’$ に対し, 次の条件を仮定する

(i) $B\otimes B’$ の結晶グラフが連結.

(ii) $\#\{b_{\lambda}\otimes b_{\lambda’}|b_{\lambda}\in B, b_{\lambda’}\in B’, wt(b_{\lambda}\otimes b_{\lambda^{l}})=\lambda+\lambda’\}=1$.
(iii) $\#\{b_{\lambda’}\otimes b_{\lambda}|b_{\lambda’}\in B’, b_{\lambda}\in B, wt(b_{\lambda’}\otimes b_{\lambda})=\lambda’+\lambda\}=1$ .

このとき, クリスタル同型 $l$ : $B\otimes B’arrow B’\otimes B$ が存在することが容易にわかる.
$U_{q}’(\mathfrak{g})$-crystal $B$ のアフィン化を, 次式で定義する.

(2.7) $Aff(B)=\{z^{d}b|d\in \mathbb{Z}, b\in B\}$

(2.8) $\tilde{e}_{i}(z^{d}b)=z^{d+\delta_{i0}}(\tilde{e}_{i}b)$ , $\tilde{f}_{i}(z^{d}b)=z^{d-\delta_{iO}}(\overline{f}_{i}b)$ $(i\in I)$

ここで $z$ はスペクトルパラメータと呼ばれるもの.
$B,$ $B’$ を $U_{q}’(\mathfrak{g})$-crystals とする. このとき, $Aff(B)\otimes Aff(B^{J})$ から $Aff(B’)\otimes Aff(B)$

への写像で, 次式で与えられるものが存在する.

$R:Aff(B)\otimes Aff(B’)$ $arrow$ $Aff(B’)\otimes Aff(B)$

$z^{d}b\otimes z^{d’}b’$
$\vdasharrow$

$z^{d’+H(b\otimes b’)}\tilde{b}’\otimes z^{d-H(b\otimes b’)}\tilde{b}$

$\iota(b\otimes b’)=\tilde{b}’\otimes\tilde{b}$ (crystal isomorphism)

$H(b\otimes b’)=H(\tilde{e}_{i}(b\otimes b’))+\{\begin{array}{ll}-1 if \varphi_{0}(b)\geq\epsilon_{0}(b’), \varphi_{0}(\tilde{b}’)\geq\epsilon_{0}(\tilde{b}),1 if \varphi_{0}(b)<\epsilon_{0}(b^{j}), \varphi_{0}(\tilde{b}’)<\epsilon_{0}(\tilde{b}),0 otherwise\end{array}$
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この写像 $R$ を, 組合せ $R$ 行列 (略して, 組合せ $R$) という. また, $B\otimes B’$ 上の $\mathbb{Z}$-値関
数 $H(b\otimes b’)$ は, エネルギー関数と呼ばれ, 付加定数の自由度を除き一意的である.
さらに, 組合せ $R$ は $Aff(B)\otimes Aff(B’)\otimes Aff(B’’)$ 上で Yang-Baxter方程式を満たす.

(29) $(R\otimes 1)(1\otimes R)(R\otimes 1)=(1\otimes R)(R\otimes 1)(1\otimes R)$

23. $A$ 型の場合. 量子アフィン代数 $U_{q}’(A_{n}^{(1)})$ の款対称テンソル表現のクリスタル

を, $B_{l}$ とする $I=\{0,1,2, \ldots , n\}$ とおく このとき, $U_{q}’(A_{n}^{(1)})$-crystal $B_{l}$ は次で与え.
られる.

(2.10) $B_{l}=\{b=(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n+1})|x_{i}\in \mathbb{Z}\geq 0,$ $\sum_{i=1}^{n}x_{i}=l\}$

$\tilde{e}_{i}b=(x_{1}-1, \ldots,x_{n+1}+1)$ if $\dot{j}=0$ ,
$\tilde{e}_{i}b=(x_{1}, \ldots, x_{i}+1,x_{i+1}-1, \ldots,x_{n+1})$ if $i\neq 0$ ,
$\tilde{f}_{0}b=(x_{1}+1, \ldots,x_{n+1}-1)$ if $i=0$ ,
$\tilde{f_{i}}b=(x_{1}, \ldots,x_{i}-1,x_{i+1}+1, \ldots, x_{n+1})$ if $i\neq 0$

ここで, $\tilde{e}_{t}b(resp.\tilde{f_{i}}b)$ の座標成分に負の数が現れたら, それは $B\iota$ の元でない, すなわ
ち $0$ と見なすことにする. このとき,

$\varphi_{i}(b)=(1-\delta_{i0})x_{i}+\delta_{i0}x_{n+1}$ , $\epsilon_{i}(b)=x_{i+1}$ $(i\in I)$

$B_{l}$ の元を, letter 1, 2, $\ldots,$ $n+1$ を entry とする型 $(l)$ の標準盤で解釈すると次の
ようになる.

(2.11)
$(x_{1}, x_{2}, \ldots,x_{n+1})\in B_{l}\Leftrightarrow(11\ldots 1122\ldots 22\vee\vee x_{1}x_{2} \vee n+1\ldots n+1)x_{\mathfrak{n}+1}$

ここではタブローのフレームを $($ . . . $)$ で代用した.
$U_{q}’(A_{n}^{(1)})$-crystal $B\iota(l\in \mathbb{Z}\geq.1)$ のアフィン化を, 次式で定義する.

$Aff(B_{l})=\{z^{d}b|d\in \mathbb{Z}, b\in B_{\iota}\}$

$\tilde{e}_{i}(z^{d}b)=z^{d+\delta}:0(\tilde{e}_{i}b)$ , $\tilde{f_{i}}((z^{d}b)=z^{d-\delta_{i0}}(\tilde{f_{i}}b)$ $(i\in I)$

さらに, $Aff(B_{l})\otimes Aff(B_{l’})$ 上の組合せ $R$行列を次式で定義する.

$R:Aff(B_{l})\otimes AR(B_{l’})$ $arrow$ $Aff(B_{l’})\otimes Aff(B_{l})$

$z^{d}b\otimes z^{d’}b’$
$rightarrow$

$z^{d’+H(b\otimes b’)}\tilde{b}’\otimes z^{d-H(b\otimes b’)}\tilde{b}$

このとき, 組合#. $R$ は Yang-Baxter 方程式を満たす.

命題 2.1. $Aff(B_{t})\otimes AfflB_{l’})\otimes AfflB_{t’’})$ 上の写像として, 次の関係式がなりたつ.

(2.12) $(R\otimes 1)(1\otimes R)(R\otimes 1)=(1\otimes R)(R\otimes 1)(1\otimes R)$

組合せ $R$ のアルゴリズムは, 幾つかのものが知られている.

[$NY|$ 中屋敷山田による dot と line によるアルゴリズム

[$Sh|$ Shented 型 insertion アルゴリズム
[HHIKTT] 区分線形公式

ここでは幾何結晶の視点から得られた組合せ $R$ 行列の区分線形公式を紹介する.
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命題 2.2. ([KOTY]). 与えられたデータ
$b_{1}\otimes b_{2}=(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n+1})\otimes(y_{1}, y_{2}, \ldots,y_{n+1})\in B_{l}\otimes B_{l’}$

に対し, $B_{l}\otimes B_{l’}$ 上の組合せ $R$ の像

RR : $z^{d_{1}}b_{1}\otimes z^{d_{2}}b_{2}rightarrow z^{d_{2}+H(b_{1}\otimes b_{2})}b_{2}’\otimes z^{d-H(b_{1}\otimes b_{2})}b_{1}’$

は次で与えられる.
$b_{2}’\otimes b_{1}’=(y_{1}’,y_{2}’, \ldots,y_{n+1}’)\otimes(x_{1}’,x_{2}’, \ldots,x_{n+1}’),$ $\in B_{l’}\otimes B_{l}$

$x_{i}’-x_{i}=y_{i}-y_{i}’=Q_{i}-Q_{i-1}$ , $H(b_{1}\otimes b_{2})=-Qo$ ,

$Q_{i}= \min_{1\leq k\leq n+1}\{\sum_{j=1}^{k-1}x_{i+j}+\sum_{j=k+1}^{n+1}y_{i+j}\}$ .

ただし, $Q_{0}=Q_{n+1}$ . また, $x$ や $y$ の添え字は mod $n+1$ で解釈する.

例 2.3. $n=3,$ $l=4,$ $l’=2$ の場合.
$\bullet$ 座標表示.

$z^{d}(2,1,1,0)\otimes z^{d’}(0,1,1,0)rightarrow z^{\gamma’+0}(1,1,0,0)\otimes z^{d’-0}(1,1,2,0)$,

$z^{d}(2,1,1,0)\otimes z^{d’}(1,1,0,0)rightarrow z^{d’+1}(1,0,1,0)\otimes z^{d-1}(2,2,0,0)\cdot$,
$z^{d}(0,1,1,2)\otimes z^{d’}(1,1,0,0)rightarrow z^{d’+2}(0,0,0,2)\otimes z^{d-2}(1,2,1,0)$ .

$\bullet$ 標準盤による表示.
$z^{d}(1123)\otimes z^{d’}(23)arrow+z^{d’+1}(12)\otimes z^{d-1}$ (1233),

$z^{d}(1123)\otimes z^{d’}(12)\vdasharrow z^{d’+1}(13)\otimes z^{d-1}$ (1122),

$z^{d}(2344)\otimes z^{d’}(12)\vdasharrow z^{d’+2}(44)\otimes z^{d-2}(1223)$ .

3. 可積分セルオートマトンに現れるソリトン

3.1. \Re 成法. $B_{t}(l\in \mathbb{Z}\geq 1)$ を $U_{q}’(A_{n}^{(1)})$-crystal とする. $u_{l}=(l, 0, \ldots , 0)\in B_{t}$ とおく.

十分大きい正整数 $L$ をとって固定し, 以下の系を考える.

(3.1) $\varphi_{\iota=}$ { $p=b_{1}\otimes b_{2}\otimes\cdots\otimes b_{L}\in B_{1}^{\otimes L}|b_{j}=u_{1}$ if $j\gg 1$ }.
これを箱玉系の状態空間と呼ぶことにする.
与えられたデータ $b^{(0)}\otimes b_{1}\otimes b_{2}\otimes\cdots\otimes b_{L}\in B\iota\otimes B_{1}^{\emptyset L}$ に対し, 前節で与えた組合

せ $R$ のアルゴリズムを $l’=1$ の場合で繰り返し実行することにより, 次式を得る.

$z^{0(0)}b\otimes z^{0}b_{1}\otimes z^{0}b_{2}\otimes\cdots\otimes z^{0}b_{L}$

$-\rangle z^{H_{1}}\tilde{b}_{1}\otimes zb\otimes z^{0}b_{2}\otimes\cdots\otimes z^{0}b_{L}$

$rightarrow z^{H_{1}H_{2}-H_{1}-H_{2}(2)}\tilde{b}_{1}\otimes z\overline{b}_{2}\otimes zb\otimes z^{0}b_{3}\otimes\cdots\otimes z^{0}b_{L}$

$-\rangle\cdots$

$rightarrow z^{H_{1}}\tilde{b}_{1}\otimes z^{H_{2}}\tilde{b}_{2}\otimes\cdots\otimes z^{H_{L}}\overline{b}_{L}\otimes z^{E_{l}(p)}b^{(L)}$ ,

$E_{l}(p)=- \sum_{j=1}^{L}H_{j}$ , $H_{j}=H(b^{(j-1)}\otimes b_{j})$ .
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命題 3.1. 上式で, $b^{(0)}=u_{l}$ とおき, $b_{1}\otimes b_{2}\otimes\cdots\otimes b_{L}$ が箱玉系の状態であると仮定
する. このとき, 次が成り立っ.

$b^{(L)}=u_{l}$ , $\tilde{b}_{1}\otimes\tilde{b}_{2}\cdots\otimes\overline{b}_{L}\in\prime y_{L}$

よって, 写像 $T_{l}$. : $\varphi_{L}arrow\varphi_{L}$ を次式で定義する.

(32) $T_{l}(b_{1}\otimes b_{2}\otimes\cdots\otimes b_{L})=\overline{b}_{1}\otimes\tilde{b}_{2}\otimes\cdots\otimes\tilde{b}_{L}$ .

これを箱玉系の時間発展という.

命題 32. 任意の箱玉系の状態 $P\in\varphi_{L}$ に対してある $N>0$ が存在し,

$T_{r}(p)= \lim_{larrow\infty}T_{l}(p)$ for all $r>N$ .

後で述べる $\mathfrak{g}=D_{4}^{(3)}$ の場合と比較するため, 離散力学系

(3.3). $\{\lim_{\iotaarrow\infty}T_{l}^{t}(p)\in\varphi_{L}|t\geq 0\}$

を, $A_{n}^{(1)}$ -automaton と呼ぶことにする.
この系が可積分系である所以は, 組合せ $R$ 行列が Yang-Baxter 方程式を満たすと

ころにある. これにより, 次が成り立っ.

命題 3.3. ([FOY]). 任意の $P\in\varphi_{L}$ と正整数 $l,$ $l^{j}$ に対し,

(3.4) $T_{t}T_{l’}(p)=T_{l’}T_{t}(p)$ : 時間発展の可換性
(3.5) $E_{l}(T_{l’}(p))=E_{l}(p)$ : エネルギー保存則

3.2. ソリトン. $\tilde{B}_{t}(l\in \mathbb{Z}_{\geq 1})$ を $U_{q}^{j}(A_{n-1}^{(1)})$-crystal とする.

$\overline{B}_{l}=\{b=(x_{1)}x_{2}, \ldots,x_{n})|\sum_{i=1}^{l}x_{i}=l,$ $x_{i}\in \mathbb{Z}\geq 0\}$

写像 $n$ : $\tilde{B}_{l}u\{0\}arrow B_{1}^{\otimes l}$ 火 $\{0\}$ を次式で定義する.

(3.6) $\iota_{l}(b)=\{\begin{array}{ll}(n+1)^{\otimes x_{n}}\otimes\cdots\otimes(3)^{\copyright x_{2}}\otimes(2)^{\otimes x_{1}} if b\neq 0,0 ifb=0.\end{array}$

このとき, 次の主張が直ちに従う.

命題 3.4. 任意の $i\in\{1,2, \ldots,n-1\}$ と $b\in\overline{B}_{l}u\{0\}$ に対し,

$\iota_{l}(\tilde{e}_{i}(b))=\tilde{e}_{i+!}(\iota_{l}(b))$ , $\iota_{l}(\tilde{f_{i}}(b))=\tilde{f}_{i+1}(\iota_{l}(b))$ .
長さ $(l_{1}, l_{2}, \ldots, l_{m})$ の $m\sim$ソリトン状態は次で与えられる.

(3.7) $[l_{1}]\ldots\ldots[l_{2}]\ldots.$ . $\cdot$ . . $[l_{m}]\ldots\ldots\ldots\ldots.$ .
ここで. . . $[l]\ldots$ は十分多くの 1 で挟まれた以下のような局所状態である.

(38) $...\otimes(1)\otimes(1)\otimes\iota_{l}(b)\otimes(1)\otimes(1)\otimes\cdots$

注 35. 長さ $l$ の 1-ソリトン状態 $p_{1e}$ は, 表現論的には条件 $E_{1}(p_{1s})=1$ を満たす状
態で定義される.
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長さ $l$ の 1- ソリ トン状態は, 時間発展島の下で右側へ $\min(r, l)$ ステップシフトす
る. 時間発展鶉のもとで, 時刻 $t$ }こおける局所状態 “. . . $[l]\ldots$ の位相を次で与える.

(3.9) $\gamma=\min(r, l)t+$ ( $\ldots[l]\ldots$ の右端からの位置)

命題 34より, 長さ $l$ の局所状態. . . $[l]\ldots$ は, アフィン化された $U_{q}’(A_{n-1}^{(1)} )$-crystal
$\tilde{B}_{t}$ , すなわち $Aff(\tilde{B}_{l})$ でラベル付けされる.

$...\otimes(1)\otimes(1)\otimes\iota_{l}(b)\otimes(1)\otimes(1)\otimes\cdots\in\varphi_{L}$ $\Leftrightarrow$ $z^{\gamma}b\in Aff(\tilde{B}_{l})$

さらに, 長さ $(l_{1}, l_{2}, \ldots, l_{m})$ の m-ソリトン状態を, テンソル積

(3.10) $z^{\gamma\iota}b_{1}\otimes z^{\gamma_{2}}b_{2}\otimes\cdots\otimes z^{\gamma_{m}}b_{m}\in Aff(\tilde{B}_{l_{1}})\otimes Aff(\overline{B}_{l_{2}})\otimes\cdots\otimes Aff(\tilde{B}_{l_{m}})$ .
と同一視する.

33. 散乱則. いま長さ $(l_{1}, l_{2}, \ldots, l_{m})$ の m-ソリトン状態
(3.11) $[l_{1}]\ldots\ldots[l_{2}]\ldots..\cdot$ . . $[l_{m}]\ldots\ldots\ldots\ldots.$ .
に対し, 条件 $l_{1}>l_{2}>\cdots>l_{m}$ を仮定する. $u_{r}$ の $r$ が十分大きければ長いソリトン
ほど速く伝播するので, 十分時間が経つと以下の状態になると期待される.

(3.12) $[l_{m}]\ldots\ldots\ldots\cdots$ $[l_{2}]\ldots\ldots\ldots..[l_{1}]\ldots\ldots\ldots\ldots$

この散乱前後の状態変化を次で表す.
$S_{m}$ : $Aff(\tilde{B}_{l_{1}})\otimes Aff(\tilde{B}_{l_{2}})\otimes\cdots\otimes Aff(\overline{B}_{l_{m}})$ $arrow$ $Aff(\tilde{B}_{l_{m}})\otimes\cdots\otimes Aff(\tilde{B}_{l_{2}})\otimes Aff(\tilde{B}_{1_{1}})$

$z^{\gamma_{1}}b_{1}\otimes z^{\gamma_{2}}b_{2}\otimes\cdots\otimes z^{\gamma_{m}}b_{m}$ $rightarrow$ $z^{\gamma_{m}’}b_{m}’\otimes\cdots\otimes z^{\gamma_{2}’}b_{2}’\otimes z^{\gamma_{1}’}b_{1}’$ .
散乱行列 $S_{m}$ の規則は, 次の定理で記述される.

定理 3.6. ([HHIKTT, FOY]).
散乱行列 $S_{2}$ は, $U_{q}(A_{n-1}^{(1)})$ -crystals に付随する組合せ $R$ で記述される. 特に,

$\gamma_{1}-\gamma_{1}^{j}=\gamma_{2}’-\gamma_{2}=2l_{2}+H(b_{1}\otimes b_{2})$

$m>2$ のとき, $S_{m}$ は $S_{2}$ の積に分解する.

注 3.7. この組合せ $R$行列には付加項 $2l_{2}$ がついているが, エネルギー関数は付加定
数の自由度をもつので, Yang-Baxter 方程式を満たす.

特に 3体散乱について,
$S_{3}=(S_{2}\otimes 1)(1\otimes S_{2})(S_{2}\otimes 1)$ or $(1\otimes S_{2})(S_{2}\otimes 1)(1\otimes S_{2})$

で与えられる. 組合せ $R$ が Yang-Baxter 方程式を満たすことから, 散乱後の状態は
散乱の順序に依存しない.

4. 準備

4.1. $U_{q}’(D_{4}^{(3)})$-crystals. アフィン Lie 環 $\mathfrak{g}=D_{4}^{(3)}$ の頂点 1に対応する $U_{q}’(D_{4}^{(3)})$-

crystal $B_{l}(l\in \mathbb{Z}\geq 1)$ は, 集合として次式で与えられる.

(4.1) $B_{l}= \bigoplus_{j=0}^{l}B^{G_{2}}(j\Lambda_{1})$

ここで $B^{G_{2}}(j\Lambda_{1})$ は, Kang-Misra の有限次元既約 $U_{q}(G_{2})$-加群 $V^{G_{2}}(j\Lambda_{1})$ のクリス
タル [KM] である. その任意の元は, 全順序つきの letter
(4.2) $1\prec 2\prec 3\prec 0\prec\overline{3}\prec\overline{2}\prec i$
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からなる 1行の半単純盤で与えられる.

(4.3)
$\overline{w_{1}w_{2}w}_{3}w_{0}\overline{w}_{3}\overline{w}_{2}\overline{w}_{1}\sim$

(4.4) $w_{0} \in\{0,1\},\sum_{i=1,2,3}(w_{i}+\overline{w}_{i})+w_{0}=j$

いま変数変換

(4.5) $(x_{1}, x_{2}, x_{3},\overline{x}_{3},\overline{x}_{2},\overline{x}_{1})=(w_{1}, w_{2},2w_{3}+w_{0},2\overline{w}_{3}+w0,\overline{w}_{2},\overline{w}_{1})$

により, $B^{G_{2}}(j\Lambda_{1})$ の元を座標表示で与える.

(4.6) $B^{G_{2}}(j\Lambda_{1})=\{b=(x_{1}, x_{2}, x_{3},\overline{x}_{3},\overline{x}_{2},\overline{x}_{1})|$ $x_{i},\overline{x}_{i}\in \mathbb{Z}\geq 0(i=1,2, 3)x_{3}\equiv\overline{x}_{3}(mod 2)s(b)=j$ $\}$

ただし,

(4.7) $s(b)=x_{1}+x_{2}+ \frac{x_{3}.+,\overline{x}_{3}}{2}+\overline{x}_{2}+\overline{x}_{1}$ .

例 41. $l=1$ の場合.

$=(1,.0,0,0,0,0)$ , $=(0,1,0,0,0,0)$ , $=(0,0,2,0,0,0)$ ,

$=(0,0,1,1,0,0)$ , $=(0,0,0,2,0,0)$ , $=(0,0,0,0,1,0)$ ,

$=(0,0,0,0,0,1)$ , $\phi=(0,0,0,0,0,0)$ .
例 4.2. $B^{G_{2}}(7\Lambda_{1})$ の元として,

$\Leftrightarrow$ $(1,.2, 3, 1, 0,2)$ .
表示の鮪略化のため, 新しい変数を次で与える.

(4.8) $(z_{1}, z_{2}, z_{3},2z_{4})=(\overline{x}_{1}-x_{1},\overline{x}_{2}-\overline{x}_{3}, x_{3}-x_{2},\overline{x}_{3}-x_{3})$

(4.9) $(x)_{+}= \max(x, 0)$ , $(x)_{-}= \min(x, 0)$

このとき, $B_{t}$ の結晶構造は次式で与えられる.

(4.10) $\tilde{f}_{0}b=\{\begin{array}{ll}(x_{1}+1, x_{2},x_{3},\overline{x}_{3},\overline{x}_{2},\overline{x}_{1}) if (F_{1}),(x_{1}, x_{2},x_{3}+1,\overline{x}_{3}+1,\overline{x}_{2},\overline{x}_{1}-1) if (F_{2}),(..., x_{3}+2, \ldots,\overline{x}_{2}-1, \ldots) if (F_{3}),(x_{1}, x_{2}+1,x_{3},\overline{x}_{3}-2,\overline{x}_{2},\overline{x}_{1}) if(F_{4}),(x_{1}+1, x_{2}, x_{3}-1,\overline{x}_{3}-1, x_{2}^{-},\overline{x}_{1}) if (F_{5}),(x_{1}, x_{2}, x_{3},\overline{x}_{3},\overline{x}_{2},\overline{x}_{1}-1) if (F_{6})\end{array}$

(4.11) $\tilde{f}_{1}b=\{\begin{array}{ll}(x_{1}-1, x_{2}+1, x_{3},\overline{x}_{3},\overline{x}_{2},\overline{x}_{1}) if (z_{2})_{+}\leq-Z_{3},(x_{1}, x_{2}, x_{3}-1,\overline{x}_{3}+1,\overline{x}_{2},\overline{x}_{1}) if z_{2}\leq 0<z_{3},(x_{1},x_{2}, x_{3},\overline{x}_{3},\overline{x}_{2}-1,\overline{x}_{1}+1) ifz_{2}>(-z_{3})_{+}.\end{array}$

(4.12) $\tilde{f}_{2}b=\{\begin{array}{ll}(x_{1}, x_{2}-1, x_{3}+2,\overline{x}_{3},\overline{x}_{2}, x_{1}^{-}) if z_{4}\leq 0,(x_{1}, x_{2}, x_{3},\overline{x}_{3}-2,\overline{x}_{2}+1, x_{1}^{-}) if z_{4}>0.\end{array}$
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$(F_{1})$ $z_{1}+(z_{2}+(3z_{4}+.(z_{3})_{-})_{-})_{-}\leq 0$

$(F_{2})$ $z_{2}+(3z_{4}+(z_{1}+z_{3})_{-})_{-}\leq 0<z_{1}$

$(F_{3})$ 3$z_{4}+(z_{3}+(z_{1})_{-})_{-}\leq 0<z_{2}+(z_{1})_{+}$

$(F_{4})$ $3z_{4}+(z_{2}+(z_{1})_{+})_{+}\geq 0>z_{3}+(z_{1})_{-}$

$(F_{5})$ $z_{3}+(3z_{4}+(z_{1}+z_{2})_{+})_{+}>0\geq z_{1}$

$(F_{6})$ $z_{1}+(z_{3}+(3z_{4}+(z_{2})_{+})_{+})_{+}>0$

ただし, $\tilde{f_{i}}b\not\in B^{G_{2}}(j\Lambda_{1})$ のとき $\tilde{f_{i}}b=0$ とみなす.

また, $e_{i}b\#h\overline{f_{i}}b$ を以下で読み替えたもので与えちれる.

$x_{i}+aarrow x_{i}-a$ (resp. $\overline{x}_{i}$ ), $(<, >, \leq, \geq)arrow(\leq, \geq, <, >)$

さらに, $\epsilon_{i}(b)$ 及び $\varphi_{i}(b)$ は次式で与えられる.

(4.13) $\epsilon_{0}(b)=l-s(b)+\max A-(2z_{1}+z_{2}+z_{3}+3z_{4})$ ,

(4.14) $\epsilon_{1}(b)=\overline{x}_{1}+(\overline{x}_{3}-\overline{x}_{2}+(x_{2}-x_{3})_{+})_{+}$ ,

(4.15) $\epsilon_{2}(b)=\overline{x}_{2}+(x_{3}-\overline{x}_{3})_{+}/2$ ,

(4.16) $\varphi_{0}(b)=l-s(b)+\max A$ ,

(4.17) $\varphi_{1}(b)=x_{1}+(x_{3}-x_{2}+(\overline{x}_{2}-\overline{x}_{3})_{+})_{+}$ ,

(4.18) $\varphi_{2}(b)=x_{2}+(\overline{x}_{3}-x_{3})_{+}/2$

ただし,

(419) $A=(0, z_{1}, z_{1}+z_{2}, z_{1}+z_{2}+3z_{4}, z_{1}+z_{2}+z_{3}+3z_{4},2z_{1}+z_{2}+z_{3}+3z_{4})$ .

4.2. 組合せ R. $U_{q}(D_{4}^{(3)})$-crystals のテンソル積 $Aff(B_{t})\otimes Aff(B_{t’})$ 上の組合せ $R$ を

次式で与える.
$R:Aff(B_{l})\otimes Aff(B_{l’})$ $arrow$ $Aff(B_{l’})\otimes Aff(B_{l})$

$z^{d}b\otimes z^{d’}b’$ $\vdash+$
$z^{d’+H(.b\otimes b’)}\tilde{b}’\otimes z^{d-H(b\otimes b’)}\overline{b}$

(4.20) $H((l, 0,0,0,0,0)\otimes(l’, 0,0,0,0,0))=0$

ただし, $b\otimes b’\vdash+\overline{b}’\otimes\tilde{b}$は結晶同型, $H(b\otimes b’)$ はそれに付随するエネルギー関数.

命題 4.3. (Yang-Baxter方程式). $AfflB_{t}$ ) $\otimes Aff(B_{t’})\otimes Aff(B_{t’})$ , 上の写像として, 次
の関係式が成り立っ.

(4.21) $(R\otimes 1)(1\otimes R)(R\otimes 1)=(1\otimes R)(R\otimes 1)(R\otimes 1)$ .
前節から分かるように, 結晶基底の視点から箱玉系を構成するには, $B_{l}\otimes B_{1}$ 上の

組合せ $R$ の表が必要となる. 結晶構造が既知ならば, 組合せ $R$ の定義にしたがって,
その対応表を作ることができるが, それを構成する元の個数は $l$ が大きくなるにした
がって膨大な数になる.

$l$ :123 4 5 10 15
(4.22)

$\#(B_{t}\otimes B_{1})$ : 64 280 896 2352 5376 104104 7磁 192

系の状態の時間発展は組合せ $R:B_{t}\otimes B_{1}arrow B_{1}\otimes B_{t}$ をシステムサイズの回数分
(これは十分大きい !) だけ繰り返すことにより定義されるため, 系の時間発展を計算
するのに非常に時間を要する.

問題 4.4. 組合せ $R$ のアルゴリズムを高速化せよ.

92



$U_{q}’(D_{4}^{(3)})$ 結晶 $B_{l}$ の元は浦限次元既約 $U_{q}(G_{2})$ 加群のクリスタルの直和からなる
ので, 組合せ $R$ のアルゴリズムは, Kang-Misra の $G_{2}$ 型タブローに対する Lecouvey
の列挿入算法 [Lec] で記述できると期待される.

4.3. Lecouvey の列挿入算法. このパラグラフでは, Kang-Misra の $G_{2}$ 型タブロー
に対する Lecouvey の列挿入算法について解説する. 我々は, letter $\{1, 2, 3, 0,\overline{3},\overline{2}, \overline{1}\}$

を entry とする word の集合 $B(1),$ $B(10),$ $B(12),$ $B(11),$ $B(112),$ $B(121)$ を以下で
定義する.

$B(1)=\{1,2,3,0,\overline{3},\overline{2}, \overline{1}\}$ , $B(10)=\{10,1\overline{3}, 1\overline{2}, 2\overline{2}, 2\overline{1}, 3\overline{1},0\overline{1}\}$ ,

$B(12)=\{12,13,23,20,2\overline{3}, 30,3\overline{3}, 3\overline{2}, 00,0\overline{3}, 0\overline{2},\overline{3}\overline{2},\overline{3}i,\overline{2}i\})$

$B(11)=$ $\{\frac{1}{2}11,\frac{2}{2}21,\frac{2}{2}32,\frac{3}{2}01,\frac{3}{2}\frac{2}{3’}.\frac{3}{2}\frac{3}{2’}\frac{0}{1^{i}}11,\frac{0}{1}22,\frac{0}{1}33,\overline{\frac{3}{1}}01,\overline{\frac{3}{1}}\frac{2}{3’}\overline{\frac{3}{1}}\frac{3}{2’}\overline{\frac{3}{1}}\frac{0}{1’}33,$ $\}$

$B(112)=$

$B(121)=$

さらに, 全単射 $\xi$ : $B(10)arrow B(1),$ $\eta$ : $B(121)arrow B(112)$.はそれぞれ $B(10),$ $B(121)$

の第 $i$ 成分から $B(1),$ $B(112)$ の第 $i$ 成分への写像として定義する.
.

e.g. $\xi(2\overline{2})=0,$ $\xi^{-1}(3)=1\overline{2};\eta(0\overline{2}1)=030,$ $\eta^{-1}(\overline{1}00)=\overline{3}\overline{2}0$ .
与えられた letter $\alpha\in\{1,2,3,0,\overline{3},\overline{2}, \overline{1}, \phi\}$ の高々 2行のタブロー $T$への列挿入算

法 $(\alphaarrow T)$ を以下で定義する.
case $0$ $(\alphaarrow\emptyset)=\alpha$

case 1 $(\betaarrow\alpha)=\beta\alpha$ if $\alpha\beta\in B(12)$

case 2 $(\betaarrow\alpha)=(\beta \alphaarrow)$ if $\alpha\beta\in B(11)$

case 3 if $\alpha\beta\gamma\in B(121)$ ,

$(\gammaarrow\alpha\beta)=(\begin{array}{ll}\alpha’ \beta \gamma’arrow\end{array})$ ; $\gamma’\alpha’\beta’=\eta(\alpha\beta\gamma)$ .

case 4 if $\alpha\beta\in B(10),$ $(\betaarrow\alpha)=(\xi(\alpha\beta)\prec)$ .

case 5 $(\betaarrow\alpha)=\{\begin{array}{ll}\beta if \alpha=\phi,\alpha if \beta=\phi,\emptyset if (\alpha, \beta)=(\phi, \phi) or (1, \overline{1}).\end{array}$
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注 45. これらは 2行タブローの全てをカバーしていないが, 結晶同型 $B_{l}\otimes B_{1}\simeq$

$B_{1}\otimes B\iota$ のアルゴリズムを構成する目的ではこれで十分.

例 4.6. 列挿入 $(\betaarrow T_{n});T_{n}=\alpha_{1}\alpha_{2}\ldots\alpha_{n}$ は次で計算される.
$\alpha_{1}\beta\in B(11)$ の場合.

$(\betaarrow T_{n})=(\betaarrow\alpha_{1})\alpha_{2}\ldots\alpha_{n}$

$=\beta\alpha_{1}$ ..: $(\alpha_{i}arrow\alpha_{i+1})\ldots\alpha_{n}$ for $1\leq i\leq n-1$ ,
$=\beta\alpha_{1}$ ... $\alpha_{n-1}(\alpha_{n}arrow\emptyset)=\beta\alpha_{1}\alpha_{2}\ldots\alpha_{n}$

$\alpha_{1}\beta\in B(12)$ の場合.

$\alpha_{1}\alpha_{2}\alpha_{3}$ .:. $\alpha_{n}$

$(\betaarrow T_{n})=(\betaarrow\alpha_{1})\alpha_{2}\alpha_{3}\cdots\alpha_{n}=$
$\beta$

$\alpha_{1}\beta\in B(10)$ の場合.

$(\betaarrow T_{n})=(\betaarrow\alpha_{1})\alpha_{2}\cdots\alpha_{n}=(\gammaarrow)\alpha_{2}\ldots\alpha_{n}(\gamma:=\xi(\alpha_{1}\beta))$

$=\gamma\alpha_{2}\ldots\alpha_{n}$ if $\alpha_{2}\gamma\in B(11);=\alpha_{2}\alpha_{4}$
$\alpha_{n}$

if $\alpha_{2}\gamma\in B(12)$ .
$\gamma$

$(\alpha_{1}, \beta)=(1, \overline{1})$ の場合

$(\betaarrow T_{n})=(\overline{1}arrow 1)\alpha_{2}\alpha_{3}\ldots\alpha_{n}=\alpha_{2}\alpha_{3}\ldots\alpha_{n}$

また, 逆行挿入算法を case O-case 3の右辺から左辺で定義する.

例 4.7. 2行のタブロー

$T_{n}=p_{n}r_{n}r_{n-1}\cdots r_{1}$ $(r_{0}=\emptyset)$

$q_{n}$

から全ての letter を引き抜く操作は以下で計算される.

$T_{n}=p_{n}r_{n}r_{n-1}\cdots r_{2}q_{n}(r_{1}arrow\emptyset)$

$=p_{n}r_{n}r_{n-1}\cdots(r_{i+1}arrow r_{i})\cdots r_{1}$ for $1\leq i\leq n-1$
$q_{n}$

$=(\begin{array}{ll}p_{n} q_{n} \gamma_{n}arrow\end{array})r_{n-1}\cdots r_{1}=(\begin{array}{ll} p_{n-1}\gamma_{n}’ arrow q_{n-1}\end{array})r_{n-1}\cdots r_{1}$

$=(r_{n}’arrow T_{n-1})=(r_{n}’arrow(r_{n-1}’arrow T_{n-2}))=\cdots$

$=(r_{n}’arrow(r_{n-1}’arrow(\cdots(r_{1}’arrow T_{0})\cdots)))$

$=(r_{n}’arrow(r_{n-1}’arrow(\cdots(r_{1}’arrow(q_{0}arrow(p_{0}arrow\emptyset)))\cdots)))$ .
ただし, $p_{i-1}q_{i-1}r_{i}’=\eta^{-1}(r_{i}q_{i}p_{i})$ for $n\geq i\geq 1$ .

5. 主結果

この節では特にことわらない限り, 任意の $l\in \mathbb{Z}\geq 1$ に対し, $U_{q}’(D_{4}^{(3)})$-crystal を $B_{l}$ ,
$U_{q}’(A_{1}^{(1)})$-crystal を $\tilde{B}\iota$ で表すことにする.

94



5.1. 組合せ $R$ 行列のアルゴリズム. $U_{q}’(D_{4}^{(3)})$-crystal の与えられたデータ $b_{1}\otimes b_{2}\in$

$B_{l}\otimes B_{1}$ に対し, クリスタル同型 $\iota$ : $B_{l}\otimes B_{1}arrow B_{1}\otimes B_{l}$ の像とそれに付随するエネ
ルギー関数 $H(b_{1}\otimes b_{2})$ を与えるアルゴリズムについて解説する.

定義 5.1. 与えられた $b_{1}\otimes b_{2}\in B_{l}\otimes B_{1}$ に対し, $B_{1}\otimes B_{l}$ の元 $b_{2}’\otimes b_{1}^{j}$ 及び, $B_{l}\otimes B_{1}$

上の $\mathbb{Z}$ -値関数 $\tilde{H}(b_{1}\otimes b_{2})$ を, 以下のプロセスにしたがって与える.

Step 1. $b_{1}\otimes b_{2}\in B_{l}\otimes B_{1}$ をタブロー表示する.

Step 2. 行挿入 $(b_{2}arrow b_{1})$ を行う. このとき得られたタブローとその shape をそれ
ぞれ $b_{1}*b_{2},$ $(p+q, q)$ とする. $B_{l}\otimes B_{1}$ 上の $\mathbb{Z}$-値関数 $\overline{H}$ を次で与える.

(5.1) $\tilde{H}(b_{1}\otimes b_{2})=\{\begin{array}{ll}-2 if \alpha_{1}\beta\in B(10), \alpha_{2}\gamma\in B(11),max -2, (b_{1}*b_{2})_{1}-l-1) otherwise.\end{array}$

ただし, $(b_{1}*b_{2})_{1}=p+q$ .
Step 3. タブロー $b_{1}*$碗から全ての leuer を逆行掩入算法によりはじき出す. その

過程を次で表す.

(5.2) $b_{1}*b_{2}=(t_{1}arrow (t_{2}arrow (...(t_{p+2q}arrow\emptyset)\ldots)));t_{0}=\emptyset$ .
Step 4. $(T_{r})=(t_{1}t_{2}$ . . . $t_{r});0\leq r\leq P+2q$ とおく. $B_{t}\otimes B_{1}$ のタブロー表示の

元 $b_{1}\otimes$碗に対し, $b_{2}’\otimes b_{1}’\in B_{1}\otimes B_{t}$ を次で与える.

(5.3) $b_{2}’\otimes b_{1}’=\{\begin{array}{ll}(t_{p+2q})\otimes(7_{p+2q-1}) for case I,(t_{p+2q}’)\otimes(\mathcal{T}_{p+2q-1}t_{p+2q}’’) for case II,(1) \otimes(\mathcal{T}_{p+2q}\overline{1}) for case III,(\mathcal{T}_{p+2q})\otimes(\phi) for case IV,(\phi)\otimes(\mathcal{T}_{P+2q}) for case V,(\phi)\otimes(\phi) othemrise;\end{array}$

ただし,
III. $\alpha_{1}\beta\in B(11),$ $n<l-1$ ,

V. $\alpha_{1}\beta\in B(11),$ $n=l-1$ ,
. I. $\alpha_{1}\beta\in B(11),$ $n=l$ ,
II. $\alpha_{1}\beta\in B(12),$ $n<l;t’tp+2qP+2q=\xi^{-1}(t_{P+2q})$ ,
I. $\alpha_{1}\beta\in B(12),$ $n=l$ ,
I. $\alpha_{1}\beta\in B(10)$ ,

III. $(\alpha_{1}, \beta)=(1, \overline{1}),$ $n=1$ ,
IV. $(\alpha_{1}, \beta)=(1, \overline{1}),$ $n=2$ ,
I. $(\alpha_{1}, \beta)=(1, \overline{1}),$ $n>2$ ,

IV. $b_{1}\neq(\phi),$ $b_{2}=(\phi),$ $l=1$ ,
V. $b_{1}\neq(\phi),$ $b_{2}=(\phi),$ $l\neq 1,$ $n<l$ ,
I. $b_{1}\neq(\phi),$ $b_{2}=(\phi),$ $l\neq 1,$ $n=l$ ,
V. $b_{1}=(\phi),$ $b_{2}\neq(\phi),$ $l=1$ ,

III. $b_{1}=(\phi),$ $b_{2}\neq(\phi),$ $l\neq 1$ .

定理 5.2. $\{B_{l}\}_{t\geq 1}$ を $U_{q}’(D_{4}^{(3)})\sim crystals$ とする. 与えられたデータ $b_{1}\otimes b\in B_{l}\otimes B_{1}$

に対し, $b_{2}’\otimes b_{1}’$ を上の規則により与える. 写像 $\iota$ : $B_{t}\otimes B_{1}arrow B_{1}\otimes\dot{B}_{t}$ を結晶同型,
$H(b_{1}\otimes b_{2})$ をそれに付随するエネルギー関数で臼.2の式により規格化されたものと
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する. このとき, 次式が成り立っ.

(5.4) $\iota(b_{1}\otimes b_{2})=b_{2}’\otimes b_{1}’$ , $H(b_{1}\otimes b_{2})=\tilde{H}(b_{1}\otimes b_{2})$

例 53. $l=3$ の場合.

$R:z^{\gamma_{1}}(2\overline{2}\overline{1})\otimes z^{\gamma_{2}}(\overline{2})-\succ z^{\gamma_{2}+(-2)}(i)\otimes z^{\gamma_{1}-(-2)}(0\overline{2})$.

$)$ 行挿入算法および逆行挿入算法より,

$(2\overline{2}\overline{1})\backslash *(\overline{2})=(\overline{2}arrow 2\overline{2}\overline{1})=0\overline{2}\overline{1}$ , $H((2\overline{2}\overline{1})\otimes(\overline{2}))=-2$ ,
$0\overline{2}\overline{1}=(0arrow\overline{2}\overline{1})=.(0arrow(\overline{2}arrow\overline{1}))$ .

例 54. $l=4$ の場合.

$R:z^{\gamma_{1}}(30\overline{1})\otimes z^{\gamma_{2}}(\overline{3})rightarrow z^{\gamma_{2}+(-2)}(2)\otimes z^{\gamma_{1}-(-2)}(2\overline{2}\overline{2}\overline{1})$

$)$ 行挿入算法より,

30 $\overline{1}$

$(30\overline{1})*(\overline{3})=$
$\overline{3}$

, $H((30 \overline{1})\otimes(\overline{3}))=\max(-2, ((30\overline{1})*(\overline{3}))_{1}-4-1)=-2$ .

逆行挿入算法より,

$\frac{3}{3}0\overline{1}=(2arrow\frac{0}{2}\overline{1}.)=(2arrow(\overline{2}arrow\overline{\frac{3}{2}}))=(2arrow(\overline{2}arrow(\overline{2}arrow(\overline{3}arrow\emptyset))))$ .

いま $l=4$ だから $(\overline{3}arrow\emptyset)$ は $(iarrow 2)$ に読み替えられる. よって,

30 $\overline{1}$

$=(2arrow(\overline{2}arrow(\overline{2}arrow(\overline{1}arrow 2))))$ .
$\overline{3}$

52. 可積分セルオートマトン. 前節で与えた組合せ $R$ のアルゴリズムを用いて, ア
フィン Lie 環 $\mathfrak{g}=D_{4}^{(3)}$ に付随する可積分セルオートマトンを構成する. その構成法
は $A$ 型の場合と全く同様なので割愛するが, その中にある幾つかの命題を組合せ $R$

が満たしていることを check する必要がある. 表記も $A$ 型の場合と同じものを用い
ることにする.

例 55. 組合せ $R$ を図式 $+$ で表す.

$b_{2}$

$B_{l}\otimes B_{1}$ $\simeq$ $B_{1}\otimes B_{l}$

(5.5) $b_{1}+b_{1}’$ $\Leftrightarrow$

$b_{1}\otimes b_{2}$ $rightarrow$ $b_{2}’\otimes b_{1}^{j}$

$b_{2}’$

このとき, 系の時間発展は次で与えられる.

2.0 $\overline{3}$ 1 1 1 1
111 $+13+1\overline{2}+2\overline{1}+$ 121 $+$ 112 $+$ 111 $+$ 111 . . .

1 1 3 $\phi$
$\overline{1}$ 2 1

. . $T_{3}$ : $\overline{2}\otimes 0\otimes\overline{3}\otimes 1\otimes 1\otimes 1\otimes 1\otimes\cdotsarrow*1\otimes\dot{1}\cdot\otimes 3\otimes\phi\otimes\overline{1}\otimes 2\otimes 1\otimes\cdots$ .

ただし, タブローのフレームは無視して表示した.
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5.3. ソリトンとその散乱 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ |\downarrow . $\tilde{B}_{l}(l\in \mathbb{Z}\geq 1)$ を $U_{q}’(A_{1}^{(1)})$ -crystal とする.

$\tilde{B}_{l}=\{b=(x_{1}, x_{2})|x_{1}+x_{2}=l, x_{i}\in \mathbb{Z}\geq 0\}$

写像 $\iota_{l}$ : $\tilde{B}_{l}u\{0\}arrow B_{1}^{\otimes l}u\{0\}$ を次式で定義する.

(5.6) $\iota_{l}(b)=\{\begin{array}{ll}(3)^{\otimes x_{2}} \otimes(2)^{\otimes x_{1}} if b\neq 0,0 if b=0.\end{array}$

このとき, 次の主張が直ちに従う.

命題 56. 任意の $b\in\overline{B}_{t}$ uu $\{0\}$ に対し,
$\iota_{l}(\tilde{e}_{1}(b))=.\tilde{e}_{2}(\iota_{l}(b))$ , $\iota_{l}(\tilde{f}_{1}(b))=\tilde{f}_{2}(\iota_{l}(b))$ .

アフィンリー環 $\mathfrak{g}=D_{4}^{(3)}$ に付随する可積分セルオートマトンにおいて, 1-ソリト
ン状態 $p_{1\epsilon}\in\varphi_{L}$ として条件 $E_{1}(p_{1s})=1$ を満たすものを探すと, 内部自由度 $(x_{1}, x_{2})$

を除いて以下の状態として一意的に定まる.

$...\otimes(1)\otimes(1)\otimes\iota_{l}(b)\otimes(1)\otimes(1)\otimes\cdots$

さらに, 長さ $(l_{1}, l_{2}, \ldots, l_{m})$ の m-ソリトン状態は以下で描写される.
$[l_{1}]\ldots\ldots[l_{2}]\ldots..\cdot$ . . $[l_{m}]\ldots\ldots\ldots\ldots.$ .

ここで. . . $[l]\ldots$ は十分多くの 1’ で挟まれた以下のような局所状態である.
長さ $l$ の 1-ソリトン状態は, 時間発展霧の下で右側へ $\min(- r, l)$ ステップシフトす

るので, 時刻 $t$ における局所状態 “. . . $[l]\ldots$ の位相を次式で与える.

$\gamma=\min(r.’ l)t+$ ( $\ldots[l]\ldots$ の右端からの位置)

. 命題 5.6より, 長さ $l$ の 1-ソリトン状態.. . $[l]\ldots$ を, アフィン化された $U_{q}^{j}(A_{1}^{(1)})-$

crystal $\tilde{B}\iota$ と同一視する.
$\otimes(1)\otimes(1)\otimes\iota_{l}(b)\otimes(1)\otimes(1)\otimes\cdots\in\varphi_{L}$ $\Leftrightarrow$ $z^{\gamma}b\in Aff(\overline{B}_{l})$

さらに長さ $(l_{1}, l_{2}, \ldots, l_{m})$ の m-ソリトン状態
$[l_{1}]\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots[l_{2}]\ldots\ldots\ldots\cdots$ $[l_{m}]\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots$ .

を, $U_{q}(A_{1}^{(1)})$-crystals のテンソル積

$z^{\gamma_{1}}b_{1}\otimes z^{\gamma_{2}}b_{2}\otimes\cdots\otimes z^{\gamma_{m}}b_{m}\in,$
$Aff(\tilde{B}_{l_{1}})\otimes Aff(\overline{B}_{l_{2}})\otimes\cdots\otimes Aff(\tilde{B}_{l_{n}})$ .

と同一視する.
いま条件 $l_{1}>l_{2}>\cdots>l_{m}$ を仮定する. 時間発展君の $r>0$ が十分大きければ長

いソリトンほど速く伝播するので, 十分時間が経っと以下の状態になると期待される.
$[l_{m}]\ldots\ldots\ldots\cdots$ $[l_{2}]\ldots\ldots\ldots..[l_{1}]\ldots\ldots\ldots\ldots$

この散乱前後の状態変化を次で表す.
$S_{m}$ : $Aff(\tilde{B}_{l_{1}})\otimes Aff(\tilde{B}_{l_{2}})\otimes\cdots\otimes Aff(\tilde{B}_{l_{m}})$ $arrow$ $Aff(\tilde{B}_{l_{m}})\otimes\cdots\otimes Aff(\tilde{B}_{l_{2}})\otimes Aff(\overline{B}_{t_{i}})$

$z^{\gamma_{1}}b_{1}\otimes z^{\gamma_{2}}b_{2}\otimes\cdots\otimes z^{\gamma_{m}}b_{m}$ $rightarrow$ $z^{\gamma_{m}’}b_{m}’\otimes\cdots\otimes z^{\gamma_{2}’}b_{2}’\otimes z^{\gamma_{1}’}b_{1}’$.
散乱行列 $S_{m}$ の規則は次の定理で記述される.

定理 5.7. ([Ya2]).
散乱行列 $S_{2}$ は, $U_{q}(A_{1}^{(1)})$ -crystals に付随する組合せ $R$ で記述される. 特に,

(5.7) $\gamma_{1}-\gamma_{1}’=\gamma_{2}’-\gamma_{2}=2l_{2}+3\cross H(b_{1}\otimes b_{2})$ .
$m>2$ のとき, $S_{m}$ は $S_{2}$ の積に分解する.
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注 58. この組合せ $R$ 行列には付加項 $2l_{2}$ がっいているが, エネルギー関数は付加定
数の自由度をもつので, Yang-Baxter 方程式を満たす.

54. ソリトン散乱の比較. 以下, ソリトンの散乱を時系列で表す. キャリアは $u_{4}$ を
用いた. 各時刻における系の時間発展 $T_{4}(p)\in\varphi_{L}$ を計算し, 得られた状態のテンソ

. ル積を除去して表示する. 長さ $l$ の下線は, 長さ $l$ のソリトンが散乱しない場合にそ
の時刻にあるべき位置を示している. 十分時間が経過したとき, その下線と実際に存
在する位置とのずれを, 位相のずれ $\delta$ としている.

例 5.9. g-automaton $(\mathfrak{g}=A_{2}^{(1)}, D_{4}^{(3)})$ に現れるソリトンの 2体散乱の比較する. 散
乱前後でのソリトンの内部自由度の変化は同じだが, 位相のずれと散乱途中の状態は
大きく異なることに注目されたい.

$\bullet$
$D_{4}^{(3)}$ -automaton $\bullet$

$A_{2}^{(1)}$ -automaton

$t=0$ ; 22111311111111111111111111 221113111111111111111111111
$t=1$ : $11\underline{22}11\underline{3}1111111111111111111$ 112211311111111111111111111
$t=2$ : 11112213111111111111111111 111122131111111111111111111
$t=3$ : 11111122311111111111111111 111111223111111111111111111
$t=4$ : 11111111201111111111111111 111111112321111111111111111
$t=5$ ; 11111111113111111111111111 111111111213211111111111111
$t=6$ : $1111111111\overline{1\underline{\phi}}\underline{21}111111111111$ 111111111121132111111111111
$t=7$ : 11111111111110211111111111 111111111112111321111111111
$t=8$ : 11111111111111232111111111 llllllllllJ1211113211111111
$t=9$ ; 11111111111111121321111111 111111111111121111132111111

$t=10$ : 11111111111111112113211111 111111111111112111111321111
$t=11$ : 11111111111111111211132111 111111111111111211111113211

その散乱則はそれぞれ次で記述される.

$R:Aff(\tilde{B}_{2})\otimes Aff(\overline{B}_{1})$ $arrow$ $Aff(\tilde{B}_{1})\otimes Aff(\tilde{B}_{2})$

$z^{L-2}(2,0)\otimes z^{L-6}(0,1)$ $\mapsto\star$ $z^{(L-6)+\delta}(1,0)\otimes z^{(L-2)-\delta}(1,1)$ .

$\delta=2X^{Z}1+H((2,0)\otimes(0,1))\cross\{\begin{array}{ll}3=-1 if g=D_{4}^{(3)},1=1 if \mathfrak{g}=A_{2}^{(1)}.\end{array}$

例 5.10. (3体散乱)
写像 $S_{3}$ は $(S_{2}\otimes 1)(1\otimes S_{2})(S_{2}\otimes 1)$ , または $(S_{2}\otimes 1)(1\otimes S_{2})(S_{2}\otimes 1)$ で与えちれ

る. $S_{2}=R$ および $R$ 行列が Yang-Baxter 方程式を満たすことから, 散乱後の状態は

98



散乱の順序に依存しない. システムサイズを $L=50$ とする.

$t=0$ : 33211132111311111111111111111111111111111111111111
$t=1$ : 11133211321131111111111111111111111111111111111111
$t=2$ : 11111133213213111111111111111111111111111111111111
$t=3$ : 11111111133232311111111111111111111111111111111111
$t=4$ : 11111111111133001111111111111111111111111111111111
$t=5$ : 11111111111111131311111111111111111111111111111111
$t=6$ : $111111111111111131\phi 0311111111111111111111111111111$

$t=7$ : 11111111111111111311133311111111111111111111111111
$t=8:$ . 11111111111111111131111203311111111111111111111111
$t=9$ : 11111111111111111113111112233311111111111111111111

$t=10$ : 11111111111111111111311111122133311111111111111111
$t=11$ : .11111111111111111111131111111221133311111111111111
$t=12$ : 11111111111111111111113111111112211133311111111111

$S_{3}$ : $Aff(B_{3})\otimes Aff(B_{2})\otimes Aff(B_{1})|$ $arrow$ $Aff(B_{1})\otimes Aff(B_{2})\otimes Aff(B_{3})$

$z^{47}(1,2)\otimes z^{42}(1,1)\otimes z^{38}(0,1)$ $-\succ$ $z^{37}(0,1\rangle$ $\otimes z^{41}(2,0)\otimes z^{47}(0,3)$

$z^{47}(1,2)\otimes z^{42}(1,1)\otimes z^{38}(0,1)arrow z^{42+1}(1,1)\otimes z^{47-1}(1,2)\otimes z^{38}(0,1)R\otimes 1$

$arrow z^{43}(1,1)\otimes z^{38+(-1)}(1,0)\otimes z^{46-(-1)}(0,3)1\otimes R$

$-R\otimes 1z^{37+2}(0,1)\otimes z^{43-2}(2,0)\otimes z^{47}(0,3)$

$z^{47}(1,2)\otimes z^{42}(1,1)\otimes z^{38}(0,1)arrow z^{47}(1,2)1\otimes R\otimes z^{38+(-1)}(1,0)\otimes z^{42-(-1)}(0,2)$

$\frac{R\otimes 1_{1}}{r}z^{37+2}(0,1)\otimes z^{47-2}(2,1)\otimes z^{43}(0,2)$

$arrow z^{39}(0,1)\otimes z^{43+(-2)}(2,0)\otimes z^{45-(-2)}(0,3)1\Phi R$

6. 結論

$l\in \mathbb{Z}\geq 1$ とする. $B\iota$ を $U_{q}’(D_{4}^{(3)})$-crystal, $\tilde{B}_{l}$ を $U_{q}’(A_{1}^{(1)})$-crystal とする.

我々は, $U_{g}’(D_{4}^{(3)})$-crystal の与えられたデータ $b_{1}\otimes b_{2}\in B\iota\otimes B_{1}$ に対し, クリス
タル同型 $\iota$ : $B_{l}\otimes B_{1}arrow B_{1}\otimes B_{l}$ とそれに付随するエネルギー関数 $H(b_{1}\otimes b_{2})$ を,
Kang-Misra の $U_{q}(G_{2})$-crystals に対する Lecouvey の列挿入算法により記述した.
この組合せ $R$ のアルゴリズムを用いて, $A$型の場合と同様の方法で可積分セルオー

トマトンを構成し, そこに現れるソリトンを系のエネルギーに相当する保存量から定
義した. このとき, 長さ $(l_{1}, l_{2}, \ldots , l_{m})$ の m-ソリトン状態は $U_{q}(A_{1}^{(1)})$-crystals めテン
ソル積 $Aff(\tilde{B}_{l_{1}})\otimes Aff(\overline{B}_{l_{2}})\otimes\cdots\otimes Aff(\overline{B}_{l_{m}})$ と同一視できる.
例外型アフィン Lie環 $\mathfrak{g}=D_{4}^{(3)}$ に付随する可積分セルオートマトンの中に現れる

ソリトンとその散乱則は, 以下で記述される.
$\bullet$ ソリトンとその散乱則は, $U_{q}(A_{1}^{(1)})$ -crystals とそれに付随する組合せ $R$ で記
述される.

$\bullet$ 特に, ソリトンの 2体散乱における位相のずれは, $U_{q}(A_{1}^{(1)})$-crystals に対する
組合せ $R$ に付随するエネルギー関数の 3倍で記述される.
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比Wのため, アフィン Lie 環 $\mathfrak{g}_{n}=A_{2}^{(1)}$ に付随するソリトンセルオートマトンの散
乱則について述べると,

$\bullet$ ソリ トンとその散乱則は, ランクが 1下がった $U_{q}(A_{1}^{(1)})$-crystals とそれに付
随する組合せ $R$ で記述される.

$\bullet$ 特に, ソリトンの 2体散乱における位相のずれは, $U_{q}(A_{1}^{(1)})$-crystals に対する
組合せ $R$ に付随するエネルギー関数の 1倍で記述される.

我々のソリトンセルオート $-.7$ トンの散乱は, 比較対象が簡単な $A_{2}^{(1)}$ -aautomaton で
あるという点で興味深いものである. また, ソリトンの 2体散乱における位相のずれ
がエネルギー関数の 3倍で記述できるという事実は, これまでに知られている非例外
型アフィン Lie 環 $\mathfrak{g}_{n}$ に付随するソリトンセルオートマトンにはなかった新しい発見
である.
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