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1. 序論

$C$ を実 Banach 空間 $E$ の空でない閉凸部分集合とする. $C$ から $C$への写像 $T$ が非拡
大 (nonexpansive) であるとは任意の $x,y\in C$ に対して

$\Vert Tx-Ty\Vert\leq\Vert x-y\Vert$

をみたすときである. $F(T)$ で集合 $\{x\in C:x=Tx\}$ を表す. 不動点近似 (写像の不動
点をみつける問題) はいろいろな非線形問題と関わっており, 多くの数学者により研究
されてきた. そのような中でHilbert 空間の閉凸部分集合上の非拡大写像に対する不動
点近似として, Xu-Ori [34] は有限個の写像 $T_{1},$ $T_{2},$ $\ldots,T_{r}$ に対して次の陰的点列近似法
(implicit iteration process) を導入した: $x=x_{0}\in C$ とし,

$x_{n}=\alpha_{\mathfrak{n}}x_{n-1}+(1-\alpha_{n})T_{n}x_{n}$ , $n=1,2,$ $\ldots$ . (1)

ここで $\{\alpha_{n}\}$ を $0<\alpha_{n}<1$ をみたす実数列とし, $T_{\mathfrak{n}}=T_{n+}$, とする. そして Xu-Ori [34]
は (1) で定義される iteration process の弱収束定理を Hilbert 空間において証明した.
Liu [23] は (1) で定義される iteration process を研究し, 一様凸な Banach空間において,
写像族 $T_{1},T_{2},$ $\ldots,T_{r}$ の中で semicompact となる写像処が存在するという仮定のもとで
強収束定理を証明した ([2, 3, 12, 4, 20, 21, 28, 35] も参照).

$H$ を Hilbert 空間とし, $C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合とする. $C$ から $H$ への作用
素 $A$ が単調であるとは, 任意の $x,y\in C$ に対して,

$\langle x-y,Ax-Ay\rangle\geq 0$

が成立するときにいう. $A$ を $C$ から $H$ への単調作用素とする. このとき, すべての
$v\in C$ に対して

$(v-u,Au\rangle\geq 0$

が成り立っとき, $u\in C$ を変分不等式の解といい, その解の集合を $VI(C, A)$ で表す. 変
分不等式の解 $u$ をみつける問題は変分不等式問題とよばれる. この問題に関する研究
は, Stampacchia $[26, 27]$ によって始まり, その後, 多くの数学者によって幅広く研究が
行われてきた. Takahashi-Toyoda [31] は, 非拡大写像 $S$ の不動点集合 $F(S)$ と変分不等
式問題の解集合 $VI(C, A)$ の共通部分の点, 即ち, $F(S)\cap VI(C,A)$ の点を見つけるとい
う問題に対して研究し, 点列近似法で $F(S)\cap VI(C, A)$ の点への弱収束定理を証明した.
この論文では, まず, $F(S)\cap VI(C, A)$ の点を見つけるという問題に対して, [12, 4,

31, 34] などの考えを用いて, 非拡大写像と inverse-strongly-monotone operator に対す
る implicit iteration process を導入する. そして, それにより $F(S)\cap VI(C, A)$ の点ヘ
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の弱および強収束定理を証明する. さらに, Hilbert 空間における変分不等式問題を拡
張したつぎの問題を扱う ([1] 参照).

Problem 1.1. $E$ をなめらかな Banach空間とし, $E$ を $E$の共役空間とする. $\langle x, f\rangle$ で
$x\in E$ における $f\in E^{*}$ の値を表す. $C$ を空でない閉凸部分集合とし, $A$ を $C$ から $E$へ

の増大作用素とする. すべての $v\in C$ に対して

\langle Au, $J(v-u))\geq 0$

をみたす $u\in C$ をもとめよ. ただし, $J$ は $E$ の双対写像である.

Problem 1.1の解 $u\in C$ の集合を $S(C,A)$ であらわす. つまり,

$S(C,A)=$ {$u\in C$ : すべての $v\in C$ に対して \langle Au, $J(v-u)\rangle\geq 0$}
とする. この問題は, 非拡大写像の不動点問題, 増大作用素の零点をもとめる問題等と
関連がある ([1, 30] 等参照).
この論文では, $[1, 34]$ 等を参考にして, Problem 1.1の解を求めるために次のような

iteration process を考える $:x_{1}=x\in C$ とし, $n=1,2,$ $\ldots$ に対して,

$x_{\mathfrak{n}}=\alpha_{n}x_{n-1}+(1-\alpha_{\mathfrak{n}})Q_{C}(x_{\hslash}-\lambda_{n}Ax_{n})$

で $\{x_{n}\}$ を定義する. ここで, $Qc$ は $E$ から $C$ の上への sunny nonexpansive retraction
であり, $\{\lambda_{n}\}$ は正の実数列とし, $\{\alpha_{n}\}$ は $\{\alpha_{n}\}\subset(0,1)$ をみたす数列とする. 結果とし
て得られた Bannach空間における弱収束定理および強収束定理を証明し, その応用につ
いても記す.

2. 準備と補題

本論文では以後, $E$ は実 Banach 空間を表し, $E^{\cdot}$ は $E$ の共役空間とし, $\langle y, x\rangle 1hx\in$

$E^{*}$ の $y\in E$ での値を表す. $x_{n}arrow x$ は点列 $\{x_{n}\}$ が $x$ に強収束することを表し, また
$\lim_{narrow\infty}x_{n}=x$ も $x_{n}$ が $x$ に強収束することを表す. $x_{n}-x$ は点列 $\{x_{n}\}$ が $x$ に弱収束する
ことを表し, また w- $\lim x_{n}=x$ も $x_{\mathfrak{n}}$ が $x$ に弱収束することを表す. $N$ と $Z^{+}$ はそれぞ

れすべての正の整数からなる集合, すべての非負の整数からなる集合を表す. $R$ と $\mathbb{R}^{+}$

はそれぞれ, すべての実数からなる集合, すべての非負の実数からなる集合とする.
$B_{1}=\{v\in E:||v||=1\}$ とする. Banach空間 $E$ のノルムが G\^ateaux微分可能である
とは任意の $x,$ $y\in B_{1}$ に対して

$\lim_{\ellarrow 0}\frac{\Vert x+ty\Vert-||x\Vert}{t}$ (2)

が存在するときにいう. このとき, Banach 空間 $E$ は滑らか (smooth) であるともいう.
任意の $x\in B_{1}$ に対して, 極限 (2) が $y\in B_{1}$ に関して一様に収束するとき, Banach空間
$E$ のノルムが Fr\’echet微分可能であるという. 極限 (2) が $x,$ $y\in B_{1}$ に関して一様に収束
するとき, Banach空間 $E$ のノルムが一様に Frechet微分可能であるという. このとき,
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Banach 空間 $E$ は一様に滑らか (uniformly smooth) であるともいう. Banach 空間 $E$ が
Opial条件をみたすとは, $E$ の点列 $\{x_{n}\}$ が $w-\lim_{n}x_{n}=x$ をみたすならば

$\lim_{narrow\infty}1x_{n}-x||<\lim_{\piarrow\infty}||x_{n}-y\Vert$

が $y\neq x$ なる任意の $y\in E$ に対して成立するときにいう ([25] 参照). 回帰的な Banach
空間においては, この条件は $E$ の $net\{x_{\alpha}\}$ が $w-\lim_{\alpha}x_{\alpha}=x$ をみたすならば

$\lim_{\alpha}\Vert x_{\alpha}-x||<\lim_{\alpha}\Vert x_{\alpha}-y||$

が $y\neq x$ なる任意の $y\in C$ に対して成立するという条件と同値である ([7] 参照). 双対
写像」$;Earrow E,$ $x^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\mapsto\{x^{2}\in E^{\cdot} : \langle x, x\rangle=||x||^{2}=||x\Vert^{2}\}$ が一価で弱点列連続であれ
ば $E$ は Opial条件をみたす. すべての Hilbert 空間, $P(1<P<\infty)$ は Opial条件をみ
たす ([22, 25] 参照). Lp-空間 $(p\neq 2)$ は Opial条件をみたさないが, 過分な Banach空間
は Opial をみたすようにリノルミング可能である ([17, 25] 参照).
次のように定義される関数 $\rho:\mathbb{R}^{+}arrow \mathbb{R}^{+}$ は $E$ の modulus of smoothness とよばれる:

$\rho(\tau)=\sup\{\frac{1}{2}(||x+y||+\Vert x-y||)-1:x,y\in E, ||x||=1, ||y||=\tau\}$, $\tau\in \mathbb{R}^{+}$ .
Banach空間 $E$ が一様になめらかであるための必要十分条件は $\lim_{rarrow\infty}\rho(\tau)/\tau=0$ が成
立することであると知られている. $q|h1<q\leq 2$ をみたす実数とする. Banach space
$E$ が q-uniformly smooth であるとは, ある定数 $c>0$ が存在して, すべての $\tau>0$ に対
して $\rho(\tau)\leq c\tau^{q}$ が成立するときにいう ([14, 32] 等参照). q-uniformly smooth Banach
空間については次の補題が知られている ([14, 15] 参照).

Lemma 2.1 ([14, 15]). $q$ は $1<q\leq 2$ をみたす実数とする. Banach 空間 $E$ が q-
uniformly smooth であるための必要十分条件は, ある定数 $K\geq 1$ が存在し, 任意の
$x,y\in E$ に対して

$\frac{1}{2}(\Vert x+y\Vert^{q}+||x-y||^{q})\leq||x||^{q}+||Ky||^{q}$ (3)

が成立することである.

不等式 (3) を成立させる最も良い定数 $K$ は $E$ の q-uniformly smoothness constant と
よばれる ([14] 等参照).

$q$ は $q>1$ をみたす実数とする. 各 $x\in E$ に対して, 次のように定義される $E$ から
$2^{B}$ への写像 $J_{q}$ は一般化された双対写像 (generalized duality maPping) という:

$J_{q}(x)=\{x\in E^{t} : (x,x^{*}\rangle=||x||^{q}, ||x||^{q}=||x||^{q-1}\}$ .
特に $J=\text{」_{}2}$ は正規化された双対写像 (normalized duality mapping) とよばれる. $x\neq 0$

である任意の $x\in E$ に対して, $J_{q}(x)=||x||^{q-2}$」$(x)$ が成立する. $E$ が Hilbert 空間であ
れば, 」は $E$ の恒等写像 $I$ となる (詳細は [14, 32] 等を参照). 次の補題は Lemma 2.1を
用いて証明される ([33] 参照).
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Lemma 2.2 ([33]). $q$ を $1<q\leq 2$ をみたす実数とし, $E$ を q-uniformly smooth Banach
空間であるとする. このとき, 任意の $x,$ $y\in E$ に対して,

$\Vert x+y\Vert^{q}\leq\Vert x||^{q}+q\langle y, \text{」_{}q}(x)\rangle+2\Vert Ky\Vert^{q}$ (4)

が成立する. ここで $J_{q}$ は $E$の generalized duality mappingであり, $K$は $E$の q-uniformly
smoothness constant である.

$C$を Banach空間 $E$の空でない閉凸部分集合とし, $K$ を $C$の部分集合とする. $C$から $K$

の上への写像 $Q$が sunnyであるとは, 任意の $x\in C$ と $t\geq 0$ に対して $Qx+t(x-Qx)\in C$

ならば

$Q(Qx+t(x-Qx))=Qx$
がっねに成り立っときをいう. $C$ から $K$ の上への写像 $Q$ が retraction であるとは
$Q^{2}x=Qx$ が任意の $x\in C$ に対して成立するときにいう. $C$ から $K$ の上への sunny
nonexpansive retractionが存在すれば, $K$ は sunny nonexpansive retract であるといわ
れる. $E$ が Hilbert 空間であれば, sunny nonexpansive retraction は $E$ から $C$ の上への
距離射影に一致する. 次の補題は sunny nonexpansive の 1つの特徴づけを記している
([30] 等参照).

Lemma 2.3. $E$ をなめらかな Banach 空間とし, $C$ を $E$ の空でない閉凸部分集合とす
る. $E$ から $C$ の上への retraction $Q_{C}$ が sunny nonexpansive であるための必要十分条
件は,

$(x-Q_{0}x,$」$(y-Q_{C}x)\rangle\leq 0$

がすべての $x\in C$ と $y\in K$ に対して成立することである. ただし, 」は $E$ から $E^{n}$ への

双対写像である.

$H$ を Hilbert 空間とし, $C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合とする. $C$ から $H$ への写像
$A$ が $inver8e$-strongly-monotone であるとは, ある $\alpha>0$ が存在して,

\langle Ax-Ay, $x-y\rangle$ $\geq\alpha\Vert Ax-Ay||^{2}$

がすべての $x,y\in C$ に対して成立するときをいう. このような場合, $A$ は $\alpha$-inver8e-
strongly-monotone であるという (詳細や例は [16, 24, 31] 参照). なめらかな Banach 空
間において, Hilbert 空間の inverse-strongly-monotone mapping の 1つの拡張の定義を
記述する ([1]等参照). $C$ を滑らかな Bannach空間 $E$ の空でない閉凸部分集合とし, $\alpha>0$

をとる. $C$ から $E$への作用素 $A$ は任意の $x,y\in C$ に対して

$(Ax-Ay,$」$(x-y)\rangle\geq\alpha||Ax-Ay||^{2}$ (5)

をみたすならば, $\alpha- inverse$-strongly-accretive であるといわれる. 不等式 (5) から,

$||Ax-Ay|| \leq\frac{1}{\alpha}||x-y||$ (6)

がすべての $x,y\in C$ に対して成立することもわかる.
次の補題は本論文の中でも重要な役割を担う.

60



Lemma 2.4 ([1]). $C$ を 2-uniformly smooth Banach 空間 $E$ の空でない閉凸部分集
合とし, $\alpha>0$ とする. $A$ を $C$ から $E$ への $\alpha- inverse$-strongly-accretive operator で
$S(C, A)\neq\emptyset$ をみたすものとする. $\lambda$ を $0<\lambda\leq\alpha/K^{2}$ をみたす実数とする. このとき,
$I-\lambda A$ は $C$ から $E$ への非拡大写像となる. ここで, $K$ は $E$ の 2-uniformly smoothness
constant である.

3. INVERSE-STRONGLY-MONOTONE OPERATOR と非拡大写像に対する収束定理

$C$ を Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合とし, $\alpha>0$ をとる. $S$ を $C$ から $C$ へ

の非拡大写像とし, $A$ を $C$ から $H$ への $\alpha- inverse$-strongly-monotone mapping であると
する. Takahashi-Toyoda [31] は, $F(S)\cap VI(C,A)$ の点を見つけるという問題に対して,
次の iteration process を導入した: $x_{1}=x\in C$ とし, $n\in N$ に対して,

$x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})SP_{C}(x_{\hslash}-\lambda_{n}Ax_{n})$

で $\{x_{n}\}$ を定義する. ここで, $Pc$ は $H$ から $C$ の上への距離射影であり, $\{\alpha_{n}\}$ は $\{\alpha_{n}\}\subset$

$(0,1)$ をみたす数列であり, $\{\lambda_{n}\}$ は正の実数列とする. Takahashi-Toyoda [31] はこの
iteration process により, $F(S)\cap VI(C,A)$ の点への弱収束定理を証明した.
この節ではこの $F(S)\cap VI(C,A)$ の点を見つけるという問題に対して, [31] も参考に

しながら, (1) で定義される iteration process をもとに次の iteration process を導入して
考察する: $x_{1}=x\in C$ とし, $n\in N$ に対して,

$x_{\mathfrak{n}}=\alpha_{n}x_{n-1}+(1-\alpha_{\mathfrak{n}})SP_{C}(x_{\mathfrak{n}}-\lambda_{n}Ax_{n})$

で $\{x_{n}\}$ を定義する. ここで, $\{\alpha_{n}\}$ は $\{\alpha_{n}\}\subset(0,1)$ をみたす数列であり, $\{\lambda_{n}\}$ は正の実
数列とする. [12, 4, 31,34] の考えを用いて, 次の $F(S)\cap VI(C, A)$ の点への弱収束定理
を証明できる.

Theorem 3.1. $C$ を Hilbert空間 $H$の空でない閉凸部分集合とし, $\alpha>0$ をとる. $S$ を $C$

から $C$への非拡大写像とし, $A$ を $C$ から $H$への $\alpha- inverse$-strongly-monotone mapping
で $F(S)\cap VI(C, A)\neq\emptyset$ をみたすものとする. Pj聡を $H$ から $C$ の上への距離射影とす
る. $x_{1}=x\in C$ とし, $n\in N$ に対して,

$x_{n}=\alpha_{n}x_{n-1}+(1-\alpha_{n})SP_{C}(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})$

で $\{x_{n}\}$ を定義する. ここで, $\{\lambda_{n}\}$ は $a,$ $b\in(0,2\alpha)$ をみたすある実数 $a,$ $b$ に対して,
$\{\lambda_{n}\}\subset[a, b]$ をみたす数列とし, $\{\alpha_{n}\}$ は{ $\alpha\sim\subset(0,1)$ と $\alpha_{\hslash}arrow 0$をみたす数列とする. こ
のとき, $\{x_{n}\}$ は $F(S)\cap VI(C, A)$の点 $z$ に弱収束する. ここで $z= \lim_{narrow\infty}P_{F(S)\cap VI(C,A)}x_{n}$

となる.

[12, 4, 31, 34] の考えを用いて, 次の強収束定理も証明できる.

Theorem 3.2. $C$ を Hilbert 空間 $H$ の空でないコンパクト凸部分集合とし, $\alpha>0$ をと
る. $S$ を $C$から $C$への非拡大写像とし, $A$ を $C$から $H$への $\alpha- inverse$-strongly-monotone
mapping とする. $P_{O}$ を $H$ から $C$ の上への距離射影とする. $x_{1}=x\in C$ とし, $n\in N$ に
対して,

$x_{n}=\alpha_{n}x_{n-1}+(1-\alpha_{n})SP_{C}(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})$

61



で $\{x_{n}\}$ を定義する. ここで, $\{\lambda_{n}\}$ は $a,$ $b\in(0,2\alpha)$ をみたすある実数 $a,$
$b$ に対して,

$\{\lambda_{\mathfrak{n}}\}\subset[a, b]$ をみたす数列とし, $\{\alpha_{\mathfrak{n}}\}$ は $\{\alpha_{n}\}\subset(0,1)$ と $\alpha_{n}arrow 0$をみたす数列とする. こ

のとき, $\{x_{\mathfrak{n}}\}$は $F(S)\cap VI(C, A)$ の点 $z$ に強収束する. ここで $z= \lim_{narrow\infty}P_{F(S)\cap VI(C,A)}x_{\mathfrak{n}}$

となる.

4. $INVERSE-STRONGLY$-ACCRETIVE OPERATOR $\}^{}.$対する収束定理

この節では, inverse-strongly-accretive operator に対する弱収束定理を Opial条件を
みたす 2-uniformly smooth Banach空間で証明し, 次に 2-uniformly smooth Banach 空
間における強収束定理を証明する. 主定理の証明には次の補題を用いる.

Lemma 4.1. $C$ を Banach空間 $E$の空でない閉凸部分集合とし, $Q_{Q}$ を $E$から $C$の上へ
の sunny nonexpansive retraction とする. $\alpha>0$ をとる. $A$ を $C$ から $E$への $\alpha$-inverse-
strongly-accretive operator で $S(C,A)\neq\emptyset$ をみたすものとする. $x_{1}=x\in C$ とし,
$n\in N$ に対して,

$x_{\hslash}=\alpha_{\hslash}x_{n-1}+(1-\alpha_{n})Q_{C}(x_{\mathfrak{n}}-\lambda_{n}Ax_{n})$

で $\{x_{n}\}$ を定義する. ここで, $\{\lambda_{n}\}$ は $a\in(0,2\alpha)$ をみたすある実数 $a$ に対して $\lambda_{n}\in$

$[a,\alpha/K^{2}]$ をみたし, $\{\alpha_{n}\}$ は $\alpha_{n}\in(0,1)$ をみたす数例とする. このとき, 任意の $u\in$

$S(C,A)$ に対して, $\Vert x_{n+1}-u\Vert\leq\Vert x_{n}-u\Vert$ が成立し, $\lim_{n}||x_{n}-u\Vert$ が成立する.

次のように Banach 空間における弱収束定理が示せる.

Theorem 4.2 ([13]). $C$ を Opial条件をみたす 2-uniformly smooth Banach 空間 $E$ の

空でない閉凸部分集合とし, $\alpha>0$ をとる. $A$ を $C$ から $E$ への $\alpha- inverse$-strongly-
accretive operator で $S(C, A)\neq\emptyset$ をみたすものとする. $Q_{C}$ を $E$ から $C$ の上への sunny
nonexpansive retraction とする. $x_{1}=x\in C$ とし, $n\in N$ に対して,

$x_{\mathfrak{n}}=\alpha_{n}x_{n-1}+(1-\alpha_{n})Q_{C}(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})$

で $\{x_{\mathfrak{n}}\}$ を定義する. ここで, $\{\lambda_{\mathfrak{n}}\}$ は $a\in(O, 2\alpha)$ をみたすある実数 $a$ に対して, $\{\lambda_{n}\}\subset$

$[a,\alpha/K^{2}]$ をみたす数列とし, $\{\alpha_{n}\}$ は $\{\alpha_{n}\}\subset(0,1)$ と $\alpha_{\hslash}arrow 0$ をみたす数列とする. こ

のとき, $\{x_{n}\}$ は $S(C,A)$ のある点 $z$ に弱収束する.

Proof. $y_{n}=Q_{C}(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})$ とする. $\{x_{n}\}$ と $\{y_{n}\}$ は有界である. $\{x_{n}\}$ の部分点列で
$x_{n_{1}}arrow z$ となるものが存在する. $\{x_{n}\}$ の定義より,

$||x_{n}-y_{n}||=\alpha_{n}||x_{n-1}-y_{n}||$ .
を得る. さらに, $\{\alpha_{n}\}$ の仮定より $||x_{n}-y_{\hslash}||arrow 0$ を得る. ある $a>0$ に対して, $\lambda_{\mathfrak{n}:}\subset$

$[a,\alpha/K^{2}]$であることから $\{\lambda_{4}\}$ は有界であり, $\{\lambda_{\hslash:}\}$の部分点列 $\{\lambda_{n_{1j}}\}$ で $\lambda_{0}\in[a,\alpha/K^{2}]$

に収束するものが存在する. 一般性を失うことなく, $\lambda_{\hslash 1}arrow\lambda_{0}$ . としてよい. $z\in S(C,A)$

を示す. $Qc$ は非拡大であり, $y_{n:}=Q_{C}(x_{n_{i}}-\lambda_{n:}Ax_{\hslash 1})$ なので,
$||Q_{C}(x_{n}:-\lambda_{0}Ax_{n}:)-x_{n_{1}}||\leq\Vert Q_{C}(x_{4}-\lambda_{0}Ax_{4})-y_{n_{1}}||+\Vert y_{\hslash 1}-x_{n_{1}}||$

$\leq||(x_{n:}-\lambda_{0}Ax_{n:})-(x-\lambda Ax_{n})\Vert+||y_{n:}-x_{n:}\Vert$

$\leq M|\lambda_{n:}-\lambda_{0}|+||y_{n:}-x_{n:}||$ (7)
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が成立する. ここで, $M= \sup\{\Vert Ax_{n}\Vert :n=1,2, \ldots\}$ である. $\{\lambda_{n:}\}$ が収束すること
から,

$\lim_{\hslasharrow\infty}||Q_{C}(x_{\hslash_{i}}-\lambda_{0}Ax_{n}:)-x_{\mathfrak{n}}:\Vert=0$ (8)

を得る. 一方, [1] より $z\in F(Q_{C}(I-\lambda_{0}A)=S(C, A)$ を示せる.
最後に, $\{x_{n}\}$ が $S(C, A)$ の点に弱収束することを示す. $x_{n:}$ と $x_{n_{j}}$ は $\{x_{n}\}$ の部分点

列で, それぞれ $x_{n_{1}}arrow z_{1},x_{\hslash_{j}}-\Delta z_{2}$ をみたすものとする. これまでの議論より $z_{1},z_{2}\in$

$z\in S(C,A)$ が得られる. $z_{1}=z_{2}$ であることを証明する. $z_{1}\neq z_{2}$ であると仮定する.
Lemma 4.1と Opial条件より,

$\lim_{\mathfrak{n}}||x_{n}-z_{1}||=\lim_{\simarrow \text{くめ}}||x_{n_{1}}-z_{1}\Vert$

$< \lim_{iarrow\infty}||x_{n:}-z_{2}||=\lim_{\mathfrak{n}arrow\infty}\Vert x_{n}-z_{2}||$

$= \lim_{jarrow\infty}||x_{\hslash_{j}}-z_{2}\Vert$

$< \lim_{jarrow\infty}\Vert x_{n_{j}}-z_{1}||=\lim_{jarrow\infty}\Vert x_{n}-z_{1}\Vert$ .

となるが, これは矛盾である. 従って $z_{1}=z_{2}$ であることが示せたことになる. 以上よ
り, $\{x_{n}\}$ が $S(C, A)$ の点に弱収束することを示せた. 口

次に, 2-uniformly smooth Banach 空間において inverse-strongly-accretive operator
に対する強収束定理を証明する.

Theorem 4.3 ([13]). $C$ を 2-uniformly smooth Banach空間 $E$ の空でないコンパクト凸
部分集合とし, $\alpha>0$ をとる. $A$ を $C$ から $E$ への $\alpha- inverse$-strongly-accretive operator
とする. $Q_{C}$ を $E$ から $C$ の上への sunny nonexpansive retraction とする. $x_{1}=x\in C$

とし, $n\in N$ に対して,

$x_{n}=\alpha_{n}x_{n-1}+(1-\alpha_{n})Q_{C}(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{\hslash})$

で $\{x_{n}\}$ を定義する. ここで, $\{\lambda_{n}\}|ha\in(O, 2\alpha)$ をみたすある実数 $a$ に対して, $\{\lambda_{n}\}\subset$

$[a,\alpha/K^{2}]$ をみたす数列とし, $\{\alpha_{n}\}$ は $\{\alpha_{n}\}\subset(0,1)$ と $\alpha_{n}arrow 0$ をみたす数列とする. こ

のとき, $\{x_{n}\}$ は $S(C, A)$ のある点 $z$ に強収束する.

Proof. $y_{n}=Q_{0}(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})$ とする. $\{x_{n}\}$ と $\{y_{n}\}$ は有界である. $C$がコンパクトなの
で, $\{x_{n}\}$ の部分点列で $x_{n_{i}}arrow z$ となるものが存在する. $\{x_{n}\}$ の定義より,

$\Vert x_{n}-y_{n}\Vert=\alpha_{n}||x_{n-1}-y_{n}\Vert$ .
を得る. さらに, $\{\alpha_{n}\}$ の仮定より $||x_{\hslash}-y_{\hslash}\Vertarrow 0$ を得る. ある $a>0$ に対して, $\lambda_{4}\subset$

$[a, \alpha/K^{2}]$ であることから $\{\lambda_{b}\}$ は有界であり, $\{\lambda_{n:}\}$ の部分点列 $\{\lambda_{n:}.\}$ で $\lambda_{0}\in[a,\alpha/K^{2}]$

に収束するものが存在する. 一般性を失うことなく, $\lambda_{n}:arrow\lambda_{0}$ . としてよい. $z\in S(C,A)$

を示す. $Qc$ は非拡大であり, $y_{4}=Q_{C}(x_{n:}-\lambda_{n}:Ax_{n}:)$ なので,

$||Q_{C}(x_{b}-\lambda_{0}Ax_{n_{1}})-x_{n}:||\leq M|\lambda_{n:}-\lambda_{0}|+||y_{n_{1}}-x_{n}:||$ (9)
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が成立する. ここで, $M= \sup\{\Vert Ax_{n}\Vert :n=1,2, \ldots\}$ である. $\{\lambda_{\iota_{1}}\}$ が収束すること
から,

$\lim_{narrow\infty}\Vert Q_{C}(x_{n_{i}}-\lambda_{0}Ax_{n_{i}})-x_{n_{i}}\Vert=0$ (10)

を得る. 一方, [1] より $z\in F(Q_{C}(I-\lambda_{0}A)=S(C,A)$ を得る.
Lemma 4.1 \ddagger り,

$\lim_{narrow\infty}||x_{n}-z\Vert=|arrow\infty!im\Vert x_{n_{1}}-z||=0$

を得る. 以上より, { $x$引が $S(C, A)$ の点に強収束することを示せた. 口

次に主定理 (Theorem 4.2) の応用を述べる. $C$ をなめらかな Banach 空間 $E$ の空
でない閉凸部分集合とし, $\alpha>0$ とし, $\beta>0$ とする. $C$ から $E$ への operator $A$ が

$\alpha$-strongly-accretive であるとは, 任意の $x,y\in C$ に対して

$\langle Ax-Ay)J(x-y)\rangle\geq\alpha||x-y||^{2}$

が成立するときにいう. ここで, 」は $E$ から $E^{t}$ への双対写像である. $C$ から $E$ への写
像 $A$ が $\beta$-Lipschitz continuous であるとは, 任意の $x,y\in C$ に対して

$\Vert Ax-Ay\Vert\leq\beta\Vert x-y\Vert$

をみたすときにいう. $\alpha- strongly$-accretiveでかつ $\beta$-Lipschitz continuous な operator は
$\alpha/\beta^{2_{-}}inverse$-strongly-accretive になることが知られている. 一方, $k\in[0,1$ ) とする. $C$

から $C$ への写像 $T$ が k-strictly pseudocontractive であるとは, 任意の $x,y\in C$ に対し
て, ある $j(x-y)\in$ 」$(x-y)$ が存在し,

(Tx-Ty, $j(x-y)\rangle$ $\leq\Vert x-y\Vert^{2}-\frac{1-k}{2}\Vert(I-T)x-(I-T)y\Vert^{2}$

が成立するときにいう. $I-T$ は $C$ から $E$ への $(1-k)/2- inverse- strongly$-accretive に
なることが知られている. まず Theorem 4.2より得られる $\alpha- strongly$-accretive でかつ

$\beta$-Lipschitz continuous である写像に対する弱収束定理から述べる.

Theorem 4.4. $C$ を Opial条件をみたす 2-uniformly smooth Banach 空間 $E$ の空でな
い閉凸部分集合とし, $\alpha>0$ をとり, $\beta>0$ をとる. $A$ を $C$ から $E$への写像で $\alpha$-strongly-
accretive で $\beta$-Lipschitz continuous であり, $S(C, A)\neq\emptyset$ をみたすものとする. $Qc$ を $E$

から $C$ の上への sunny nonexpansive retraction とする. $x_{1}=x\in C$ とし, $n\in N$ に対
して,

$x_{n}=\alpha_{n}x_{n-1}+(1-\alpha_{n})Q_{C}(x_{\hslash}-\lambda_{n}Ax_{n})$

で $\{x_{\hslash}\}$ を定義する. ここで, $\{\lambda_{n}\}$ は $a\in(0,2\alpha/\beta^{2})$ をみたすある実数 $a$ に対して,
$\{\lambda_{n}\}\subset[a,\alpha/\beta^{2}K^{2}]$ をみたす数列とし, $\{\alpha_{n}\}$ は $\{\alpha_{n}\}\subset(0,1)$ と $\alpha_{\hslash}arrow 0$ をみたす数列
とする. このとき, $\{x_{n}\}$ は $z\in S(C, A)$ に弱収束する.

次の定理は, inverse-strongly-accretive operator の零点をみつける問題に関する弱収
束定理である.
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Theorem 4.5. $E$ を Opial条件をみたす 2-uniformly smooth Banach 空間とし, $\alpha>0$

をとる. $A$ を $E$ から $E$ への inverse-strongly-accretive operator で $A^{-1}0=\{u\in E$ :
$Au=0\}\neq\emptyset$ をみたすものとする. $x_{1}=x\in E$ とし, $n\in N$ に対して,

$x_{n}=\alpha_{\mathfrak{n}}x_{n-1}+(1-\alpha_{\mathfrak{n}})(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})$

で $\{x_{n}\}$ を定義する. ここで, $\{\lambda_{n}\}12a\in(0,2\alpha)$ をみたすある実数 $a$ に対して, $\{\lambda_{\hslash}\}\subset$

$[a,\alpha/K^{2}]$ をみたす数列とし, $\{\alpha_{n}\}$ は $\{\alpha_{n}\}\subset(0,1)$ と $\alpha_{n}arrow 0$ をみたす数列とする. こ
のとき, $\{x_{n}\}$ は $z\in A^{-1}0$ に弱収束する.
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