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概妻

多重ゼータ値の複シャッフル関係式を 2変数多重対数関数の接続問題として理解するため
のひとつの有力な例を提示する. さらに, この例を用いて 2重対数関数 (dilogarithm)
の 5項関係式が接続公式として理解できることを示す.

1 Introduction
Ihara-Kaneko-Zagier [IKZ], G. Racinet [Ra], Hoang Ngoc Minh [M] はそれぞれ次の予
想を提出した.

予想; 多重ゼータ値の間に成立する関係式はすべて複シャッフル関係式から導かれる.

一方, PDeligne-T Terasoma [T] は associatorの幾何学を考察することにより, 多重ゼータ

値のすべての複シャッフル関係式が associator のみたす関係式から生じることを示した. し

たがって, 上の予想が正しければ, 多重ゼータ値の間に成立する関係式はすべて associator
のみたす関係式から生じることになる. 上の予想は現在の我々にとって射程の範囲外であ
るが, Deligne-Terasoma の到達した結論を KZ 方程式の解の接続問題の観点から再解釈し
ようとすることは自然な問題設定であろう.
この小論の圏的はこの問題を解決するための道筋の端緒を見出すことにある. 具体的には,

多重ゼータ値の調和積 (級数シャッフル積)

$\zeta(k)\zeta(l)=\zeta(k, l)+\zeta(k+l)+\zeta(l, k)$ (1.1)

に対応する多重対数関数の関係式

$Li_{k}(z)Li_{l}(w)=Li_{k,l}(z,w)+Li_{k+l}(zw)+Li_{l,k}(w, z)$ (1.2)

を 2変数多重対数関数の定める KZ 方程式の解の接続問題として理解できることを示すこ
とがその目的である. ただし, 現在のところは, $k,$ $l=1,2$ の場合が扱えているに過ぎない.

ここで, 2変数多重対数関数 (multiple polylogarithm) $Li_{k,l}(z, w)$ は

$Li_{k,l}(z,w)=\sum_{m>n>0}\frac{z^{m}w^{n}}{m^{k}n^{l}}$ (L3)

で定義される級数であり,
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また, $LI_{k}(z)=\sum_{n=1^{\frac{z}{n}T}}^{\infty^{n}}$ は polylogarithm である.

多変数の多重対数関数については, A.B.Goncharov [G] で導入され, 関連する混合 Hodge
構造などについては, JZhao が [Zhl, Zh2] において考察している. また, 2変数の多重対
数関数については $parrow adic$ 多重ゼータ値の複シャッフル関係式との関連のもとで, A.Besser-
H.Furusho が [BF] において考察している. しかし, これらの論文で解の接続問題につい
て陽に論じたものはない.
また, 我々は, この (1.2) の $k=l=1$ の場合から, 2重対数関数 (dilogaritm) の 5項関

係式

$Li_{2}(zw)=Li_{2}(z)+Li_{2}(w)+Li_{2}(-\frac{z(1-w)}{1-z})+Li_{2}(-\frac{w(1-z)}{1-w})$

$+ \frac{1}{2}$ log2 $( \frac{1-z}{1-w})$ (1.4)

[Le] が導かれることを示す. すなわち, この 5項関係式は 2変数多重対数関数の接続問題
として理解できるのである.

2 Drinfel’d associator
調和積の問題を考える前に, シャッフル積 (積分シャッフル積) について基本的なことを確

認しておく. シャッフル積を 1変数多重対数関数 (multiple polylogarithm)

$Li_{k_{1},\ldots,k_{r}}(z)=\sum_{n_{1}>\cdots>n_{r}>0}\frac{z^{n_{1}}}{n_{1}^{k_{1}}\cdots n_{r^{r}}^{k}}$ (2.1)

について表現すれば,

$Li(w_{1};z)Li(w_{2};z)=Li(w_{1}\iota uw_{2};z)$ (2.2)

となる. ここで, $w_{1},$ $w_{2}$ はシャッフルHopf代数 $\mathfrak{h}=\mathbb{C}\langle\omega_{0}, w_{1}\rangle$ , $( \omega_{0}=\frac{dz}{z}, \omega_{1}=\frac{dz}{z-1})$

における語である. 語 $w=\omega_{0}^{k_{1}-1}\omega_{1}\cdots\omega_{0}^{k_{r}-1}\omega_{1}$ に対して

$Li(w;z)=(-)^{r}Li_{k_{1},\ldots,k_{r}}(z)$

と定め, (2.2) によって $Li(\cdot;z)$ は $\mathfrak{h}$ から $\mathbb{C}$ への代数準同型に拡張することができる.
一方, (22) が成立するということは 1変数の形式的 KZ 方程式

$\frac{d\mathcal{L}}{dz}=(\frac{X_{0}}{z}$ 十 $\frac{X_{1}}{z-1}$ ) $\mathcal{L}$ (2.3)

の基本解行列

$\mathcal{L}_{0}(z)=\sum_{w;word}Li(w;z)W$
(2.4)
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が $\mathfrak{h}$ の双対 Hopf代数であるめ $=\mathbb{C}\langle\langle X_{0}, X_{1}\rangle\rangle$ における group-like element であること,

すなわち,

$\Delta(\mathcal{L}_{0}(z))(=\sum_{w_{1},w_{2};word}Li$ ( $w_{1}$ 山 $w_{2};z$) $W_{1}\otimes W_{2})=\mathcal{L}_{0}(z)\otimes \mathcal{L}_{0}(z)$ (2.5)

が成立することと同値である. ただし, 上式において $w,$ $w_{1},$ $w_{2}$ などは $\mathfrak{h}$ における語

の全体を亘るものとする. (双対 Hopf代数 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ における積は concatenation であることに注
意せよ.)

上で出てきた $\mathcal{L}_{0}(z)$ は原点 $z=0$ において正規化された基本解行列である. 実際,

$\mathcal{L}_{0}(z)=(\sum_{w;word}Li(reg_{0}(w);z)W)z^{X_{0}}$

であることが確かめられる. ここで, $reg_{0}$ は原点 $z=0$ における積分の正則化を施すこと
に対応するが, 正確な定義については, [AK, IKZ, Ra, Ok, $OkU2$] などを参照せよ.

一方, 方程式 (23) の $z.=1$ の近傍で正規化された基本解行列 $\mathcal{L}_{1}(z)$ は

$\mathcal{L}_{1}(z)=\sum_{w;word}Li(\pi(w);1-z)W$ (2.6)

と書くことができる. ここで, $\pi$ は $\mathfrak{h}$ の準同型で, $w_{0}arrow\omega_{1},$ $w_{1}arrow w0$ なるものである

[Ok, $OkU2,$ $M$]. そして, $\mathcal{L}_{0}(z)$ と $\mathcal{L}_{1}(z)$ を結ぶ接続行列 $\Phi_{KZ}=\Phi_{KZ}(X_{0},X_{1})\in$ め

$\mathcal{L}_{0}(z)=\mathcal{L}_{1}(z)\Phi_{KZ}$ (2.7)

が Drinfeld associator [D] である. これは,

$\Phi_{KZ}(X_{0},X_{1})=\sum_{w;word}\zeta(reg_{0}^{1}(w))W$ (2.8)

と表示できる. ここで, $reg_{0}^{1}$ は $z=0,$ $z=1$ で積分の正則化をほどこすことに対応する.
正確な定義は [AK, IKZ, Ra, Ok, $OkU2$] などを参照せよ.

32変数多重対数関数の定める KZ方程式
2変数の多重対数関数 $Li_{k,t}(z, w)$ は原点の近傍 $|z|<1,$ $|w|<1$ において正則な関数であ
り, つぎの微分漸化式をみたす [Zhl, Zh2, BF].

$\frac{\partial}{\partial z}Li_{k,l}(z,w)=\{\begin{array}{ll}\frac{Li_{k-1,l}(z,w)}{z} k\geqq 2,\frac{Li_{l}(zw)}{1-z} k=1.\end{array}$ (3.1)

$\frac{\partial}{\partial w}Li_{k,l}(z,w)=\{\begin{array}{ll}\frac{Li_{k,l-1}(z,w)}{w} l\geqq 2,\frac{Li_{k}(z)}{1-w}-\frac{Li_{k}(zw)}{w(1-w)} l=1.\end{array}$ (3.2)
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この漸化式を用いて $Li_{2,2}(z, w)$ が決める $\urcorner pffi^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}A$接 $\beta_{b}$を求めよう.

$t?(z,w)=(1,Li_{1}(z),Li_{2}(z),$ $Li_{1}(zw),Li_{1,1}(z, w),$ $Li_{2}(zw)$ ,

$Li_{1,2}(z,w),$ $Li_{2,1}(z,w),Li_{2,2}(z, w))$

とおいてその微分を計算することにより次の KZ 方程式を得る :

$\{^{\frac{\partial?(z,w)}{\frac\partial?_{\partial w}^{\partial z}(z,w)}=}=\{\begin{array}{l}\frac{A_{0}}{z}+\frac{A_{1}}{1-z}+\frac{w}{1-zw}c)\not\supset(z,w)\frac{B_{0}}{w}+\frac{B_{1}}{1-w}+\frac{z}{1-zw}c)\phi(z,w)\end{array}$ (3.3)

ただし,

$A_{0}=[000000000$ $000000001$ $000000000$ $000000001$ $000000001$ $000000000$ $000000001$ $000000000$ $000000000]$ , $A_{1}=[000000001$ $000000000$ $000000000$ $000000001$ $000000000$ $000000001$ $000000000$ $000000000$ $000000000]$ ,

$C=[001000000$ $000000000$ $000000000$ $000000000$ $000000000$ $000000000$ $000000000$ $000000000$ $000000000]$ . (3.4)

$B_{0}=[000000000000000000000000000-100000010000000001 \frac{0000000}{0}10000000000_{1}0000000000000000]$ $B_{1}=[000000000000000001000000001-100000000000000000-100000000000000000000000000000000000]$ .

(3.5)
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この方程式は可積分接続である. すなわち,

$\Omega=(\frac{A_{0}}{z}$ 十 $\frac{A_{1}}{1-z}$ ) $dz+C \frac{d(zw)}{1-zw}+(\frac{B_{0}}{w}+\frac{B_{1}}{1-w})dw$ (3.6)

は可積分条件

$\Omega\wedge\Omega=0$ (3.7)$\cdot$

をみたしている. この条件はつぎのように書き下すことができる.

$\frac{1}{(1-z)(1-w)}=\frac{1}{(1-z)(1-zw)}+\frac{1}{(1-w)(1-zw)}-\frac{1}{1-zw}$ .

に注意すれば,

$(3.7)\Leftrightarrow\{\begin{array}{ll}[A_{0}, B_{0}]=[A_{0},B_{1}] [A_{1},B_{0}]=0,[A_{1}, B_{1}]=[B_{1}, C], [A_{1}, C]=-[B_{1},C][A_{0},C]=[B_{0}-B_{1}, ]\end{array}$ (38)

であることが分かる. $A_{0},$ $A_{1},$ $C(3.4),$ $B_{0},$ $B_{1}(3.5)$ が (3.8) をみたすことは容易に確かめる
ことができる.

(3.3) の形をした KZ 方程式は, $\mathbb{C}$ の 4点配置空間 $X_{4}=\mathbb{C}^{4}\backslash \{z_{i}=z_{j}, 1\leq i<j\leq 4\}$

上の KZ 方程式

$d \phi=arrow(\sum_{1\leq i<j\leq 4}X_{ij}d\log(z_{j}-z_{i}))$? (3.9)

を次のように変換することで得ることができる. まず, 上の方程式において $X_{ij}=X_{ji}$ で

あり, 可積分条件であるところの無限小純 braid 関係式 (古典的 Yang-Baxter 方程式)

$\{\begin{array}{ll}[X_{ij},X_{kl}]=0 (\{i,j\}\cup\{k, l\}=\emptyset),[X_{ij},X_{ik}+X_{kj} =0 ( i,j, k distinct)\end{array}$ (3.10)

をみたすものとする. すると $\sum_{1\leq i<J\leq 4}X_{ij}$ は中心元である. そこで,

$?=(z_{4}-z_{1})^{\Sigma_{\iota\leq:<\dot{g}\leq 4}X_{*f}}7$

と定めると 7 は

$d7=($
$\sum_{1\leq 1<j\leq 4}X_{1j}d$

log $( \frac{z_{j}-z_{i}}{z_{4}-z_{1}})$ ) $7$

をみたす. $u=\frac{z_{2}-z_{1}}{z_{4}-z_{1}}$ , $v= \frac{z_{3}-z_{1}}{z_{4}-z_{1}}$ とおくと上の方程式は

$\{\frac{\partial 7}{\frac{o^{\partial}\#}{\partial v}}==(\frac{X_{12}}{\frac{x_{l3}^{u}}{v}}+\frac{X_{23}}{\frac{u_{X_{23}^{-v}}}{v-u}}+\frac{X_{24}}{\frac{u_{X_{34}^{-}}l}{v-1}})7(++)7$
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と表すことができる. ここで, $?(z, w)=7(zw, w)$ と原点での blow-up を行うと, 方程

式は

$\{^{\frac{\partial?}{\frac\partial?\partial w\partial z}=}=\{\begin{array}{l}\frac{X_{12}}{z}+\frac{X_{23}}{z-1}+\frac{wX_{24}}{zw-1})\not\supset\frac{X_{12}+X_{13}+X_{23}}{w}+\frac{X_{34}}{w-1}+\frac{zX_{24}}{zw-1})\not\supset\end{array}$

に変換される. (同様の変換を $X_{3}$ 上の KZ 方程式で行うと, 1変数の KZ 方程式 (2.3) が得
られる.)

そこで, (3.3) において係数を

$A_{0}=T_{12},$ $A_{1}=-T_{23},$ $B_{0}=T_{12}+T_{13}+T_{23},$ $B_{1}=-T_{34},$ $C=-T_{24}$ (3.11)

のようにおくと, $\{T_{ij} ; 1\leqq i\neq j\leqq 4, T_{ij}=T_{ji}\}$ は $T_{14}=T_{41}$ を法として無限小純 braid
関係式

$\{\begin{array}{ll}[T_{1j}, T_{kl}]=0 (\{i,j\}\cup\{k, l\}=\emptyset),[T_{ij},T_{ik}+T_{kj}]=0 ( i,j, k distinct)\end{array}$

をみたすことになる. さらに, 閉 1形式 $\{w_{i}j;1\leqq i\neq j\leqq 4, w:j=wJt, w_{14}=0\}$ を

(3.12)$\{w_{l2}=\frac{dw}{w}=\frac{d(zw)}{zw},w_{l3}=\frac{dw}{w}w_{34}=\frac{\frac+dzz_{dw}}{w-1},w_{24}=\frac{d(zw)}{zw-l}$

$w_{23}= \frac{dz}{z-1}+\frac{dw}{w}$ ,

により導入すると, これらは $\Omega=\sum_{1\leq i<j\leq 4}T_{ij}w_{ij}$ , 及び 2次の関係式

$w_{ij}\wedge w_{jk}+w_{jk}\wedge w_{ki}+w_{ki}\wedge w_{ij}=0$ , ($i,j$ , kdistinct) (3.13)

をみたしている.

いま, KZ 方程式 (33) の unipotent な基本解行列をひとつ求めよう. このようなものとし
て, つぎの解を求めることができる.

(3.14)
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$\varphi_{82}=\log zLi_{1}(w)$ , $\varphi_{92}=\log zLi_{2}(w)$ ,

$\varphi_{54}=Li_{1}(z)-Li_{1}(w)-$ log $w$ , $\varphi_{64}=\log z+\log w$ ,

$\varphi_{74}=-Li_{2}(z)-Li_{2}(w)+(\log z+\log w)Li_{1}(z)-1/2\log^{2}w$ ,
$\varphi_{84}=Li_{2}(z)+Li_{2}(w)-(\log z+\log w)Li_{1}(w)$ -log $z$ log $w-1/2\log^{2}w$ ,
$\varphi_{94}=-2Li_{3}(z)+2Li_{3}(w)+(\log z+\log w)(Li_{2}(z)-Li_{2}(w))$ -log $z\cdot 1/2\log^{2}w$

$-1/6\log^{3}w$ ,

$\varphi_{96}=$ log $z$ log $w$ ,
$\varphi_{86}=-Li_{1}(w)$ -log $w$ , $\varphi_{96}=Li_{2}(z)-Li_{2}(w)-1/2\log^{2}w$ .

Proposition 3.1 KZ 方程式 (3.3) の基本解行列 $\mathcal{L}_{0}(z, w)$ はつぎのように表すことがで

きる.

$\mathcal{L}_{0}(z,w)=\hat{\mathcal{L}}_{0}(z,w)z^{A_{0}}w^{B_{0}}$ , (3.15)

$\hat{\varphi}_{54}=Li_{1}(z)-Li_{1}(w)$ , $\varphi_{74}\wedge=-Li_{2}(z)-Li_{2}(w)$ ,
$\hat{\varphi}_{84}=Li_{2}(z)+Li_{2}(w)$ , $\hat{\varphi}_{94}=-2Li_{3}(z)+2Li_{3}(w)$ ,
$\varphi_{96}\wedge=Li_{2}(z)-Li_{2}(w)$ .

$\hat{\mathcal{L}}_{0}(z, w)$ は原点 $z=w=0$ の近傍で正則な行列値関数であり, $\hat{\mathcal{L}}_{0}(0, O)=I$ をみたす. つ

まり, $\mathcal{L}_{0}(z, w)$ は原点 $z=w=0$ の近傍での正規化された基本解行列である.

ここで得られた基本解行列 $\mathcal{L}_{0}(z, w)$ が反復積分表示を持つことを示そう.
次の補題に注意せよ.

Lemma 3.2 ([C]) $n$ 次行列の係数を持つ 1形式 $w$ は, $d\omega=0,$ $w\wedge w=0$ をみたすとす

る. このとき, $n$ 次行列値の反復積分

$\int_{\gamma_{n}^{\vee}}w\cdots w$

は $\gamma$ のホモトピークラスにのみ依存する.
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$\Omega$ (3.6) は可積分条件 (3.7) をみたすので次の命題が成立することになる.

Proposition 3.3積分

$\mathcal{L}_{(z_{0},w_{0})}(z,w)=I+\sum_{n=1}^{\infty}\int^{(z,w)}(z_{0},wo)_{n}^{\vee}\Omega\cdots\Omega$ (3.17)

は $KZ$方程式 $d\mathcal{L}=x$乙の初期条件 $\mathcal{L}(z0, wo)=I$ をみたす $\mathbb{C}^{2}\backslash \{zw(z-1)(w-1)(zw-$

$1)=0\}$ において多価解析的な解である.

実際には,

$\Omega=[\Omega_{41}0\Omega_{21}000000$ $\Omega_{32}\Omega_{52}0000000$ $\Omega_{83}00000000$ $\Omega_{64}\Omega_{54}0000000$ $\Omega_{85}\Omega_{75}0000000$ $\Omega_{86}\Omega_{76}0000000$ $\Omega_{97}00000000$ $\Omega_{98}00000000$ $000000000]$ (3.18)

ただし,

$\Omega_{21}=w_{13}-w_{23},$ $\Omega_{41}=-w_{24},$ $\Omega_{32}=w_{12}-w_{13},$ $\Omega_{52}=-w_{34}$ ,
$\Omega_{83}=-w_{34},$ $\Omega_{54}=\omega_{34}-\omega_{23},$ $\Omega_{64}=w_{12},$ $\Omega_{75}=\omega_{13}$ ,
$\Omega_{85}=w_{12}-w_{13},$ $\Omega_{76}=w_{13}-\omega_{23},$ $\Omega_{86}=\omega_{34}-w_{13}$ ,
$\Omega_{97}=w_{12}-w_{13},$ $\Omega_{98}=w_{13}$

と表示できて, $\vee\Omega\cdots\Omega=0(n\geqq 5)$ であるから, (317) の右辺の無限級数は有限で切れて

いることに注意する.
これからさらに, 原点 $z=0,$ $w=0$ における積分の正則化 $Ireg_{(0,0)}$ (原点の寄与から生

じる対数発散項を除去した後の有限部分を取り出すこと) を導入すれば,

Proposition3.4 $\mathcal{L}_{0}(z, w)$ の反復積分表示

$\mathcal{L}_{0}(z,w)=I+\sum_{n=1}^{\infty}Ireg_{(0,0)}\int_{(0,0)}^{(z,w)}\Omega\cdots\Omega\sim_{n}$ (3.19)

が成立する.

この命題の証明の過程で Lik,$\iota(z, w)$ の反復積分表示
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$Li_{1,1}(z,w)=\int_{(0,0)}^{(z,w)}(w_{23}-w_{34})\omega_{24}+w_{34}(w_{23}-\omega_{13})$ ,

$Li_{k}(zw)=-\int_{(0,0)}^{(z,w)}\omega_{12}\cdots w_{12}w_{24}\vee k-1$

$Li_{k}(z)=-\int_{(0,0)\overline{k-1}}^{(z,w)}$$(w_{12}-w_{13})\cdots(w_{12}-w_{13})(w_{13}-w_{23})$ ,

$Li_{2,1}(z,w)=\int_{(0,0)}^{(z,w)}(w_{12}-w_{13})\{(w_{23}-w_{34})w_{24}+w_{34}(w_{23}-w_{13})\}$

一 $w_{34}\{w_{12}w_{24}+(w_{12}-w_{13})(w_{13}-w_{23})\}+\omega_{13}w_{12}w_{24}$ , (3.20)

$Li_{1,2}(z,w)=\int_{(0,0)}^{(z,w)}(w_{23}-w_{13})w_{12}w_{24}++w_{13}\{(w_{23}-w_{34})w_{24}+\omega_{34}(w_{23}-w_{13})\}$,

$Li_{2,2}(z,w)=\int_{(0,0)}^{(z,w)}(w_{12}-w_{13})[(w_{23}-w_{13})w_{12}w_{24}++w_{13}\{(\omega_{23}-wu)w_{24}+w_{34}(\omega_{23}-w_{13})\}]$

$+w_{13}[(w_{12}-\omega_{13})\{(w_{23}-w_{34})\omega_{24}+w_{34}(w_{23}-w_{13})\}$

$-w_{34}\{\omega_{12}w_{24}+(w_{12}-\omega_{13})(\omega_{13}-\omega_{23})\}+w_{13}w_{12}w_{24}]$

および,

log $z$ log $w= Ireg_{(0,0)}\int_{(0,0)}^{(z,w)}\frac{dz}{z}\frac{dw}{w}+\frac{dw}{w}\frac{dz}{z}$

log $z \cdot 1/2\log^{2}w=Ireg_{(0,0)}\int_{(0,0)}^{(z,w)}\frac{dz}{z}\frac{dw}{w}\frac{dw}{w}+\frac{dw}{w}\frac{dz}{z}\frac{dw}{w}+\frac{dw}{w}\frac{dw}{w}\frac{dz}{z}$

$Li_{2}(z)$ log $w= Ireg_{(0,0)}\int_{(0,0)}^{(z,w)}\frac{dz}{z}\frac{dw}{w}\frac{dz}{1-z}+\frac{dw}{w}\frac{dz}{z}\frac{dz}{1-z}+\frac{dz}{z}\frac{dz}{1-z}\frac{dw}{w}$

log $z Li_{1}(z)-Li_{2}(z)=Ireg_{(0,0)}\int_{(0,0)}^{(z,w)}\frac{dz}{1-z}\frac{dz}{z}$

$-2 Li_{3}(z)+\log zLi_{2}(z)=Ireg_{(0,0)}\int_{(0,0)}^{(z,w)}\frac{dz}{z}\frac{dz}{1-z}\frac{dz}{z}$

などを用いた.

4 多重対数関数の接続問題

我々は $\mathcal{L}_{0}(z, w)$ と点 $z=1,$ $w=0$ の近傍での正規化された基本解行列 $\mathcal{L}_{1}(z, w)$

$\mathcal{L}_{1}(z,w)=\hat{\mathcal{L}}_{1}(z,w)(1-z)^{-A_{1}}w^{B_{0}}$ . (41)
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ただし, $\hat{\mathcal{L}}_{1}(z, w)$ は点 $z=1,$ $w=0$ の近傍で正則で, $\hat{\mathcal{L}}_{1}(1, O)=I$ をみたす, との間の接
続関係を求めたい. そこで, まず,

$Li_{k}(z)Li_{l}(w)=Li_{k,l}(z,w)+Li_{k+l}(zw)+Li_{l,k}(w, z)$ (4.2)

が成立することに注意しよう. 証明は容易である. 実際,

(LHS) $= \sum_{m=1}^{\infty}\frac{z^{m}}{m^{k}}\sum_{n=1}^{\infty}\frac{w^{n}}{n^{l}}$

$=( \sum_{m>n>0}+\sum_{m=\mathfrak{n}>0}+\sum_{n>m>0})\frac{z^{m}w^{n}}{m^{k}n^{l}}$

$=Li_{k,l}(z, w)+L\ddagger_{k+l}(zw)+Li_{l,k}(w, z)$ .
この (4.2) において $k,$ $l\geqq 2$ であれば, この式はゼータ値の間の深さ 2の調和積

$\zeta(k)\zeta(l)=\zeta(k,l)+\zeta(k+l)+\zeta(l,k)$ (4.3)

をもたらすし, $k$ か $l$ のいつれかが 1であれば, 正則化された (regularized) 調和積

$\lim_{warrow 1}(\zeta(k)L\ddagger_{1}(w)-Li_{1,k}(w, 1))=\zeta(k+1)+\zeta(k, 1)$ (4.4)

がもたらされる. 式 (4.2) の右辺の $Li_{k+l}(zw),$ $Li_{l,k}(w, z)$ は点 $z=1,$ $w=0$ の近傍で正則
であることに注意する. 実際, $Li_{k}(zw)$ は $|zw|<1$ において正則であり, また, 微分漸化
式 (3.1), (3.2) を逆に解けば, っぎの積分漸化式を得る. (この積分漸化式を用いて, (4.2)
を示すこともできる.)

$Li_{1,1}(z,w)=\int_{(0,0)}^{(z,w)}\frac{dz}{1-z}Li_{1}(zw)+\frac{dw}{1-w}\{Li_{1}(z)-Li_{1}(zw)\}-\frac{dw}{w}Li_{1}(zw)$ ,

$Li_{k,1}(z,w)=\int_{(0,0)}^{(z,w)}\frac{dz}{z}Li_{k-1,1}(z,w)+\frac{dw}{1-w}\{Li_{k}(z)-Li_{k}(zw)\}-\frac{dw}{w}Li_{k}(zw)$ ,

$(k\geqq 2)$ , (4.5)

$L\ddagger_{1,l}(z,w)=\int_{(0,0)}^{(z,w)}\frac{dz}{1-z}Li_{l}(zw)+\frac{dw}{w}Li_{1,l-1}(z,w)$ , $(l\geqq 2)$ ,

$Li_{k,l}(z,w)=\int_{(0,0)}^{(z,w)}\frac{dz}{z}Li_{k-1,l}(z,w)+\frac{dw}{w}Li_{k,l-1}(z,w)$ , $(k,l\geqq 2)$ .

これより帰納的に $Li_{k,l}(z, w)$ が $z=0,$ $w=1$ の近傍で正則であることが分かる. したがっ
て, $Li_{k,l}(w, z)$ が $z=1,w=0$ の近傍で正則である. この事実が, (42) が多重対数関数の
接続問題として解釈できることの根拠を与える.
点 $z=1,$ $w=0$ の近傍での正規化された基本解行列を求めるときに我々が必要とする式は
調和積 (4.2) の $k,$ $l=1,2$ と 1変数多重対数関数の Euler型の接続公式 $[OkU2]$

$\{\begin{array}{l}Li_{2}(z)+Li_{1}(z)Li_{1}(1-z)+Li_{2}(1-z)=\zeta(2)2Li_{3}(z)+Li_{2}(z)Li_{1}(1-z)+\zeta(2)Li_{1}(1-z)-Li_{1,2}(1-z)=2\zeta(3)\end{array}$ (4.6)

である. これらを用いることで次の定理を示すことができる.
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Thoeorem 4.1 $KZ$方程式 (3.3) の点 $z=1,$ $w=0$ の近傍での正規化された基本解行列
$\mathcal{L}_{1}(z, w)(4.1)$ はつぎにより与えられる.

$\hat{\mathcal{L}}_{1}(z, w)=[\hat{\psi}_{51}\hat{\psi}_{71}\hat{\psi}_{91}\hat{\psi}_{81}01$ $Li_{1}(w)Li_{2}(w)\log z\hat{\psi}_{82}\hat{\psi}_{92}0001$ $Li_{1}(w)Li_{2}(w)0000001$ $-Li_{1}(w)\log z\hat{\psi}_{84}\hat{\psi}_{74}\hat{\psi}_{94}0001$ $1o_{0}gz0000001$ $-Li_{1}(w)\hat{\psi}_{96}0000001$ $\log z00000001$ $000000001$ $000000001]$ ,

(4.7)

$\hat{\psi}_{61}=-Li_{2}(zw)-Li_{1,1}(w, z)$ , $\hat{\psi}_{71}=-Li_{3}(zw)-Li_{2,1}(w,z)$

$\hat{\psi}_{81}=-Li_{3}(zw)-Li_{1,2}(w,z)-Li_{2}(1-z)Li_{1}(w)$ ,
$\hat{\psi}_{91}=Li_{2}(1-z)Li_{2}(w)-Li_{4}(zw)-LI_{2,2}(w, z)$ ,
$\hat{\psi}_{82}=\log zLi_{1}(w)$ , $\hat{\psi}_{92}=\log zLi_{2}(w)$ ,
$\hat{\psi}_{74}=Li_{2}(1-z)+Li_{2}(w)$ , $\hat{\psi}_{84}=-Li_{2}(1-z)-\log zLi_{1}(w)+Li_{2}(w)$ ,
$\hat{\psi}_{94}=-Li_{1,2}(1-z)+2Li_{3}(w)$ -log $zLi_{2}(w)$ ,
$\hat{\psi}_{96}=-Li_{2}(1-z)-Li_{2}(w)$ .

$\mathcal{L}_{0}(z, w)$ と $\mathcal{L}_{1}(z, w)$ との接続関係はつぎにより与えられる.

$\mathcal{L}_{0}(z,w)=\mathcal{L}_{1}(z,w)C$. (4.8)

ここで, 接続行列 $C$ はつぎのとおり.

$C=[00000001$ $000000010$ $000000001$
$-2\zeta(3)-\zeta(2)\zeta(2)000001$

$000000001$
$\zeta(2)00000001$

$000000001$ $000000001$ $000000001]$ . (4.9)

この接続関係式 (4.8) は, 調和積 (4.2) $(k, l=1,2)$ と Euler型接続関係式 (4.6) と同値で
ある.
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いま, これらの基本解行列を $w=0$ に制限したものを考える. 正確には

$\tilde{\mathcal{L}}_{0}(z)=\hat{\mathcal{L}}_{0}(z, 0)z^{A_{0}}$ , $\tilde{\mathcal{L}}_{1}(z)=\hat{\mathcal{L}}_{1}(z,0)(1-z)^{-A_{1}}$

とおくと, これらは 1変数の KZ 方程式

$\frac{d\tilde{\mathcal{L}}}{dz}=(\frac{A_{0}}{z}+\frac{A_{1}}{1-z})\tilde{\mathcal{L}}$

の基本解行列である. したがって, ある定数可逆行列 $\tilde{C}$が存在して, $\tilde{\mathcal{L}}_{0}(z)=\tilde{\mathcal{L}}_{1}(z)\tilde{C}$が成

立する. これを (4.8) と比べて,

$\tilde{C}=w^{B_{0}}Cw^{-B_{0}}|_{w=0}$

を得る. よって, $C=\tilde{C},$ $[B_{0},C]=0$ , および, 接続関係

$\tilde{\mathcal{L}}_{0}(z)=\tilde{\mathcal{L}}_{1}(z)C$ (4.10)

の成立が分かる (いまの場合, $[B_{0},C]=0$ を直接検証することもできる). 結局, 接続行

タリ $C$ は $C=\Phi_{KZ}(T_{12}, T_{23})$ であることがわかる. ただし, $\Phi_{KZ}$ は Drinfeld associator
(2.8) である.

5 2重対数関数の 5項関係式と接続問題

2重対数関数 (dilogarithm) は Abel の関係式と呼ばれる 2変数の関係式 ([Le], $p3$)

$Li_{2}(\frac{x}{1-x}\frac{y}{1-y})=Li_{2}(\frac{x}{1-y})+Li_{2}(\frac{y}{1-x})-Li_{2}(x)-Li_{2}(y)$

$-\log(1-x)\log(1-y)$ (5.1)

をみたすことが知られている. ここで, $z=x/1-y,$ $w=y/1-x$ と変数変換して, さら

に, Landen の公式 ([Le], $p2,$ $[OkU1,$ $OkU2]$ などを参照せよ)

$Li_{2}(\frac{z}{z-1})=-Li_{2}(z)-\frac{1}{2}$ log2(l–z) (5.2)

を用いることで Abel の関係式は

$Li_{2}(zw)=Li_{2}(z)+Li_{2}(w)+Li_{2}(-\frac{z(1-w)}{1-z})+Li_{2}(-\frac{w(1-z)}{1-w}I$

$+ \frac{1}{2}\log^{2}(\frac{1-z}{1-w})$ (5.3)

に帰着する. これは C.J. Hill により見出された関係式であるが ([Le], $p3$ を参照せよ),

ここでは 5項関係式と呼ぶことにする.

KZ 方程式の接続問題をこの関係式と関連付ける鍵となるのは

$Li_{2}(-\frac{z(1-w)}{1-z})=-Li_{1,1}(w, z)-Li_{2}(z)-Li_{1,1}(z, 1)+Li_{1}(z)Li_{1}(w)$ (5.4)
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及び, この式において $z,$ $w$ を入れ換えて得られる

$Li_{2}(-\frac{w(1-z)}{1-w})=-Li_{1,1}(z, w)-Li_{2}(w)-Li_{1,1}(w, 1)+Li_{1}(z)Li_{1}(w)$ (5.5)

である. これらの式の下で, 調和積

$Li_{1}(z)Li_{1}(w)=Li_{1,1}(z,w)+Li_{2}(zw)+Li_{1,1}(w,z)$

が 5項関係式 (5.3) と同値になることは容易に見て取れる.
関係式 (5.4) を示す.

$\frac{\partial}{\partial z}Li_{2}(-\frac{z(1-w)}{1-z})=\frac{1}{z(1-z)}Li_{1}(-\frac{z(1-w)}{1-z})=-\frac{1}{z(1-z)}$log $( \frac{1-zw}{1-z})$

同様に,

$\frac{\partial}{\partial w}Li_{2}(-\frac{z(1-w)}{1-z})=\frac{1}{1-w}$ log $( \frac{1-zw}{1-z})$

したがって, 反復積分表示

$Li_{2}(-\frac{z(1-w)}{1-z})=\int_{(0,0)}^{(z,w)}(\frac{dz}{z}-\frac{dz}{z-1}+\frac{dw}{w-1})(-\frac{d(zw)}{zw-1}+\frac{dz}{z-1}I$

を得る. 一方,

$Li_{1,1}(w,z)=\int_{(0,0)}^{(z,w)}(\frac{dz}{z}-\frac{dz}{z-1}+\frac{dw}{w-1})\frac{d(zw)}{zw-1}+\frac{dz}{z-1}\frac{dw}{w-1}$

であるから,

$Li_{2}(-\frac{z(1-w)}{1-z})+Li_{1,1}(w,z)=\int_{(0,0)}^{(z.w)}\frac{dz}{1-z}t11\frac{dw}{1-w}+(\frac{dz}{z}-\frac{dz}{z-1})\frac{dz}{z-1}$

$=-Li_{2}(z)-Li_{1,1}(z, 1)+Li_{1}(z)Li_{1}(w)$ .

こうして (5.4) が得られる.
ところで, (5.4),(5.5) が Landen の公式 (5.2) の 2変数への拡張になっていることに注意し

よう. 実際, (5.4) において $w=0$ としたものは (5.2) そのものである.

Landen の公式は 1変数 KZ 方程式の解の接続問題として理解できるのであるが $([OkU2]$

を参照), (5.4) もつぎの 2変数 KZ 方程式の解の接続問題として理解できる.

$t?(z,w)=(1,Li_{1}(wz)-Li_{1}(z),$ $-Li_{1,1}(w,z)-Li_{2}(z)-Li_{1,1}(z, 1)+Li_{1}(z)Li_{1}(w))$

とおいて, これがみたす KZ 方程式を計算するとつぎのようになる (ここでは, 接続の形

で書く).

$d?=\Omega?$ ,

$\Omega=(\frac{A_{0}}{z}+\frac{A_{1}}{1-z})dz+C\frac{d(zw)}{1-zw}+(\frac{B_{0}}{w}+\frac{B_{1}}{1-w})dw$ (5.6)
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ただし,

$A_{0}=(\begin{array}{lll}0 0 00 0 00 l 0\end{array})A_{1}=(\begin{array}{lll}0 0 0-1 0 00 l 0\end{array})C=(\begin{array}{lll}0 0 01 0 00 0 0\end{array})B_{0}=0,B_{1}=(\begin{array}{ll}00 000 00-1 0\end{array})$ .

(5.7)

この方程式の $z=0,$ $w=0$ における正規化された基本解行列は

$\mathcal{L}_{(0,0)}(z,w)=(\begin{array}{lll}l 0 0Li_{l}(zw)-LI_{l}(z) 1 0\varphi(z,w) Li_{l}(z)-Li_{1}(w) l\end{array})z^{A_{0}}$ (5.8)

ただし, $\varphi(z, w)=-Li_{1,1}(w, z)-Li_{2}(z)-Li_{1,1}(z, 1)+Li_{1}(z)Li_{1}(w)$ である.
$\mathbb{C}^{2}$ の位数 2の双有理同型 $\sigma_{k}(k=1,2,3)$ を

$(z’,w’)=\sigma_{k}(z,w)=\{\begin{array}{ll}(w, z) k=1(-\frac{z(1-w)}{1-z}, -\frac{w(1-z)}{1-w}) k=2(\frac{1}{z}, \frac{1}{w}) k=3\end{array}$ (5.9)

と定義する. これらはつぎの関係式をみたす.

$\{\begin{array}{l}\sigma_{1}^{2}=\sigma_{2}^{2}=\sigma_{3}^{2}=id\sigma_{1}0\sigma_{2}=\sigma_{2}0\sigma_{1}\sigma_{1}0\sigma_{3}=\sigma_{3}0\sigma_{1}\sigma_{S}0\sigma_{2}\circ\sigma_{3}=\sigma_{1}0\sigma_{2}\end{array}$

引き戻し $\sigma_{k}^{*}$ は代数的対合を与えることが容易に分かる. 例えば,

$\sigma_{2}\frac{dz’}{z}=\frac{dz}{z}-\frac{dz}{z-1}+\frac{dw}{w-1}$ , $\sigma_{2}^{*}\frac{dz’}{z’-1}=\frac{d(zw)}{zw-1}-\frac{dz}{z-1}$

$\sigma_{2}^{*}\frac{dw^{j}}{w}=\frac{dw}{w}-\frac{dw}{w-1}+\frac{dz}{z-1}$ , $\sigma_{2}^{*}\frac{dw’}{w-1}=\frac{d(zw)}{zw-1}-\frac{dw}{w-1}$

であるから,

$\sigma_{2}^{r}w_{12}’=w_{12}$ , $\sigma_{2}^{r}\omega_{13}’=w_{23}-\omega_{34}$ ,

$\sigma_{2}^{*}\omega_{23}’=\omega_{12}+\omega_{24}-w_{34}$ , $\sigma_{2}^{*}\omega_{24}’=w_{24}$ ,

$\sigma_{2}^{*}\omega_{34}’=w_{24}-w_{34}$

これより, $\sigma_{2}^{*}$ が基本関係式 (313) を保存することが分かる. さて, 接続

$d7=\Omega^{\prime 7}$ ,

$\Omega’=(\frac{A_{0}’}{z’}+\frac{A_{1}’}{1-z’})dz’+C’\frac{d(z’w’)}{1-zw}+(\frac{B_{0}’}{w’}+\frac{B_{1}’}{1-w’})dw’$ (5.10)
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の $\sigma_{2}$ による引き戻し

$d\sigma_{2}^{*7=\sigma_{2}^{*}\Omega’\sigma_{2}^{*7}}$ (5.11)

が KZ 方程式 (5.6), (5.7) に一致するとき,

$A_{0}’=(\begin{array}{lll}0 0 00 0 00 l 0\end{array})$ , $A_{1}’=(\begin{array}{lll}0 0 01 0 00 0 0\end{array})$ , $B_{0}’=B_{1}’=C’=0$ (5.12)

この KZ 方程式 (5.10), (5.12) の原点 $z’=0,$ $w’=0$ における正規化された基本解行列は

$Li_{1}(z’)Li_{2}(z’)1$ $\log z’01$ $001)$

であるから, これを $\sigma_{2}$ によって引き戻して得られる KZ方程式 (56), (5.7) の基本解行列は

$\mathcal{L}_{(\infty,1)}(z,w)=(Li_{1}(-\frac{z(1-w)}{\frac{z(1-w)1-z}{1-z}})Li_{2}(-)1$

log
$(- \frac{z(1-w)}{1-z})01$ $001)$ (5.13)

ここで, $Li_{k}(-z(1-w)/1-z)$ は $z=\infty,$ $w=1$ の近傍で正則であり, この点で $0$ とな

ることに注意する. 以上により, Landen の公式の 2変数版である (5.4) は接続関係

$\mathcal{L}_{(0,0)}(z,w)=\mathcal{L}_{(\infty,1)}(z,w)(-1)^{\pm A_{0}}$ (5.14)

と解釈できる.
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