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概要

RIMS 研究集会, 第 3回「生物数学の理論とその応用」において 2006年 12月 7 $R$ に講演した内容を
紹介する. 詳細な計算過程は省略し, 背景やあらすじに絞る.
抽象的な力学系理論におけるパーシステンス解析は存在するが, 構造化個体群動態での具体的なモデ

ルへの適用は非常に少ない. 本講演では, 感染持続時間を考慮したモデル, そして感染持続時間と暦年齢
を共に考慮したモデルにおいて, 適切な仮定を設定すればパーシステンスが証明されることを報告する.

1 $W\lambda$

個体群動態においてよく調べられるのが, 平衡状態の局所安定性である. 平衡状態から微小にずれた初期
状態から出発して, 十分時間が経過すると平衡状態に近づくか, それとも平衡状態から遠ざかるか, を見る
ものである. 非線形の方程式を平衡状態の近傍で線形化し, 作用素 (有限次元なら行列, 無限次元なら関数
空間上の作用素) の固有値の実部を見れば, 局所安定性は大体判定できる. このように調べる方法は単純
で計算しやすく, またすで非常に多くの結果が知られているという点は局所安定性の長所である. しかし,

平衡状態からどの程度微小にずらすことが許されるのかはわからず, また平衡状態から大きくずれた初期条
件から出発した系の大域的挙動は局所安定性だけでは特定できない.
それを調べようとするのが大域安定性の概念である. つまりどの状態から時間発展しても, 必ず「ある状

態」 に落ち着くかどうかを見る. この「ある状態」 としては, 平衡状態以外に. 周期的挙動やカオス的挙動
などが考えられる. Lyapunov 関数を構成する, 比較定理を用いるなどの方法論があり, しかるべき方法論
が見つかれば, 系の長期的挙動がほぼ完全に特定できる. しかしながら, 局所安定性に比べると臨機応変に
対処しなければならず, それらの方法論は万能ではない. さらに, 大域安定性について知られている結果は
非常に限定的である.
パーシステンスやパーマネンスは, 大まかに言えば局所安定性, 大域安定性の間くらいの「安定性」 を表

す概念と捉えればよいだろう. パーシステンスとは, 系を構成する各成分 (生態系なら種) が長期的に生存
可能であることを意味する. それに加えて, 系に成長上限が存在することをパーマネンスという. 両概念は
1970年代から注目され始め, 徐々に普及しっつある概念であり, 数学的には, 抽象的な力学系理論で取り
扱われる. 結果はいくつか知られているものの, それらは非常に抽象的であり, 構造化個体群モデルで得ら
れている結果は非常に限られている.
先行研究の結果のうち代表的なものを 3つ紹介する.
Thieme, Yang [10] では recovery-age-structured epidemic model が扱われている. 感染症から回復した

人口の, 回復時からの経過時間による分布を分布関数でなく測度で表し, 測度の時間発展に対する方程式
を立てた. 一定条件下で一様弱パーシステンスを, そしてそこから一様強パーシステンスを証明しており,

後者の証明方法は本発表でも用いる. 測度論や関数解析で有名な諸定理を利用することから, 数学的には
非常に高度であり, 数学以外の分野の人に利用しづらいという欠点を持っ.

Martcheva, $O$ Connell [6] では age-structured epidemic model が扱われている. Hale [2] の定理を用い
て解半群が空でない global attractor を持つことを示している. そして Hale and Waltman [3] の結果を用
いて $\mathcal{R}0>1$ のときの一様強パーシステンスを証明している. この方法で確かに証明はできているものの,

手続きがやや分かりにくいと思われる.

Thieme [8] では age-structured epidemic model が扱われている. $\mathcal{R}_{0}>1$ のときの一様弱パーシステン
スを Laplace 変換を用いて証明しており, そのアイデアを本発表では利用する. 若干煩雑な計算を必要とす
るが, 比較的分かりやすいと思われる.
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本発表では. パーシステンスの数学的定式化を述べ, そして構造化個体群モデルで一様強パーシステンス
を証明するために必要な定理を紹介する. さらに具体例に基づき一様強パーシステンスを証明する手続き
を述べ, 同様の手続きで一様強パーシステンスが証明できる構造化個体群モデルの例を紹介する. Lemma
などの証明は紙面の制約上殆ど割愛させていただく.

2 「弱」から 「強」 を導く

(X, $d$ ) を距離空間とし, $\Phi$ : $[0, \infty$ ) $\cross Xarrow X$ を $X$ 上の semiflow とする. $\Phi_{t}$ $:=\Phi(t, \cdot)$ : $Xarrow X$ と定め
る. $\rho$ : $Xarrow[0, \infty$ ) を $X$ 上の非負で一様連続な汎関数とする. $\sigma$ $:=\rho 0\Phi$ が $[0, \infty$ ) $\cross X$ から $\mathbb{R}$ への連続
関数であると仮定する.

$\Phi$ が一様弱 $\rho$ パーシステントであるとは, ある $\epsilon>0$ が存在して, $\rho(x)>0$ ならば $\lim\sup_{tarrow\infty}\sigma(t, x)>\epsilon$

となることと定義される. また $\Phi$ が一様強 $\rho$ パーシステントであるとは, ある $\epsilon>0$ が存在して, $\rho(x)>0$

ならば $\lim\inf_{tarrow\infty}\sigma(t, x)>\epsilon$ となることと定義される. 特に誤解を招かない場合は, $\rho$ を省略して単に 「一

様弱パーシステント」などという.
次の 「コンパクト性条件 $(C)$ 」 を考える.

コンパクト性条件 (C) ある $\epsilon 0>0$ と $X$ の閉部分集合 $B$ が存在して次を満たす :. $\rho(x)\leqq\epsilon_{0}$ ならば, $tarrow\infty$ で $\Phi_{l}(x)arrow B$ , つまり任意の $\epsilon>0$ に対して, ある $t>0$ が存在し
て, $s>\iota$ ならばうまく $b\in B$ を選んで $d(\Phi(s,x),$ $b$ ) $<\epsilon$ とすることができる.

$\bullet$ 任意の $\epsilon_{1}\in(0, \epsilon_{0})$ に対して, 共通部分 $B\cap\rho^{-1}[\epsilon_{1}, \epsilon_{0}]$ はコンパクト.

Theorem 2.1 コンパクト性条件 (のが成り立ち, かつ $\rho(s)>0$ ならば $\sigma(t, x)>0$ が任意の $t\geqq 0$ に対し
て成り立つと仮定する. このとき, $\Phi$ が一様弱パーシステントならば, $\Phi$ は一様強パーシステントである.

この定理の証明は $[7, 9]$ などにある.

これを構造化個体群モデルに適用する際, 距離空間 (X, $d$) は $L^{1}$ (Si)(ただし $S_{1}\subset \mathbb{R}^{m}$) の有限個の直積
にとることが多い. その場合, コンパクト性条件 (C) を示すためには関数空間におけるコンパクト性判定
条件が必要となる. 例えば Fre’chet-Kolmogorov の定理を $\mathbb{R}^{n}$ に拡張したもの ([1, $Th\infty rem$ IV 821]) が有
用である.

3 例: 感染持続時間を考慮したモデル
感染持続時間 $\theta$ を考慮した, 以下のように記述された $C$ 型肝炎の数理モデル $[5, (3.2)(3.4)(3.5)]$ を考える :

$x’(t)=b\{1-x(t)\}+\gamma x(t)y(t)-x(t)D_{z}(t)+A_{z}(t)$ ,
$y’(t)=\gamma x(t)y(t)+x(t)D_{l}(t)-(b+k)y(t)$ ,

$z_{t}(\theta, t)+z_{\theta}(\theta, t)=-\{b+\alpha(\theta)\}z(\theta, t)$, (3.1)

$z(O, t)=ky(t)$ ,

$x(0)=x_{()};y(0)=y_{0}.;z(\theta,0)=z_{0}(\theta)$ .

ただし

$x(t)+y(t)+ \int_{0}^{w}z(\theta, t)d\theta=1$

のもとで考え,

$D_{z}(t)$ $:= \int_{0}^{w}\delta(\theta)z(\theta, t)d\theta,$ $A_{z}(t)$ $:= \int_{0}^{\omega}\alpha(\theta)z(\theta, t)d\theta$

である. $\omega$ は最大感染持続時間で, [5] では無限となっていたがここでは有限とする.
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次のように仮定する. $b,$ $k,$
$\gamma$ は正の定数とする. $\delta(\theta)$ は上に有界で $[0, \omega$ ) 上殆ど至るところ正とする.

$\alpha\in(L_{10\text{。}}^{1})_{+}(0, \omega)$ で $\int_{0}^{\omega}\alpha(\theta)d\theta=\infty$ とする. これは $z$ 段階にいる個体が, 感染持続時間 $\theta$ が $\omega$ に達する
までに必ず $x$ 段階に戻ることを意味する.
この系に対して, 基本再生産数は

$\mathcal{R}_{0}$ $:= \frac{\gamma+\int_{0}^{\omega}\delta(\theta)ke^{-b\theta}\Gamma(\theta)d\theta}{b+k}$ (3.2)

となる. ただし $\Gamma(\theta)$ $:= \exp(-\int_{0}\alpha(\tau)d\tau)$ である.
系 (3.1) から誘導される semiflow を考える. 状態空間 $\Omega$ は

$\Omega:=\{(x, y, z)\in \mathbb{R}+\cross \mathbb{R}_{+}xL_{+}^{1}(0,\omega)|x+y+\Vert z\Vert_{1}=1\}$ ,

にとる. よくある逐次近似によって次が容易に証明できる.

ProPosition 3.1系 (S.1) は状態空間 $\Omega$ 上の連続な semiflow $\Phi$ を誘導する.

$(x, y, z)\in\Omega$ および $t\geqq 0$ に対して

$\rho(x, y, z):=y+\Vert z\Vert_{1}$ , $\sigma(t, (x, y, z)):=\rho(\Phi(t, (x, y, z)))$

と定める. このとき $\rho$ : $\Omegaarrow \mathbb{R}$ のは非負で一様連続な汎関数であることがわかる. さらに次が比較的容易
に証明できる.

Lemma 3.2 $\rho(x_{0}, y_{0}, z_{0})>0$ ならば, $\sigma(t, (x_{0}, y_{0}, z_{0}))>0$ が任意の $t\geqq 0$ に対して成り立っ.

コンパクト性条件については, 次が成り立っ :

Lemma 3.3 $\epsilon 0$ $:=1$ とし, $B$ を $\Phi_{T_{0}}(\Omega)$ の閉包とする. ただし $To>\omega$ を十分大きくとる. このとき系
(3.1) はコンパクト性条件 (のを満たす.

そして次が成り立っ.

Theorem 3.4系但 $t$) は $\mathcal{R}_{0}>1$ ならば一様強 $\rho$ パーシステントである.

Proof 先に述べた Lemma たちは, 系 (3.1) が Theorem 2.1で述べた仮定を全て満たしていることを示し
ている. 従って, (3.1) が一様強パーシステントであることを示すには, 一様弱パーシステントであること
を示せば十分である. [8] を参考にした.

$b’\geqq 0$ に対して $\phi_{b’}(t):=\gamma y(t+b’)+D_{z}(t+b’)$ とおく. (3.1) を解いて $\phi_{b’}(t)$ に代入することで, 次の
評価を得る :

$\phi_{b’}(t)\geqq\int_{0}^{1}\phi_{b’}(t-r)x(t+b’-r)e^{-(b+k)r}\{\gamma+\int_{0}^{r_{\delta(\theta)ke^{-b\theta}\Gamma(\theta)e^{(b+k)\theta}d\theta}}\}$ dr. (3.3)

系 (3.1) が一様弱 $\rho$ パーシステントでないとする. このとき, 任意の $\epsilon\in(0,1)$ に対して, ある初期条件
$(x_{0}, y_{0}.zo)$ とある $T>0$ をとって, $\rho(x_{0}, y_{0}, \approx 0)>0$ であり, かつ

$y(t)+ \int_{0}^{\omega}z(\theta.t)d\theta\leqq\epsilon$, $x(t)\geqq 1-\epsilon$ , $\forall t\geqq T$ .

を満たすようにできる. すると任意の $t\geqq 0$ に対して

$\phi_{b’+T}(t)\geqq\int_{0}^{t}\phi_{b’+T}(t-\cdot r)\cdot(1-\epsilon)e^{-(b+k)r}\{\gamma+\int_{0}^{r_{\delta(\theta)ke^{-b\theta}\Gamma(\theta)e^{(b+k)\theta}d\theta}}1^{dr}$
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が成り立っことが分かる. この不等式の両辺の Laplace 変換を取ると, 右辺は convolution となっている
ので

$\hat{\phi}_{b’+T}(\lambda)\geqq\hat{\phi}_{b’+T}(\lambda)F(\epsilon, \lambda)$, (3.4)

となる. ただし

$F(\epsilon, \lambda)$ $:= \int_{0}^{\infty}e^{-\lambda r}(1-\epsilon)e^{-(b+k)r}\{\gamma+\int_{0}^{r_{\delta(\theta)ke^{-b\theta}\Gamma(\theta)e^{(b+k)\theta}d\theta}}\}dr$

である. $\phi_{b’+T}$ は有界であるから, その Laplace 変換 $\hat{\phi}_{b}’+\tau(\lambda)$ は任意の $\lambda\geqq 0$ に対して定義される. 積分
の変数変換と順序交換により, $F(O, 0)=\mathcal{R}_{0}>1$ が分かる. $F(\epsilon, \lambda)$ は連続であるから, $\epsilon,$

$\lambda>0$ を十分小
さくとれば, $F(\epsilon, \lambda)>1$ となる. このとき (3.4) から $\hat{\phi}_{b^{J}+}\tau(\lambda)=0$ が成り立ち, $\phi_{b’+}\tau(t)=0$ が $[0, \infty$ ) 上
至るところ殆ど全てで成り立っ, すなわち $y(t)=D_{\iota}(t)=0$ が至るところ殆ど全ての $t\geqq T$ で成り立つ.
これは Lemma 32に反する. $\blacksquare$

4 例: 感染持続時間と暦年齢を考慮したモデル
感染持続時間, 暦年齢を共に考慮した, 次のように記述される HIV感染の数理モデルを考える [4, (2.11)]:

$(\partial_{t}+\partial_{a})x(t, a)=-\lambda(t,a)x(t,a)$ ,

$(\partial_{t}+\partial_{\tau})y(t, \tau;a)=0$ ,

$x(t,0)=1$ , $y(t,0;a)=\lambda(t,a)x(t, a)$ ,

$\lambda(t, a)=\frac{C(P(t))}{P(t)}\int_{0}^{w}\int_{0}^{b}K(a, b, \tau)y(t, \tau;b-\tau)d\tau db$ , (4.1)

$P(t)= \int_{0}^{w}Bl(a)\{x(t, a)+\int_{0}^{a_{\Gamma(\tau;a-\tau)y(t,\tau;a-\tau)d\tau}}\}da$ ,

$x(O, a)=x_{0}(a)$ , $y(O, \tau;a)=y_{0}(\tau;a)$ .
$\tau$ は感染持続時間を表す. $x(t, a)$ の $a$ は暦年齢, $y(t, \tau;a)$ の a は $x$ 段階の個体力 $iy$ 段階に移行した暦年齢
を表す.

Assumption 4.1 (i) 最大到達年齢 $\omega$ は有限で, 正の実数である.

(ii) $l$ : $[0, \omega]arrow \mathbb{R}$ は単調非増加で, Lebesgue 可測, $t(O)=1$ および $l(\omega)=0$ を満たす

(iii) $\Gamma$ : $\mathbb{R}_{+}^{2}arrow[0,1]$ は Lebesgue 可測で, $a\in \mathbb{R}+$ を固定すると $\Gamma$ ( $\cdot$ ; a) は単調非増加.

(iv) $K(a, b, \tau)$ は $k_{1}(a)k_{2}(b, \tau)$ と分解される. ただし. $a\in[0, \omega]$ ならば $k_{1}(a)>0$ , そうでなければ $k_{1}(a)=0$ である. そして, $k_{1}\in L_{+}^{\infty}(\mathbb{R})$ で, $k_{1}^{\infty}$ と

表す. $k_{2}(b, \tau)\neq 0$ となる $(b, \tau)$ は $\Delta_{0}$ $:=\{(b, \tau)\in \mathbb{R}^{2}|0\leqq\tau\leqq b\leqq\omega\}$にのみ存在する. さらにある
$a_{\uparrow}\in(O, w]$ が存在して, $(b, \tau)\in D_{0}$ $:=\{(b, \tau)\in\Delta 0|b-\tau\leqq a_{\dagger}\}$ ならば $k_{2}(b, \tau)>0$ となる.

$\bullet$ $k_{2}\in L_{+}^{\infty}(\mathbb{R}^{2})$ で, $k_{2}$ の本質的上界を $k_{2}^{\infty}$ で表す.

(v) $P>0$ に対して, $C(P)/P$ は正の単調非減少関数である. さらにある定数 $L>0$ が存在して, 任意の
$P,$ $Q>0$ に対して次を満たす :

$|C(P)/P-C(Q)/Q|\leqq L|P-Q|$ .
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この系に対して, 基本再生産数 $\mathcal{R}_{0}$ が次のように計算される :

$\mathcal{R}_{0}$ $:= \frac{C(P_{0})}{P_{0}}\int_{0}^{\omega}k_{1}(z)\int_{z}^{\omega}k_{2}(b, b-z)dbdz$ , (4.2)

ただし $P_{0}$ $:= \int_{0}^{w}Bl(a)da$ である.

状態空間 $\Omega$ を

$\Omega$ $:=L_{+}^{1}(0,\omega)xL_{+}^{1}(\Delta)$

と定める. ただし

$\Delta:=\{(a, b)\in \mathbb{R}^{2}|a\geqq 0, b\geqq 0, a+b\leqq w\}$.

Proposition 4.2系体 1) は $\Omega$ 上の連続な semiflow $\Phi$ を定義する.

さらに, $(x, y)\in\Omega$ およぴ $t\geqq 0$ に対して

$\rho(x, y)$ $:= \int_{0}^{w}\int_{0}^{b}k_{2}(b, \tau)y(\tau;b-\tau)d\tau db$ ,

$\sigma(t, (x, y))$ $:=\rho(\Phi(t, (x, y)))$

と定めると, $\rho:\Omegaarrow \mathbb{R}$ は非負で一様連続であることがわかる.
以上のもと, 前節と同様に次が証明できる.

Theorem 4.3系 $(4\cdot 1)$ は馬 $>1$ で一様強 $\rho$ パーシステントである.
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