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概要. 可測関数列の概一様収束性に関する Egoroffの定理は, Riesz 空聞が Egoroff
性をもてば, 性質 (S) をもつ強順序連続な Riesz 空間値非加法的測度に対して成立
する. また, Riesz 空間に Egoro丘性よりも真に弱い正則性である弱 $\sigma$-分配性を仮
定した場合は, Egoro丘の定理は一様自己連続, 強順序連続かつ下から連続な Riesz
空聞値非加法的測度に対して成立する.

1. 序論

可測関数列の概一様収束性に関する Egoroffの定理 [2] は測度論における最重要定
理の一つであるが. 非加法的測度に対しては一般には成立しない. 最近, 室伏ら [13]
は, 非加法的測度に対して Egoroffの定理が成立するための必要十分条件 (Egoroff条
件) を発見し. 既に Li [8] により探し当てられていた条件である上及び下からの連続
性が, Egor0ff条件に対する十分条件であることを指摘した. 彼らはさらに Egoroff条
件が成立するための二つの新たな十分条件も見出した (Li-Yasuda [9, 10, 11] も見よ).
一般に, 実数値非加法的測度論における定義や定理を Riesz空間の枠組みで単に

定式化するだけなら容易であることが多い. しかし, Riesz空間では測度論で有効
な \epsilon -論法が機能しないので, 理論を展開するには何らかの滑らかさの条件 (正則性)
を Riesz空間に課すことが必要となる. 実際, [5] では, $\epsilon$-論法の代わりに新たな滑
らかさの条件 (漸近的 Egoroff性) を Riesz空間に課すことにより, Li [8] が与えた条
件, すなわち, 上及び下からの連続性が Egoroff条件に対する十分条件であること
を証明した.
今回は室伏らの論文 [13] で与えられた残り二つの十分条件について考察する. こ

れら二つの十分条件のうちの一つは強順序全連続性とよばれる条件で, これが Riesz
空間値非加法的測度の場合にも依然として十分条件となることは容易に示せる. し
かし, もう一つの十分条件に関する結果, すなわち, 強順序連続かつ性質 (S) をも
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つ Riesz 空間値非加法的測度が Egoroff条件を満たすかどうかは自明な問題ではな
い. この論文では, Riesz空間に滑らかさの条件 (Egoroff性) を課すことにより, 上
記の問題が肯定的に解決できること, また, Eog\alpha ff性よりも真に弱い滑らかさの条
件である弱 \mbox{\boldmath $\sigma$}-分配性を仮定した場合には, 一様自己連続かつ強順序連続で下から連
続な非加法的測度は Egoroff条件を満たすことを報告する. さらに, 可測関数列の
収束に関する他の重要な定理, 例えば Lebesgue定理や Riesz定理についても考察す
る. この論文は既に公表された論文 [61の要約であり, 証明などは原論分を参照して
いただきたい.

2. 記号と準備

以下では. 自然数全体を $N$, 実数全体を $\mathbb{R}$ で表す. また, $V$ は Riesz 空間とし,
Riesz空間論に関する標準的な用語や結果については [12] を見よ.

2.1. Riesz空間の滑らかさの条件. この論文では, Riesz空間の滑らかさとして以下
の条件が必要となる. $N$ から $N$への写像全体を $\Theta$ で表す.

定義 21. (1) 2重点列 $\{u_{j}\}_{(\iota_{\dot{O}})\in N^{2}}\subset V$ は. それが順序有界で, 各 $i\in N$に対し
て $r_{t,j}\downarrow 0$ , すなわち, 各 $i,j\in N$に対して $r_{t,j}\geq r_{t_{\dot{O}}}+\iota$ かつ各 $i\in N$に対して
$\inf_{j\in N}r_{1,j}=0$を満たすとき, $V$ の regulator という.

(2) 任意の regulator $\{r_{ii}\}_{(1,j)\in N^{2}}\subset V$ に対して, 点列 $\{p_{k}\}_{k\in N}\subset V$ with $p_{k}\downarrow 0$

が存在して. 各 $(k, i)\in N^{2}$ に対して $j(k, i)\in N$ を選んで $r\iota_{\dot{\theta}}(k,i)\leq p_{k}$ とでき
るとき, $V$ は Egoroff性 (Egoroff Property) をもつという [12].

(3) $V$ は Dedekind $\sigma$-完備とする. 任意の $regulator\{r_{t,j}\}_{(ti)\in W}\subset V$に対して
$\inf_{\theta\in\Theta}\sup_{t\in N}r_{1,\theta(i)}=0$となるとき, $V$ は弱 \mbox{\boldmath $\sigma$}-分配的 (weakdy $\sigma- distributive$)
という [18].

禽題 2.2. $V$ は Dedekind $\sigma$-完備とする.

(1) $V$ が Egoroff性をもてば $V$ は弱 \mbox{\boldmath $\sigma$}-分配的.

(2) $V$ は順序可分とする. $V$ が Egoroff性をもつための必要十分条件は $V$が弱 $\sigma-$

分配的.

注憲 2.3. Holbrook [4, ExamPle 4.2] によれば, $S$上の実数値関数全体からなる Riesz
空間 $\mathbb{R}^{S}$ が Egoroff性をもたないような非可算集合 $S$が存在する. しかし. そのよう
な $S$ に対しても $\mathbb{R}^{S}$ は弱 $\sigma$-分配的である. それゆえ, Dedekind $\sigma$-完備な Riesz空間
に対しては, 弱 $\sigma$-分配性は Egoroff性よりも真に弱い条件である.

多くの重要な関数空間や数列空間は Egoroff性をもつ. 例えば, [12, Exmaple $67\cdot 6$ ,
Theorem 71.6] を見よ.
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2.2. Riesz空間値非加法的測度以下では (X, $\mathcal{F}$) は可測空間, すなわち, $\mathcal{F}$ は空で
ない集合 $X$ の部分集合からなる \mbox{\boldmath $\sigma$}集合体とする.

定義 2.4. 集合関数 $\mu:\mathcal{F}arrow V$ は

(i) $\mu(\emptyset)=0$

(ii) $A,$ $B\in \mathcal{F}$ で $A\subset B$ ならば $\mu(A)\leq\mu(B)$ (単調増加性)
を満たすとき, 非加法的測度 (non-additive measure) という.

定義 2.5. 集合関数 $\mu:\mathcal{F}arrow V$は非加法的測度とする.

(1) 集合列 $\{A_{n}\}_{n\in N}\subset F$ と $A\in \mathcal{F}$が $A_{n}\downarrow A$ を満たせば $\mu(A_{n})\downarrow\mu(A)$ となると

き. $\mu$ は上から連続 (continuous from above) という.
(2) 集合列 $\{A_{n}\}_{n\in N}\subset \mathcal{F}$ と $A\in \mathcal{F}$が $A_{\mathfrak{n}}\uparrow A$を満たせば $\mu(A_{n})\uparrow\mu(A)$ となると
き, $\mu$ は下から違続 (continuous from below) という.

(3) 集合列 $\{A_{n}\}_{\mathfrak{n}\in N}\subset \mathcal{F}$ と $A\in \mathcal{F}$が $A_{n}\downarrow A$ かつ $\mu(A)=0$を満たせぱ $\mu(A_{n})\downarrow 0$

となるとき, $\mu$ は強順序連続 (strongly order continuous) という [7].
(4) 任意の集合列 $\{A_{n}\}_{n\in N}\subset \mathcal{F}$ with $\mu(A_{\mathfrak{n}})arrow 0$ が $\mu(\bigcap_{k=1}^{\infty}\bigcup_{1=k}^{\infty}A_{n}:)=0$を満
たす部分列 $\{A_{n_{k}}\}_{k\in N}$ をもつとき, $\mu$ は性質 (S) をもつという [16].

(5) 有向集合族 $\{A_{\alpha}\}_{\alpha\epsilon r}\subset \mathcal{F}$ と $A\in \mathcal{F}$ が $A_{\alpha}\downarrow A$ かつ $\mu(A)=0$ を満たせ
ば $\inf_{\alpha\in\Gamma}\mu(A_{\alpha})=0$ となるとき, $\mu$ は強順厚全逗纏 (strongly order totally
continuous) という [13].

上から連続または強順序全連続ならば強順序連続である. 可測空間 (X, $\mathcal{F}$) は, 任
意の集合列 $\{A_{n}\}_{n\in N}\subset \mathcal{F}$が収束する部分列 $\{A_{n_{k}}\}_{k\in N}$をもち, その収束先が $\mathcal{F}$に属
する, すなわち. $\bigcap_{k=1}^{\infty}\bigcup_{i=k}^{\infty}A_{n:}=\bigcup_{k=1}^{\infty}\bigcap_{i=k}^{\infty}A_{n_{i}}\in \mathcal{F}$ のとき, S-コンパクト (S-
compact) という. 可測空間 $(X, \mathcal{F})$ が S-コンパクト (特に, $X$が可算集合) のときは,

[10, ProPosition 2] と同様にして, 下からの連続性から性質 (S) が導かれる. 実数値
非加法的測度に関する情報については [1, 14, 17] を見よ.

3 EGOROFF定理

可測関数列の概一様収束性に関する Egoroffの定理は測度論における最重要定理
の一つであるが, 非加法的測度に対しては一般には成立しない. 最近の論文 [13,
Proposition 1] で室伏らは, Egoroffの定理が成立するための必要十分条件を発見し
たが, その条件は Riesz空間の枠組みでも自然な形で記述できる.

定義 3.1. 集合関数 $\mu:\mathcal{F}arrow V$ は非加法的測度とする.

(1) 2重集合列 $\{A_{m,n}\}_{(m,\mathfrak{n})\in N^{2}}\subset F$ は

(E1) $m,n,n^{j}\in N$ で $n\leq n’$ ならば $A_{m,n}\supset A_{m,n’}$

(E2) $\mu(\bigcup_{m=1}^{\infty}\bigcap_{n=1}^{\infty}A_{m,n})=0$
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を満たすとき, $\mu$-regulator in $\mathcal{F}$ という.

(2) 任意の $\mu- regulator\{A_{m,n}\}_{(m,n)\in N^{2}}\subset \mathcal{F}$ に対して

$\inf_{\theta\in 9}\mu(\bigcup_{m=1}^{\infty}A_{m,\theta(m))}=0$

が成り立つとき, $\mu$ は Egoroff条件を満たすという.

注意 3.2. Li [9] は室伏らとは独立に, Egoroffの定理が実数値非加法的測度に対し
て成立するための別形式の必要十分条件を与え,それを条件 (E) とよんでいる.

定穏 3.3. 集合関数 $\mu:\mathcal{F}arrow V$は非加法的測度で, $\{f_{n}\}_{n\in N}$ は $X$上の $\mathcal{F}$-可測な実数
値関数. $f$ もそのような関数とする.

(1) 集合 $E\in \mathcal{F}$ with $\mu(E)=0$が存在して, 任意の $x\in X-E$ に対して $f_{n}(x)arrow$

$f(x)$ が成り立つとき: $\{f_{n}\}_{n\in N}$ は $f$ に $\mu$-概収束するという.
(2) 単調減少な有向集合族 $\{E_{\alpha}\}_{\alpha\epsilon r}c$. $F$ with $\mu(E_{\alpha})\downarrow 0$が存在して. 各 $X-E_{\alpha}$

上で $f_{n}$ が $f$ に一様収束するとき, $\{f_{n}\}_{n\in N}$ は $f$ に \mbox{\boldmath $\mu$}-概 –収束するという.
(3) 任意の $\epsilon>0$ に対して, 点列 $\{p_{n}\}_{n\in N}\subset V$ with $p_{n}\downarrow 0$が存在して, すべての

$n\in N$ に対して $\mu(\{x\in X:|f_{n}(x)-f(x)|\geq\epsilon\}\leq p_{n}$ となるとき. $\{f_{n}\}_{n\in N}$

は $f$ に $\mu$-確皐収束するという.

次の定理は [13, Proposition 1] の Riesz空間への拡張になっている.

定理 3.4. 非加法的測度 $\mu:\mathcal{F}arrow V$に対して次の条件は同値:

(i) $\mu$ は Egoroff条件を満たす.
$(\ddot{u})$ Egoroffの定理が $\mu$ に対して成立する, すなわち. $X$上の $\mathcal{F}$-可測な実数値関
数列 $\{f_{n}\}_{n\in N}$ が $X$ 上の $\mathcal{F}$-可測な実数値関数 $f$ に \mbox{\boldmath $\psi$}概収束すれば, 常に $\mu$-概
一様収束する.

論文 [13] の中の幾つかの結果は, Riesz空間に何ら付加的な滑らかさの条件を課
すことなく, Riesz空間の枠組みへ同じ証明で拡張できる.

定理 3.5. 集合関数 $\mu$ : $Farrow V$ は非加法的測度とする.

(1) $\mu$が強順序全連続ならば $\mu$ は Egoroff条件を満たす.
(2) $X$ は可算集合とする. 次の 3つの条件は同値:

(i) $\mu$ は Egoroff条件を満たす.
(ii) $\mu$ は強順序全連続.
(iii) $\mu$ は強順序連続.

しかし, “性質 (S) をもつ強順序連続な Riesz空間値非加法的測度が Egoroff条件
を満たすか” という問題は自明ではない. 次の定理は, Riesz空間が Egoroff性をも
つ場合には, この問題を肯定的に解決できることを主張している.
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定理 3.6. Dedekind \mbox{\boldmath $\sigma$}-完備 Riesz 空間 $V$ は Egoroff性をもつとする. 性質 (S) をも
つ強順序連続な非加法的測度 $\mu$ : $\mathcal{F}arrow V$ は Egoroff条件を満たす.

4. 一様自己連続の場合

この章では一様自己連続性と Egoroff定理の成立性の関連について得られた結果
を報告する.

定義 4.1. 集合関数 $\mu:\mathcal{F}arrow V$は非加法的測度とする.

(1) 任意の集合列 $\{B_{n}\}_{n\in N}\subset \mathcal{F}$ with $\mu(B_{n})arrow 0$ に対して, 点列 $\{p_{n}\}_{n\in N}\subset V$

with $p_{n}\downarrow 0$ が存在して, すべての $A\in \mathcal{F}$ と $n\in N$ に対して, $\mu(A\cup B_{\mathfrak{n}})\leq$

$\mu(A)+p_{n}$が成り立つとき, $\mu$ は上から一様自己連続 (uniformly autocontin-
uous from above) という.

(2) 任意の集合列 $\{B_{n}\}_{n\in N}\subset \mathcal{F}$ with $\mu(B_{\mathfrak{n}})arrow 0$ に対して, 点列 $\{p_{n}\}_{n\in N}\subset V$

with $p_{n}\downarrow 0$が存在して, すべての $A\in \mathcal{F}$ と $n\in N$に対して, $\mu(A)\leq\mu(A-$

$B_{n})+p_{n}$が成り立つとき, $\mu$ は下から\rightarrow 自己漣続 (unifomly autocontinuou
from below) という.

(3) 上から及び下から一様自己連続なとき, $\mu$ は一様自己迎続 (uniformly auto-
continuous) という.

どんな劣加法的測度も一様自己連続である. 次の結果は, 定義 41より容易に導
ける.

命題 4.2. 非加法的測度 $\mu:\mathcal{F}arrow V$に対して, 次の 3つの条件は同値:
(i) $\mu$ は一様自己連続.
(ii) $\mu$ は上から一様自己連続.
(iii) $\mu$ は下から一様自己連続.

次の補題は, 一様自己連続な非加法的測度に関する計算を行う場合に役立っ.

補題 4.3. 非加法的測度 $\mu:\mathcal{F}arrow V$に対して, 次の 2つの条件を考える:

(i) $\mu$ は上から一様自己連続.
(ii) 任意の集合列 $\{B_{n}\}_{n\in N}\subset \mathcal{F}$ with $\mu(B_{n})arrow 0$ に対して次の条件を満たす

regulator $\{r_{t_{\dot{\theta}}}\}_{(i_{\dot{S}})\in N^{2}}\subset V$が存在する: 各 $\theta\in\Theta$ に対して, $nO\in N$が存在
し, すべての $A\in \mathcal{F}$ と $n\geq n_{0}$ に対して $\mu(A\cup B_{n})\leq\mu(A)+\sup_{t\in N}r_{i.\theta(:)}$ が
成り立っ.

このとき, $(i)\Rightarrow(ii)$ が成立. さらに, $V$ が Dedekind完備で弱 \mbox{\boldmath $\sigma$}-分配的ならば, (i)
と (ii) は同値.
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Regulatorの列を制御するには次の Fremlinの補題を活用する. 例えば, [3, Lemma IC]
や [15, Theorem 3.2.3] を見よ.

補口 4.4. $V$ は Dedekind \mbox{\boldmath $\sigma$}-完備で, $\{r_{1}^{k}\dot{\theta}\}_{(i,j)\in N^{2}}(k=1,2, \ldots)$ は $V$ の regulator の
列とする. 固定した $e\in V$ with $e>0$が与えられると, regulator $\{q_{1\dot{\theta}}\}_{(1\dot{\theta})\in N^{2}}\subset V$

が存在して, 任意の $\theta\in\Theta$ に対して

$\sup_{m\in N}\{e\wedge\sum_{k=1}^{m}\sup_{1\in N}r_{l,\theta(i+k)\}}^{k}\leq\sup_{1\in N}q_{i,\theta(i)}$

が成り立っ.

定理 4.5. $V$ は Dedekind $\sigma$-完備で $\mu$ : $\mathcal{F}arrow V$ は非加法的測度とする. $V$ は弱 $\sigma-$

分配的とする. $\mu$ が上から一様自己連続かつ下から連続ならば, 各 $m\in N$ に対して
$\lim_{narrow\infty}\mu(A_{m,n})=0$ を満たす任意の 2重集合列 $\{A_{m,n}\}_{(m.n)\in N^{2}}\subset \mathcal{F}$に対して

$\inf_{\theta\in\Theta}\mu(\bigcup_{m=1}^{\infty}A_{m,\theta(m))}=0$

が成り立っ.

系 4.6. $V$ は Dedekind $\sigma$-完備で $\mu$ : $\mathcal{F}arrow V$ は非加法的測度とする. $V$ は弱 $\sigma$-分
配的とする. $\mu$ が上から一様自己連続かつ強順序連続かつ下から連続ならば, $\mu$ は

Egoroff条件を満たす.

注憲 4.7. (一様) 自己連続かつ下から連続な実数値非加法的測度は性質 (S) を満た
す [ $17$ , Theorem 5.10].

5. LEBESGUE定理と RIESZ定理

可測関数列の収束に関する他の重要な定理, 例えば, Lebesgueの定理や Riesz の
定理なども Riesz空間値非加法的測度論の枠組みへ拡張できる.

定理 5.1 (The Lebesgue $Th\infty rem$). 非加法的測度 $\mu$ : $Farrow V$ に対して, 次の条件
は同値:

(i) $\mu$ は強順序連続.
(ii) $\mu$ に対して Lebesgueの定理が成り立つ, すなわち, $X$ 上の $\mathcal{F}$-可測な実数値
関数列 $\{f_{n}\}_{n\in N}$ が $X$上の $\mathcal{F}$-可測な実数値関数 $f$ に $\mu$-概収束すれば, 常に $\mu-$

測度収束する.

定理 5.2 (The Riesz Theorem). $V$ は Egoroff条件を満たすとする. 非加法的測度
$\mu:Farrow V$ に対して, 次の条件は同値:

(1) $\mu$ は性質 (S) をもつ.
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(ii) $\mu$ に対して Rieszの定理が成り立つ, すなわち, $X$上の $\mathcal{F}$-可測な実数値関数
列 $\{f_{n}\}_{n\in N}$ が $X$ 上の $\mathcal{F}$-可測な実数値関数 $f$ に $\mu$-測度収束すれば. $\{f_{n}\}_{n\in N}$

は \mbox{\boldmath $\mu$}概収束する部分列をもつ.
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