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1 導入

$v,$ $k,$ $\lambda,$ $t$ を $v\geq k\geq t>0$ を満たす自然数とする. $V$ を濃度 $v$ の有限集合とし,
$V$ の $k$-元部分集合全体からなる集合を $(_{k}^{V})$ と表記する. $V$ とその $k$-元部分集
合族 $\mathcal{B}$ (ブロック集合) の順序対 (V, $\mathcal{B}$) が $t-(v, k, \lambda)$ デザインをなすとは, 次
の条件を満たすことをいう:

$|\{B\in \mathcal{B}|T\subseteq B\}|=\lambda,$ $\forall T\in(\begin{array}{l}Vt\end{array})$ .

特に $\lambda=1$ を満たす t-デザインはシュタイナーシステムと呼ばれる. また
$k=4,$ $t=3$ のデザインは四重システム (Quadruple System) と呼ばれ, 本
稿では $QS(v, \lambda)$ と表記する. $QS(v, 1)$ は SQS(v) と表記されるのが一般的で
ある.
有限群 $G$ に対して t-デザインが $G$を自己同型群にもつとは, $G$が $V$上の作

用を引き起こし, かつ $\mathcal{B}$ を保存することをいう. $(_{k}^{V})$ の $G$-軌道分解を $(_{k}^{V})/G$

と表記する. 有限群を利用した古典的な t-デザインの構成法では $(_{k}^{V})/G$の適
当な部分集合を選び $\mathcal{B}$ とみなす. 単純デザインの構成においては異なる G-
軌道を選ぶこととなる. ここで, $\mathcal{B}\subseteq(_{k’}^{t’})$ の時そのデザインは単純であると
いう. 特にシュタイナーシステムに対して, この方法をもう少し詳しく説明
しよう. まず, $V$ を濃度 $v$ の有限集合とし, 結合構造 $\mathcal{I}=((tV), (_{k}^{V}))$ を考え
る. 行及び列を各々 $(_{t}^{V}),$ $(_{k}^{V})$ の元で番号付けられた $\mathcal{I}$ の結合行列を考えても
よい. 明らかにシュタイナーシステムの存在は $\mathcal{I}$ における分解集合 (Spread)
の存在に等しい. これはシュタイナーシステムの定義の単なる言い換えに過
ぎないが, $V$ 上への有限群の作用を仮定し $\mathcal{I}$ の商構造を考えれば, シュタイ
ナーシステムの構成問題は $t$ 重組達の適当な軌道に注目する問題として扱い
易くなる. $\mathcal{I}$ の結合行列よりもサイズの小さな行列を扱うことになるという
ことである. さて, $\mathcal{I}=(\mathcal{P}, \mathcal{B})$ を結合構造とし, $G$ を $\mathcal{I}$ の自己同型群とする.

$\mathcal{P}/G,$ $\mathcal{B}/G$ として各々 $\mathcal{P},$
$\mathcal{B}$ の $G$-軌道全体からなる集合をとり, $\mathcal{I}$ の $G$ による

商構造 $\mathcal{I}/G=(\mathcal{P}/G, \mathcal{B}/G)$ を考える. $Orb_{G}(\alpha)\in \mathcal{P}/G,$ $Orb_{G}(B)\in \mathcal{B}/G$ に
対して $Orb_{G}(\alpha)$ と $Orb_{G}(B)$ の間の結合関係を, ある $B’\in Orb_{G}(B)$ に対して
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$\alpha$ と $B’$ が結合関係にあることとして定義する. $\mathcal{I}$ における分解集合 (Spread)
とは, $\mathcal{B}$ の部分集合 $S$ で全ての $\alpha\in \mathcal{P}$ が $S$ のちょうど 1つの元と結合するよ
うなものをいう. また $\mathcal{I}$ における部分分解集合 (Partial Spread) とは, $\mathcal{B}$ の部
分集合 $S$ で全ての $\alpha\in \mathcal{P}$ が $S$ の高々 1つの元と結合するようなものをいう.
この時 次のことが分かる.

補題 1.1. $\mathcal{I}=(\mathcal{P}, \mathcal{B})$ を結合構造とし, $G$ を $\mathcal{I}$ の自己同型群とする. $\mathcal{D}$ が G-
不変分解集合をもつならば, $\mathcal{D}/G$ も $G$不変分解集合をもつ. $\mathcal{D}$ の任意の結合
対 $(\alpha, B)$ に対して $B$ が $\alpha$ と結合する $Orb_{G}(B)$ の唯一つの元であれば, 逆も
正しい.

次の定理は $G$-不変分解集合の存在性に関する 1つの結果である.

定理 1.2. $/18J$. $B\in(_{k}^{G})$ とする. $G$ を $V$ 上強 $t$重可移群, $G_{B}$ を $B$ の安定化
部分群とする. この時 $|G_{B}|=k!/(k-t)!$ ならば, $B$ の $G$ -軌道はシュタイナー
システム $t-(v, k, 1)$ をなす

$t\geq 6$ で非自明なか重可移群が存在しないことはよく知られているので,
上の定理は $t\geq 6$ では適用されない. その為可移性の低い置換群を用いたデ
ザインの一般的な構成法が必要となる. $t=2$ の時, そのような構成法は定差
集合族 (Diffference family) として広く研究されている. 例えばWilson による
結果は有名である [17]. これに対して $t\geq 3$ の時, 存在性の問題に大きく貢献
するような構成法はほとんど知られていない. 本稿では対称 k-ブロックと呼
ばれる概念を導入し, 点正則な自己同型群をもつ t-デザインの構成法を提示
する. 実際に $\lambda=1,2,3$ に対するアーベル群を点正則な自己同型としてもつ
単純 $QS(v, \lambda)$ ( $A$-不変な QS と呼ぶ) の構成法に応用されることを示す.

2 点正則なアーベル群
$A$ を位数 $v\equiv 2(mod 4)$ のアーベル群とする. $h$ を $A$ の位数 2の元とする. $A$

をそれ自身正則な置換群とみなし, $a^{\sigma}=-a$ により定められる $A$上の置換 $\sigma$

に対して $\langle\sigma\rangle$ と $A$ との半直積群を $\hat{A}=A\rtimes\langle\sigma\rangle$ とおく. $B\in(_{4}^{A})$ が対称ブロッ
クであるとは, $Orb_{\hat{A}}(B)=Orb_{A}(B)$ を満たすことをいう. 容易に分かること
だが, 対称 4-ブロック全体がなす集合は互いに素な集合

$\mathcal{B}_{0}=\{Orb_{\hat{A}}(\{0, a, b, a+b\})|a, b\in A\backslash \{0\}, a\neq\pm b\}$ ,
$\mathcal{B}_{1}=\{Orb_{\hat{A}}(\{0, h, a, -a\})|a\in A\backslash \{0, h\}\}$

に分割される. この事実を利用して次を示した.
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定理 2.1. /11]. $(A, \{B\in(_{4}^{A})|Orb_{\hat{A}}(B)\in \mathcal{B}_{0}\cup \mathcal{B}_{1}\})$ は $A$ -不変な単純 $QS(v, 3)$

をなす.

このデザインは自然に $A\cross Aut(A)$ を自己同型群にもつことが分かる.
K\"ohler は巡回的な t-デザインの構成法に関する多くの萌芽的研究を行っ

た [8, 9, 10]. とりわけ $[8, 10]$ で提示されたアイデアは我々にとって興味深
い. [8] では) 自然数 $v\equiv 2(mod 4)$ に対して, 位数 $v$ の巡回群を点正則な自己
同型群としてもつ単純 $QS(v, 3)$ の存在が示されている [8]. そこでは, ブロッ
ク集合として $D_{v}$-不変な $(_{4}^{\mathbb{Z}_{v}})$ の軌道全体がとられている. 従って $A\simeq \mathbb{Z}_{v}$ の

時, 定理 2.1で構成されたデザインは K\"ohler のデザインと同値であることが
分かる.
次に定理 2.1で得られたデザインの商構造 $((3A)/\hat{A}, \mathcal{B}_{0}U\mathcal{B}_{1})$ を考える. そ

の為に必要な幾つかの補題を紹介する. 証明は [12] を参照されたい.

補題 2.2. $(_{3}^{A})/\hat{A}$ は互いに素な集合 $\mathcal{T}_{1},$ $\mathcal{T}_{2},$ $\mathcal{T}_{3}$ に分割される :

$\mathcal{T}_{1}=\{Orb_{\hat{A}}(\{0, a, -a\})|a\in A, 2a\neq 0\}$ ,
$\mathcal{T}_{2}=\{Orb_{\hat{A}}(\{0, a, h\})|a\in A, a\neq 0, h\}$ ,

$\mathcal{T}_{3}=((\begin{array}{l}A3\end{array})/\hat{A})\backslash (\mathcal{T}_{1}\cup \mathcal{T}_{2})$

$=\{Orb_{\hat{A}}(\{0, a, b\})|a\neq\pm b, 2a\not\in\{0, b, 2b\}, 2b\not\in\{0, a, 2a\}\}$.

補題 2.3. 自然数 $v\equiv 2(mod 4)$ に対して次の集合を定める:

$\mathcal{B}_{0}’’=\{Orb_{\hat{A}}(\{0, a, h, a+h\})|a\in A, 2a\neq 0\}$ ,
$\mathcal{B}_{0}’’’=\{Orb_{\hat{A}}(\{0, a, h, -a+h\})|a\in A, 2a\neq 0\}$ ,

$\mathcal{B}_{0}^{\prime\prime\prime\prime}=\{Orb_{\hat{A}}(\{0, a, 2a, 3a\})|a\in A, 2a\neq 0,3a\neq 0\}$ ,
$\mathcal{B}_{0}’=\mathcal{B}_{0}\backslash (\mathcal{B}_{0}’’\cup \mathcal{B}_{0}’’’\cup \mathcal{B}_{0}^{\prime\prime\prime\prime})$ .

この時, $B=\{0, a, b, a+b\}\in(_{4}^{A})$ に対して,

$Orb_{\hat{A}}(B)\in \mathcal{B}_{0}’’\Leftrightarrow 2a=0$ or $2b=0$ , (1)
$Orb_{\hat{A}}(B)\in \mathcal{B}_{0}’’’\Leftrightarrow 2a=\pm 2b$, (2)

$Orb_{\hat{A}}(\dot{B})\in \mathcal{B}_{0}^{\prime\prime\prime\prime}\Leftrightarrow a=\pm 2b$ or $b=\pm 2a$ , (3)
$Orb_{\hat{A}}(B)\in \mathcal{B}_{0}’\Leftrightarrow 0\not\in\{2a, 2b\}$ and $\{a, 2a\}\cap\{\pm b, \pm 2b\}=\emptyset$ . (4)

特に $v\not\equiv O(mod 3)$ ならば, $\mathcal{B}_{0}’,$ $\mathcal{B}_{0}’’,$ $\mathcal{B}_{0}^{\prime/J},$ $\mathcal{B}_{0}^{\prime\prime\prime\prime}$ は互いに素であり $\mathcal{B}$ を分割する.
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補題 2.4. $v\equiv 2,10(mod 12)$ とする. $Orb_{\hat{A}}(B)\in \mathcal{B}_{0}’\cup \mathcal{B}_{0’}’\cup \mathcal{B}_{0}’’’\cup \mathcal{B}_{1},T\in$

$(_{3}^{A}),$ $T\subset B$ とする. この時 $B$ は $T$ を含む $Orb_{\hat{A}}(B)$ の唯 1つの元であり) 次
の主張が成り立つ :

(i) $Orb_{\hat{A}}(T)\in \mathcal{T}_{1}$ ならば) Orb$\hat{A}(B)\in \mathcal{B}_{1}$ .

(ii) $Orb_{\hat{A}}(T)\in$ 巧ならば, $Orb_{\hat{A}}(B)\in \mathcal{B}_{0}’’\cup \mathcal{B}_{0}’’’\cup \mathcal{B}_{1}$ ,

(iii) $Orb_{\hat{A}}(T)\in \mathcal{T}_{3}$ ならば, $Orb_{A}(B)\in \mathcal{B}_{0}’\cup \mathcal{B}_{0}’’’$ .

さて,
$\{0, a, 2a\}\subset\{0, a, 2a, 3a\}\cap(\{0, a, 2a, 3a\}-a)$

に注意すると, $\mathcal{B}_{0}^{\prime\prime\prime\prime}$ に属する軌道は $A$-不変な SQS のブロックとしては使えな
い. 以下 $\mathcal{B}_{0}^{\prime\prime\prime\prime}$ を除外した部分構造

$\mathcal{D}=$ ( $(\begin{array}{l}A3\end{array}),$ $\{B\in(\begin{array}{l}A4\end{array})|$ Orb$\hat{A}(B)\in \mathcal{B}_{0}’\cup \mathcal{B}_{0}’’\cup \mathcal{B}_{0}’’’\cup \mathcal{B}_{1}\}$), (5)

とその商構造 $\mathcal{D}/\hat{A}$ のみ扱うことにする.

補題 2.5. 自然数 $v\equiv 2(mod 4)$ をとる. (i) $v\equiv 2,10(mod 12)$ の時 $\mathcal{B}_{1}$ は
$D/\hat{A}$ の TT\cup T-うを被覆する部分分解集合である. (ii) $\mathcal{D}/\hat{A}$ の分解集合 $S$ が存
在するならば, $\mathcal{B}_{1}\subset S$ かつ $v\equiv 2,10(mod 12)$ である.

証明. (i) $\mathcal{T}_{1}$ 俺 $\mathcal{T}_{2}$ の全ての元 $Orb_{\hat{A}}(T)$ が, $\mathcal{B}_{1}$ の少なくとも 1つの元と結合して
いることは定義より明らかである. 補題 2.4より, $Orb_{\hat{A}}(T)$ は高々 1つの $\mathcal{B}_{1}$ の

元であり, 従ってちょうど 1つの $\mathcal{B}_{1}$ の元である. (ii) $B\in(_{4}^{A})$ を $\{0, a, -a\}\subset$

$B,$ $a\neq 0,$ $h$ となるようにとる. $\{0, a, -a\}\subset B^{\sigma}$ より, $B\backslash \{0, a, -a\}=\{b\}$ と
おくと, $b=h$ . ゆえに, $Orb_{\hat{A}}(B)\in \mathcal{B}_{1}$ . 位数 3の元 aに対して, $c_{\{0,a,-a\}}\simeq D_{3}$

となる. 一般に $G_{B}\simeq \mathbb{Z}_{2}$ なので, $S$ が分解集合であることに反する. 口

補題 1.1と補題 24の前半より, $\mathcal{D}/\wedge\hat{4}$ 内の分解集合の存在は $\mathcal{D}$ 内に分解
集合の存在を意味する. $\mathcal{B}_{0}’’,$ $\mathcal{B}_{0}’’’$ は巧の元を含んでいるので, $A$-不変な SQS
のブロックとなり得ない. 従って, 部分構造 $\mathcal{K}=(\mathcal{T}_{3}, \mathcal{B}_{0}’)$ のみ考えればよい
ことになる. この構造はいわゆる通常の意味でのグラフである, すなわち, 全
てのブロックはちょうど 2点と結合する. このグラフをケーラーグラフと呼
ぶことにしよう. 厳密な定義とその性質の考察は次節で行う.
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3 ケーラーグラフ
$A$ を位数 $v\not\equiv O(mod 4)$ のアーベル群とする. $A$ のケーラーグラフとは次で
定義される結合構造 $\mathcal{G}=(\mathcal{T}, \mathcal{E})$ をいう, すなわち,

$\mathcal{T}=\{Orb_{\hat{A}}(\{0, a, b\})|a\neq\pm b, 2a\not\in\{0, b, 2b\}, 2b\not\in\{0, a, 2a\}\}$ ,
$\mathcal{E}=\{Orb_{\hat{A}}(\{0, a, b, a+b\})|a,$ $b\in A,$ $a\neq\pm b,$ $2a\not\in\{0, \pm b, \pm 2b\}$ ,

$2b\not\in.\{0, \pm a, \pm 2a\}\}$ ,

とおき, ある $B’\in Orb_{\hat{A}}(B)$ に対して $T\subset B’$ である時に, $Orb_{\hat{A}}(T)\in \mathcal{T}$ と
$Orb_{\hat{A}}(B)\in \mathcal{E}$ の間の結合関係を定める. ケーラーグラフの構造を調べる為に
幾つかの補題を紹介する. 詳しい証明は [12] を参照されたい.

補題 3.1. [$12J$ . $A$ を位数 $v\not\equiv O(mod 4)$ のアーベル群とする. $A$ の異なる元
$a,$ $b$ に対して J

(i) $Orb_{\hat{A}}(\{0, a, b\})=Orb_{\hat{A}}(\{0, a, a-b\})$ .

(ii) $Orb_{\hat{A}}(\{0, a, a-b\})=Orb_{\hat{A}}(\{0, a, a+b\})\Leftrightarrow 2a=0$ or $2b=0$;

(iii) $Orb_{\hat{A}}(\{0, a, a-b\})=Orb_{\hat{A}}.(\{0, a, b-a\})\Leftrightarrow 2a=0$ or $2(a-b)=0$;

(iv) $Orb_{\hat{A}}(\{0, a, a+b\})=Orb_{\hat{A}}(\{0, a, b-a\})\Leftrightarrow 2a=0$, or $a=2b$, or
$b=3a$ and $5a=0_{:}$ or $b=2a$ and $3a=0$ .

補題 3.2. $/12J$. $Orb_{\hat{A}}(B)\in \mathcal{E}$ とする. この時

1{ $Orb_{\hat{A}}(T)\in \mathcal{T}|Orb_{A}(T)$ is incident with Orb$\hat{A}(B)$ } $|=2$ .

証明. 左辺は

$k(B):=|$ { $Orb_{\hat{A}}(T)|T\in(\begin{array}{l}B3\end{array})$ , Orb$\hat{A}(T)\in \mathcal{T}$} $|$

に等しい. $B=\{0, a, b, a+b\}$ とする.

$\{0, a, b\}=-\{a, b, a+b\}+(a+b),$ $\{0, a, a+b\}=-\{0, b, a+b\}+(a+b)$

より

$Orb_{\hat{4}}(\{0, a, b\})=Orb_{\hat{A}}(\{a, b, a+b\}),$ $Orb_{\hat{A}}(\{0, a, a+b\})=$ Orb$\hat{A}(\{0, b, a+b\})$ .
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従って, $k(B)\leq 2$ . $k(B)=1$ と, $\{0, a, b\}\in Orb_{\hat{A}}(\{0, a, a+b\})$ は同値であ
る. 補題 $3.1(i)$ より $Orb_{\hat{A}}(\{0, a, b\})=Orb_{\hat{A}}(\{0, a, a-b\})$ である. ゆえに補
題 $3.1(ii)$ より, $k(B)=1$ と, $2a=0$ 或いは $2b=0$ であることが同値である.
$Orb_{\hat{A}}(B)\in \mathcal{E}$ なので, これは起こらない. 口

定理 3.3. /12]. $\vee A$ を位数が $v\equiv 2,10(mod 12)$ のアーベル群とする. $A$ の

ケーラーグラフが一因子をもつならば, $A$ -不変な $SQS(v)$ が存在する.

証明. ケーラーグラフの一因子は $\mathcal{D}/\hat{A}$ 内の $\mathcal{T}=\mathcal{T}_{3}$ を被覆するような部分分
解集合を与える. 補題 25より, $\mathcal{D}/\hat{A}$ は $\mathcal{T}_{1}\cup \mathcal{T}_{2}$ を被覆する部分分解集合 $\mathcal{B}_{1}$

を含む. 従って補題 1.1より, $\mathcal{D}$ の分解集合を得る. 口

ケーラーグラフの連結成分の構造を決定する 1つの結果を紹介しよう.

定理 3.4. /12]. $A$ を位数 $v\equiv 2,10(mod 12)$ のアーベル群とする. $X=$
$Orb_{\hat{A}}(\{0, a, b\})\in \mathcal{T}$ とする. この時, $\langle a, b\rangle$ が巡回的でなければ, $X$ を含む $\mathcal{G}$

の連結成分は 3-正則グラフであり, 一因子をもつ.

この結果から, SQSの存在性の問題は, $A$の巡回部分群により誘導される連
結成分が一因子をもつかどうかという問題に帰着される. $A\simeq \mathbb{Z}_{v}$ の時, ケー
ラーグラフは位数 $v$ のケーラー第一グラフと呼ばれる [10]. このグラフにおけ
る一因子の存在性については多くの研究がなされている. 例えば [10, 13, 14]
を参照されたい. [7] で K\"ohler は一般のアーベル群に対して我々とは異なる
t-デザインの構成法を提示したが, 未知のデザインは発見されなかった. これ
に対して我々の手法を用いると, 例えば位数 2 $\cdot 5^{n}$ のケーラーグラフが一因
子をもつという事実 ([15]) から, 位数 2 $\cdot 5^{n}$ の任意のアーベル群 $A$ に対する
$A$-不変な $SQS($2 . $5^{n})$ の存在を導くことができる. これ以外にも, それまで存
在が知られていなかった多くの SQS が構成される [12]. また, 定理 33より
得られた $A$-不変な SQS(v) は対称 4-ブロックのみからなるので, [11] の結果
とあわせて, $A$-不変な単純 $QS(v, 2)$ が得られる. さらに, 定理 33を用いれば,

$\hat{A}$ の作用に関する固定点 $\infty$ に対して, $V=A\cup\{\infty\}$ 上の SQS も構成可能で
ある. 他の非可換群を自己同型群にもつような $QS(v, \lambda)$ の存在性については
[1, 2, 4, 3, 5, 8, 14, 16, 18] 等を参照されたい.
最後に今後の課題を述べる. Kleemann は $V=\mathbb{Z}_{v}$ に対する対称 $\downarrow$ブロッ

クのみを用いて, $v\equiv 0(mod 4)$ なる自然数 $v$ に対する巡回的な $QS(v, 3)$ の

存在性を証明した [6]. そこでは, $\{0, v/4, v/2,3v/4\}$ の $\mathbb{Z}_{v}$-軌道のみちょうど
3回出現するように構成されているので, 得られるデザインは単純ではない.
一般の $v\equiv 0(mod 4)$ に対して $A$-不変な単純 $QS(v, 3)$ の存在性の問題は未
解決である. また, $k\geq 5$ に対して対称 k-ブロックを用いて 3-デザインの無
限系列の構成が可能かどうかについても知られていない. 対称 k-ブロックを
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用いたかデザインへのアプローチの妥当性を判断する 1つの基準として, こ

の問題の解決は重要である. 幾つかの単純デザインの例の構成には成功して
いる.
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