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1 はじめに

解析接続は基本的で教科書的なものである. この解析接続に関する実用的な応用例が逆
問題に関連して研究されてきた $[3, 11]$ . そこでは, ラプラス方程式のコーシー問題の解の
接続が考えられている.
本論文では, 熱伝導逆問題に対する解の接続問題とそれに関連した問題をとりあげる.

2つのパラメータ $T$ と $\epsilon$ を含む次の簡単な問題を考える.

問題 12つのパラメータ $T\in[-1,1]$ と $\epsilon$ に対して, 次を満たす $u(t, x)$ を求めよ.

$u_{t}=-u_{xx}$ , $-1<t<1,$ $-1<x<1$ , (1)

$u( O, x)=CO8\frac{\pi}{2}X$ , $-1<x<1$ , (2)

$u(t, -1)=0$ , $-1\leqq t\leqq T$, (3)

$u(t, 1)=\epsilon(t+1)$ , $-1\leqq t\leqq T$, (4)

$u_{t}(t, \pm 1)=-u_{xx}(t, \pm 1)$ , $T<t<1$ . (5)

注意 問題 1はパラメータ $T$ の値によって様々な問題になる.

$\{\begin{array}{ll}T=1 . . . \text{初期値境界値問題},-1<T<1 . . . \text{解の接続問題},T=-1 . . . \text{初期値問題}.\end{array}$

我々は, 通常の熱伝導方程式に関する同様の問題に対して興味深い数値計算結果を得て
いる [5]. 本論文では, 方程式を熱伝導逆問題 (1) に置き換えて解析する. 問題 1の $T=1$ ,
$\epsilon=0$ のときの厳密解は

$u(t,x)= \exp((\frac{\pi}{2})^{2}(t+1))$ cos $\frac{\pi}{2}x$ (6)

であり, そのグラフは Fig. 1のようになる.
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Fig. 1. $T=1,$ $\epsilon=0$のときの厳密解のグラフ.

我々は, 方程式 (1) に対して直接数値計算を行ってきた [6, 9, 10]. 数値誤差が指数関数
的に増加するため, 簡単な離散化法 (FDM\oplus EE)(空間 :2次差分法, 時間 :1次陽的オイ
ラー法) では安定に数値計算できない. この困難さを取り除くために, 我々は無限精度数
値計算法 (IPNS)[7] を開発した. この様子を Fig. 2に見ることができる. Fig. 2は, $2\supset$

の手法 ($FDM\oplus EE$ と IPNS) における $T=1,$ $\epsilon=0$ のときの問題 1の数値計算結果であ
る. IPNS が安定に計算できていることがわかる.

$u$

(a,-1) $N_{x}=10$ (a-2) $N_{x}=50$

(a-3) $N_{x}=200$

(a) 数値解のグラフ $(FDM\oplus EE)$
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$u$ $u$

(b-1) $N=10$ $(\triangleright 2)N=30$

$Q^{k}$

$u$

(b-3) $N=50$ (b-4) 最大誤差

(b) 数値解のグラフと誤差 (IPNS)

Fig. 2. 数値計算結果 $(T=1, \epsilon=0,200digits)$ .

通常の熱伝導方程式を $FDM\oplus EE$で安定に計算するには, 空間方向の分割数を $N_{x}$ とした

とき, $\Delta x=2/N_{x},$ $\Delta t=0.2(\Delta x)^{2}$ とすればよい. この設定をここでも適用した. IPNS
は, Chebyshev-Gauss-Lobatto 選点法 [1] と多倍長演算ライブラリ (exflib[2]) を用いた.

時間方向, 空間方向の近似次数をそれぞれ $N_{t},$ $N_{x}$ で表し, 数値計算では簡単のために
$N=N_{t}=N_{x}$ とした. Fig. $2(b- 4)$ にある最大誤差は次で定義する.

$Err= \max_{0\leqq t\leqq N0\leqq j\leqq N-1}|u_{j,i}-u(t_{j},x_{i})|,$
$t_{j}= \cos\frac{j\pi}{N},$ $x_{i}= \cos\frac{i\pi}{N}$ . (7)

ここで, $u_{j,i}$ と $u(t_{j}, x_{2})$ は数値解と厳密解 (6) をそれぞれ表す.
本論文では, パラメータ T. $\epsilon$ の様々な値に対して数値計算を行った. 問題や数値計算
法は単純であるにもかかわらず, 興味深い数値計算結果が得られた. それは数値計算の新
たな可能性を示唆するものである.
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2 数値計算結果
ここでは, 問題 1に対する様々な場合の数値計算結果について述べる. ただし. Fig. 2

と同様に $FDM\oplus EE$は不安定で全く役に立たないので, その計算結果は省略する. IPNS
に関しては Fig. 2と同じ設定を用いる.

2.1 $T=1,$ $\epsilon\neq 0$ の場合

$T=1,$ $\epsilon=0$ のときには厳密解 (6) が存在する. そこでここでは, $\epsilon=1,10^{-10}$ として
数値計算を行なった. この場合において厳密解が存在するかどうかはわかっていない. 計
算結果を Fig. 3に示す. 数値解が収束していないことがわかる. 任意の $\epsilon(\neq 0)$ で計算し
たわけではないが, 我々の経験では, この計算結果は $\epsilon\neq 0$ のときには解が存在しないこ
とを示唆している.

(a-1) $N=10$ (t2) $N=30$

(a,-3) $N=50$

(a) $\epsilon=1$
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(b-3) $N=50$

(b) $\epsilon=10^{-10}$

Fig. 3. 数値解のグラフ (IPNS, $T=1,200digits$).

我々は, 当初, 数値解が収束しない理由が $(t, x)=(-1,1)$ において $u_{t}\neq-u_{xx}$ にある
と考えた. そこで, 境界条件 (4) を (11) で置き換えた次の問題で追加計算を行った.

問題 2 次を満たす $u(t,x)$ を求めよ.

$u_{t}=-u_{xx}$ , $-1<t<1$ , $-1<x<1$ , (8)
$u(-1,x)= \cos\frac{\pi}{2}x$ , $-1<x<1$ , (9)

$u(t, -1)=0$, $-1\leqq t<1$ , (10)

$u(t, 1)= \epsilon(1+\sin\frac{\pi}{2}t)$ , $-1\leqq t<1$ . (11)

この問題では $(t, x)=(-1,1)$ において $u_{t}=-u_{xx}$ となっている. 数値計算結果を Fig. 4
に示す. $t$
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$u$

(a) $N=10$ (b) $N=30$

(c) $N=50$

Fig. 4. 数値解のグラフ (IPNS, $\epsilon=1,200digits$).

Fig. 4でも数値解は収束していない. 問題 2においても解が存在しないということを示唆
している. これによって, 当初の我々の考えが間違っていたことが判明したと同時に, よ
り高度に数学的な理由があると考えられる. その理由は解の解析性と解の存在の関係に関
連していると思われる. 実際, いくつかの問題では, 解の存在は解の解析性を意味する.
解が解析的ならば, IPNS はとても精度よくそれをとらえることができる. もし, このよ
うな状況の数値計算を行っているとすれば, 数値解が収束しないという計算結果は解の非
存在を示していることになる.

22 $T=0,$ $\epsilon=0$の場合

この場合, 問題 1は解の接続問題になる. 問題 1の $T=1,$ $\epsilon=0$のときの厳密解 (6) が
この場合の厳密解になる. ただし, 解の一意性が成立するかどうかはわからない. 数値計
算結果を Fig. 5に示す. Fig. 5(d) の Err は (7) と同様である. 数値解は問題 1の $T=1$ ,
$\epsilon=0$のときの厳密解 (6) に収束している. 即ち, IPNS は一つの解析関数を厳密解として
とらえることに成功している. 解が複数存在するとき, 数値解法は最も滑らかな解を選択
する傾向がある [4]. 今の場合, 解析関数 (6) が最も滑らかな解であるので, 解の一意性が
この問題において保証されていなくても, IPNS は解として (6) をとらえたと考えられる.
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$u$ $u$

(a) $N=10$ (b) $N=30$

$u$

$w^{g}$

(c) $N=50$ (d) 最大誤差

Fig. 5. 数値解のグラフと誤差 (IPNS, $T=0,$ $\epsilon=0,200digits$).

2.3 $T=0,$ $\epsilon\neq 0$ の場合

この場合, 問題 1は解の接続問題になる. $\epsilon=0$のときには IPNS は厳密解をとらえる
ことができている (Fig. 5). そこでここでは, $\epsilon=1,10^{-10}$ で計算する. 数値計算結果を
Fig. 6に示すが, Fig. 5とは全く異なっている. \S 2.1で議論した同様の理由により, $\epsilon\neq 0$

のときには解が存在しないと思われる.
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(a-1) $N=10$ (a-2) $N=30$

$(a_{r}3)N=50$

(a) $\epsilon=1$

$u$

(b-1) $N=10$ (k2) $N=30$

(b-3) $N=50$

(b) $\epsilon=10^{-10}$

Fig. 6. 数値解のグラフ (IPNS, $T=0,200digits$).
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2.4 $T=-1$ の場合

この場合, 問題 1は初期値問題になり, $T=1,$ $\epsilon=0$ のときと同様に厳密解 (6) が存在
する. 方程式が通常の熱伝導方程式であれば, 解の非一意性はよく知られた事実である
[8]. しかしながら, 今の熱伝導逆問題の場合に解が一意であるかどうかはわからない. 数
値計算結果を Fig. 7に示す. 数値解は厳密解 (6) に収束している. IPNS法が \S 22で議論
したの同じ理由で, 一つの解析関数を厳密解としてとらえることに成功している.

$u$ $u$

(a) $N=10$ (b) $N=30$

$u$

$r^{\epsilon}$

(c) $N=50$ (d) 最大誤差

Fig. 7. 数値解のグラフと誤差 (IPNS, $T=-1,200digits$).

3 結論
我々は 2つのパラメータ $T,$ $\epsilon$ を含む簡単な熱伝導逆問題を提案した. $T$の値によって,

初期値問題になったり, 初期値境界値問題になったり, 解の接続問題になったりするおも
しろい問題である. 我々はこの問題に対して数値計算を行い, 簡単な離散化法より IPNS
が十分安定であることを確認した. $\epsilon=0$ の場合には, 厳密解として解析関数が存在す
るが, IPNSの数値解はこの解析関数に収束している. これは, 一意性が保証されていな
くても, 数値解法 IPNS が最も滑らかな解析関数を解として選択するためと考えられる.

$\epsilon=1$ ,10-10(おそらく $\epsilon\neq 0$) の場合に, 数値計算結果から解の非存在が示唆された. こ

れは, 解の存在と解の解析性の関係が影響していると思われる. この理論解析は我々の今
後の課題である. さらに, 解の非存在の証明は解の存在証明より一般に難しいといわれて
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いるが, 我々の数値解法である IPNSは解の非存在の証明に役立つ可能性があることがわ
かった.
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