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1 Introduction
$2W5$ 年から 2006年にかけて, Comprehensive Gr\"obner Bases (CGB) および Comprehensive Gr\"obner

Sy8tem (CGS) 計算法 [14], すなわち係数にパラメータを含む Gr\"obner $Bas\infty$計算法に Suzuki-Sato による
新しい計算法 [11] が発表された.

Weispfenning $[14, 15]$ や Montes $[3, 4]$ あるいは Suzuki-Sato [$8|$ による CGB&CGS 計算は本質的には
パラメータ多項式を有理関数体 $\mathbb{Q}(\overline{A})$ の元と見なした多項式環 $\mathbb{Q}(\overline{A})[\overline{X}]$ 上に, それぞれに特化した $S$ 多項

式と単項簡約を定義することによって実現されてきた. しかし, Suzuki-Sato による新しい計算法は通常の
$\mathbb{Q}$ 上の多項式環 $\mathbb{Q}[\overline{A},\overline{X}]$ 上での Gr\"obner bases 計算法を利用した方法であり, いくらかの例で従来の方法
よりも高速に CGS&CGB を出力する.

Discrete comprehensive Gr\"obner bases (DCGB) は $2\mathfrak{X}1$年に Sato-Suzuki [7] によって発表された. DCGB
は specialization homomorphism $K(\overline{A})[\overline{X}]arrow L[\overline{X}]$ ($L$ は $K$ の代数的閉包) の定義域を $0$ 次元多様体に制

限した特殊な CGS を与える. DCGB は 2003年に同じく Sato-Suzuki [9] によって, より一般的な形式が与
えられるに至った. パラメータへの代入定義域を決定する $0$ 次元多様体 $V$ を定義する $0$ 次元根基イデアル

を $I$ とすると, $K[V]$ を含む最小の von Neumann regular ring は $R=K[\overline{A}]/I$ と表され, DCGB の計算は
多項式環 $R[\overline{X}]$ 上の Gr\"obner bases 計算によって与えられる.
これまで, 有限多項式集合 $F\subset K[\overline{A},\overline{X}]$ の DCGB 計算は von Neumann regular ring $K[\overline{A}]/I$上の quasi-

inverse. および idempotent 演算が現実的でなかったため, $I$ の (最短) 素イデアル分解 $I=P_{1}\cap\cdots\cap P_{k}$

を用いて, それぞれの分解成分に対応する体 $K[\overline{A}]/P_{1},$ $(1\leq i\leq k)$ 上の多項式環 $(K[B]/P_{j})[\overline{X}]$ 上で

$\phi_{P}(F)=\{\phi_{P_{l}}(f)|f\in F\},$ $(\phi_{P} : K[\overline{A},\overline{X}]arrow(K[\overline{A}]/P_{1})[\overline{X}])$ の Gr\"obner basi8計算を行い, 結果を

Chinaee remainder $th\infty rem$ (CRT) によって結合することで, $(K[\overline{A}]/I)[\overline{X}]$ の元に復元して Gr\"obner basi8
を計算していた. しかし, イデアルの素分解や CRT による復元の計算コストは一般的に高い. また. 問題
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によっては各分解成分に対応する多項式環 $(K[\overline{A}]/P_{1})[\overline{X}]$ での $\phi_{P}(F)$ の Gr\"obner basis 計算力$c_{i}$ 毎に全て

同等になるような場合もあり, 計算効率にダメージを与えている.
本論文では DCGB の新しい計算法を提案する. 新しい計算法では quasi-inverse を計算するために Noro

[6] による Modular Dynamic Evaluation (MDE) を用いる. MDE は dynamic evaluation をイデアル商の
観点から見直したものである. [1次元根基イデアル $I$ と $[a]_{I}\in K[\overline{A}]/I$ に対して, MDE は $[a]_{I}$ が単元なら
ば, その逆元 $[a]_{I}^{-1}$ を計算し, そうでなければ $I$ の分解 $I=(I:a)\cap(I+(a\rangle)$ を与える. より具体的には,

MDE は $[a]_{I}$ の逆元計算に失敗した場合, $I:a$ と $I+\langle a\rangle$ のそれぞれの Gr\"obner bases を計算する. しかも
すべての計算を効率的な modular演算で行うものである.
本論文は以下のような構成である. 第 2節ではいくらかの記述に関する約束と CGB&CGS を定義し,

DCGB を定義する. 第 3節では von Neumann regular ring とその上での Gr\"obner bases を定義し, DCGB
との関連について述べる. 第 4節では Modular Dynamic Evaluation について概観し, 本論文の主結果で
ある von Neumann regular ring 上の quasi-inverse, および idempotent 演算の方法を与え. DCGB が von

Neumann regular ring 上の多項式環で Buchberger Algorithm を実行することで得られることを示す.

2 CGB, CGS, and DCGB
本節では, 本論文を通して使われるいくつかの数学的記述および, 定義を述べる.
一般的に, $f$ を多項式とし, $<$ を項順序 (term order) とするとき, $HT<(f)$ で $f$ の $<$ に関する頭項

(head term) を表し. $HC<(f)$ で $HT<(f)$ の係数を表す. $K,$ $L$ は体とし, $L$ は $K$ の代数的閉包とする. $\overline{X}=$

$\{X_{1}, \ldots, X_{n}\},\overline{A}=\{A_{1}, \ldots,A_{m}\}$ をそれぞれ不定元の集合とし, $\overline{A}\cap\overline{X}=\emptyset$ とする. $T(\overline{X}),$ $T(\overline{A}),$ $T(\overline{A},\overline{X})$

をそれぞれ刃, $\overline{A},\overline{A}$ 俺 $\overline{X}$ の単項 (term8) の集合とする. 任意の $\overline{a}\in L^{m}$ に対して, 正則な specialization
homomorphi8m $\sigma_{l}$ : $K[\overline{A}]arrow L$ が定義できる. このとき $\sigma_{\delta}$ は $f(\overline{A})\in K[\overline{A}]$ に対して $\sigma_{\delta}(f(\overline{A}))=f(\overline{a})$ で

ある. また, $\sigma_{\varpi}$ は自然な方法で, homomorphism $\sigma_{a}$ : $(K[\overline{A}])[\overline{X}]arrow L[\overline{X}]$ と拡張できる. $K[\overline{A}]$ の部分集
合 $F$ に対して, $F$ で定まる affine 多様体を $V(F)\subset L^{m}$ と表し,

$V(F)=\{\overline{a}\in L^{m}|f\in F, f(\overline{a})=0\}$

とする. また, $F$ が有限集合で $F=\{fi, \ldots,f_{k}\}$ となる時は, その affine多様体を $V(fi, \ldots,f_{k})$ とも表す.
$f\in K[\overline{A}]$ と, 有限集合 $G\subset K[\overline{A}]$ , 項順序 $<\lambda$ に対して. $NF_{G,<\lambda}(f)$ で, $f$ の $<\lambda$ に関する $G$ を法とした

normal form の 1つを表す. $NF_{G,<X}(f)$ は一般に一意に決定するわけではないが, $G$ が Gr\"obner basi8の

時は一意に決定する. また, イデアル $I\subset K[\overline{A}]$ に対して, 剰余環 $K[\overline{A}]/I$ の元を $[f]$ ; で表す, $G$ が $I$ の

Gr\"obner basi8である時は, $[f]_{I}=NF_{G,<\lambda}(f)$ で一意的に多項式表現できる.

定義 1(Comprehensive Gr\"obner System)
$F$ を $K[\overline{A},\overline{X}]$ の部分集合とし, $S_{1},$ $\ldots,S_{l},$ $T_{1},$

$\ldots,$
$T_{l}$ をそれぞれ $K[\overline{A}]$ の有限部分集合とする. このとき,

有限集合 $\mathcal{G}=\{(S_{1},T_{1},G_{1}), \ldots, (S_{l}, T_{t},G_{l})\}$が $F$ の項順序 <愛に関する comprehemive Gr\"obner $sy\epsilon tem$

であるとは, (V(S\sim )\V(婿))\cup $\cdot$ .. $\cup(V(S_{l})\backslash V(T_{l}))=L^{m}$ かつ, 任意の $\overline{a}\in v(s_{:})\backslash V(T_{1})$ . $(i=1, \ldots,l)$

に対して $\sigma_{\overline{a}}(G:)$ が $L[\overline{X}]$ のイデアル $\langle\sigma_{\overline{a}}(F)\rangle$ の <刃に関する Gr\"obner basis となるときのことを言う. ま

た, 各 $(S_{1},T_{1}, G_{1})$ あるいは $(V(S_{1})\backslash V(T_{1}), c_{:})$ を $\mathcal{G}$ の segment, あるいは単に Gr\"obner system と呼ぷ.

定藤 2(Comprehensive Gr\"obner Bases)
$G\subset K[\overline{A},\overline{X}]$が $F$ の comprehensive Gr\"obner buisであるとは, 任意の $\overline{a}\in L^{m}$ に対して $\sigma_{f}(G)$が $(\sigma_{f}(F)\rangle$ $\subset$

$L[\overline{X}]$ の <叉に関する Gr\"obner basis となるときのことを書う.

定義 3 (Discrete Comprehensive Gr\"obner Bases)
Gr\"obner system $(S,T,G)(S, T\subset K[\overline{A}], G\subset K[\overline{A},\overline{X}])$ が discrete comprehensive Gr\"obner basis であ
るとは, $V(S)$ が $0$次元多様体で $V(T)$ が空集合となる時のことである. この時は特に $(S,T, G)$ あるいは
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$(V(S)\backslash V(T), G)$ を短く $(S, G)$ あるいは $(V(S), G)$ と表す. また, $G$ を $<\overline{x}$ に関する $V(S)$ 上の discrete
comprehensive Gr\"obner basis とも言う.

3 Gr\"obner Bases over Von Neumann Regular Rings and DCGB
DCGB計算は, 元来 von Neumann regular ring上の Gr\"obner bases として定義されており, そめ計算法

も von Neumann reguly ring 上の Gr\"obner bases 計算で実現していた. 本節では, 可換な von Neumann
regular ring $R$ の定義を行い, $R$ 上の多項式環 $R[\overline{X}]$ に単項簡約を定義する. そして, その単項簡約を用
いて, $R[\overline{X}]$ における Gr\"obner basis の概念を定義する. また, その Gr\"obner basis 計算は体上の Gr\"obner
basi8計算と同様に Buchberger Algorithm で得られる.

3.1 Von Neumann Regular Rings
定纏 4
単位元 1を持つ可換環 $R$ が von NNeumann regular ringであるとは, 以下の性質を満足する時のことを言う.

任意の $a\in R$ に対して, ある $b\in R$ が存在し, $a^{2}b=a$ を満足する.

また, このような $b$ に対して, $a=ab,$ $a^{-1}=ab^{2}$ と定義し, それぞれ $a$ の idempotent, $quasi- in\gamma erse$ と
呼ぶ.

動題 5
$R$ を von Neumann regular ringとし, $a\in R$ とする. このとき, それぞれ $aa^{*}=a,$ $aa^{-1}=a$ . $(a)^{2}=a$

が成立し, $a,$ $a^{-1}$ ともに一意的である.

3.2 Monomial Reductions and Gr\"obner Bases

以下で von Neumann regular ring $R$ 上の多項式環 $R[\overline{X}]$ 上に単項簡約と Gr\"obner bases の概念を定義す
る. 本節を通して, $R$ は von Neumann regular ring とし, $T(\overline{X})$ 上の項順序 $<_{\overline{X}}$ は $R[\overline{X}]$ の多項式に適用
するものとする. また, $0$ でない $f\in R[\overline{X}]$ に対して, $f$ の頭係数の $qua8i$-inverse $HC<z^{(f)^{-1}}$ をかけたも
の $f’=HC<x(f)^{-1}\cdot f$ を $f$ の monic 化という.

定纏 6(monomial reduction)
$f,p\in R[\overline{X}]$ に対して, $f=a\overline{X}^{\alpha}+g’$ , $(a\in R,\overline{X}^{a}\in T(\overline{X})$ で $a\overline{X}^{\alpha}$ は $f$ の頭項とは限らない) また,
$f,p\neq 0$ とする. この時, $f$ が $P$ を法として単項簡約可能であるとは, $a\overline{X}^{\alpha}$ に対して, ある $\overline{X}^{\beta}\in T(X)$ が
存在し, $\overline{X}^{\beta}\cdot HT<x(p)=\overline{X}^{a}$ かつ, $a\cdot HC<x(p)\neq 0$ のときをいい,

$g=f-a\cdot HC<x[p)^{-1}\cdot\overline{X}^{\beta}\cdot p$

を $f$ の $P$ による 1回の単項簡約といい, これを $farrow_{p}g$ と表す.

これより, 部分集合 $P\subset R[\overline{X}]$ による $f\in R[\overline{X}]$ の単項簡約 $arrow P$ が自然に定義できる. また, $P$ が有限
集合のときは $arrow P$ による簡約鎖列は必ず停止する. この単項簡約を用いることで, Gr\"obner bases の概念
を定義することができる.

定纏 7 (Grobner bases)
有限部分集合 $G\subset R[\overline{X}]$ が Gr\"obner $b\epsilon sis$ であるとは, 任意の $f\in(G)$ に対して, $farrow^{\backslash }G0$ を満たすと
きのことをいう. また, $G$ がイデアル $I\subset R[\overline{X}]$ の Grobner basis であるとは, 任意の $f\in I$ に対して,
$farrow^{l}G0$ , かつ, ($G\rangle$ $=I$ を満たすときのことをいう.

50



また, Sato [10] 補題 2.2, 補題 23, 補題 24により, 体上多項式環と同様に $S$ 多項式により Gr\"obner
bases を特徴付けることができる. ここで, $f,g\in R[\overline{X}]$ の $S$ 多項式とは,

spo1$(f,g)= HC<z(g)\frac{1cm(HT<x(f),HT<\chi(g))}{HT<r(f)}f-HC<x(f)\frac{1cm(HT<x(f),HT<x(g))}{HT<x(g)}g$

のことである.

定理 8
有限部分集合 $G\subset R[\overline{X}]$ が Gr\"obner buisであることと. 任意の $0$ でない相具なる 2つの多項式 $f,g\in G$

に対して, spo1$(f,g)arrow^{r}G0$ となることは必要十分である.

従って, 体上多項式環と同様に $R[\overline{X}]$ 上で Buchberger Algorithm を実行することができる.

3.3 Gr\"obner Bases over Von Neumann Regular Rings and DCGB
以下では von Neumann regular ring $R$ 上で Gr\"obner bases 計算を行うことで DCGB が得られることを

示す. まず, パラメータ空間を決定するイデア)\mbox{\boldmath $\nu$}I\subset K[A-]が von Neumann regular ring を構成すること
を示す補題からはじめる.

補題 9
$K_{1},$

$\ldots$ , $K_{\ell}$ をそれぞれ体とする. このとき, 直積 $K=K_{1}x\cdots x$ K. に自然な演算を定義すると, $K$ は

von Neumann regular rioe を成す.

系 10
$K_{1},$

$\ldots$ , $K$, をそれぞれ体とし, $K=K_{1}x$ . . . $xK_{\ell}$ を von Neumann regular ring とする. 任意の $a=$
$(a_{1}, \ldots,a.)\in K$ に対して, $a=(a_{1}’, \ldots,a_{l}’),$ $a^{-1}=(a_{1}’’, \ldots,a’’)$ とすると,

$a_{1}’=\{\begin{array}{ll}1 if a_{1}\neq 0,0 other se.\end{array}$

$a_{1}’’=($

1
if $a:\neq 0$ ,

$a_{1}$

$0$ othervrise.
$(i=1, \ldots, s)$

となり, $a’,$ $a^{-1}$ ともに一意的である.

補題 11
$I\subset K[\overline{A}]$ を $0$次元根基イデアルとする. このとき, $I$ の最短素イデアル分解を $I=P_{1}\cap\cdots$ 寡 P. とすると,

$K[\overline{A}]/I\simeq K[\overline{A}]/P_{1}x\cdots xK|\overline{A}]/P_{l}$

であり. 各 $K[\overline{A}]/P_{1}$ . $(1\leq i\leq s)$ は体であり, $K[\overline{A}]/I$ は von Neumann regular ringを成す.

ここで, $0$ 次元根基イデアル $I\subset K[\overline{A}]$ と $f= \sum_{1=0}^{k}A(\lambda)\overline{X}^{\alpha}‘\in(K[\overline{A}])[\overline{X}],$ $(a_{1}(\overline{A})\in K[\overline{A}])$ に対して,
写像 $\phi_{I}$ : $K[\overline{A},\overline{X}]arrow(K[\overline{A}]/I)[\overline{X}]$ を $\phi_{l}(f)=\sum_{i=0}^{k}[a_{i}(\overline{A})]_{I}\overline{X}^{\alpha\ell}\in(K[\overline{A}]/I)[\overline{X}]$ で定める. $\phi_{I}$ は全射準
同型写像である.
以下の定理は Sato [10] の定理 33である. これは von Neumann regular ring 上の多項式環の Gr6bner

basee と DCGB との関連を記述する.

定理 12 (Sato)
$I\subset K[\overline{A}]$ を $0$次元根基イデアル. $F,$ $G\subset K[\overline{A},\overline{X}]$ を有限部分集合とする. このとき $\phi_{1}(G)$ が $\{\phi_{I}(F)\rangle$ $\subset$

$(K[\overline{A}]/I)[\overline{X}]$ の <刃に関する von Neumann regular ring上の Gr\"obner basis ならば, $G$ は $<x$ に関する
$V(I)$ 上の discrete comprehensive Gr\"obner basisである.
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4 Computation of the Quasi-inverse and the Idempotent in a
$K[\overline{A}]/I$

本節では, 我々の主結果である $K[\overline{A}]/I$ における quasi-inverse および idempotent 演算について述べる.
まず Noro [5] による MDE の中心となる命題からはじめる.

動題 13
$I\subset K[\overline{A}]$ を $0$次元根基イデアルとし, $I=P_{1}\cap\cdots$ 寡 $P$. を $I$の最短素 (極大) イデアル分解とする. aE $K[\overline{A}]$

に対して, $A=\{i|a\in P:, 1\leq i\leq s\},$ $B=\{i|a\not\in P_{1},1\leq i\leq s\}$ とするとき,

1. $I$ :
$a= \bigcap_{:\epsilon\epsilon}P_{1}$

2. $I+(a\rangle$
$= \bigcap_{j\epsilon A}P_{1}$

3. $I=(I : a)\cap(I+(a\rangle)$

4. [a]I:。は $K[\overline{A}]/(I:a)$ において単元である.

がそれぞれ成立する.

次に $I:a$ の Gr\"obner basis計算は以下の命題を元にしている.

$\phi$題 $14$ (Inverse or Quotient)
$I\subset K[\overline{A}]$ を $0$次元根基イデアルとし, $G$ をその $<z$ に関する Gr\"obner basis とする. このとき, $a$ E $K[\lambda]$

に対して, 以下の 2つのうちどちらかが成り立つ.

1. ある $b\in K[\overline{A}]$ に対して $[ab]_{I}=[1]_{I}$ が成り立ち, $[a]_{1}^{-1}=[b]_{I}$ である.

2. 全ての $b\in K[\overline{A}]$ に対して $[ab]_{1}\neq[1]_{I}$ が成り立ち, $H=$ { $[b]_{1}\in K[\overline{A}]/I|$ [ab]; $=[0]_{I}$ } とすると, $H$

の $K$ 線型基底 $G_{H}=\{g_{1}, \ldots, g_{l}\}$ を全ての頭項が異なるようにとれば, $G\cup G_{H}$ は $I:a$ の $<z$ に関

する Gr\"obner bulsである.

MDE では [$a|_{I}$ の逆元計算を行い, 成功すればその代表元を $K[\overline{A}]/I$ における逆元として出力し, 失敗す

ればその情報から $G_{H}$ を構成し出力する. 以下, 本論文を通してこの関数を $lnv0rSplit(G, f, <_{\overline{A}})$ と表し,

$Inv0rSplit(G,a, <\lambda)=\{\begin{array}{ll}b if \exists b\in K[\overline{A}] such that [a]_{1}[b]_{J}=[1]_{I},G\cup G_{H} otherwise.\end{array}$

とする. また, $I+(f\rangle$ の Gr\"obner basi8も MDEでは modular演算で得ている. 詳細は Noro [5] の Section
23を参照されたい. 以下, 本論文を通して $I+\langle f\rangle$ の $<\lambda$ に関する Gr\"obner basi8計算を GBrom$(G, f, <\lambda)$

と表す.
次の命題は決定的である.

働題 16
$I\subset K[\overline{A}]$ を $0$次元根基イデアルとし, $K[\overline{A}]/I$ を von Neumann $reg\omega ar$ ling と見なす. このとき, 任意の
$[a]_{I}\in K[\overline{A}]/I$ に対して, $[a]_{I}^{*}=[a^{r}]_{I},$ $[a]_{I}^{-1}=[a^{-1}]_{I}$ なる $a,$ $a^{-1}\in K[\overline{A}]$ が存在して,

1. $[a^{\ell}]_{I:}$
。

$=[1]_{I:}$。 かつ $[a]_{l+(a)}=[0]_{l+\{a)}$ .
2. $[a^{-1}]_{I:a}=[a]_{I:a}^{-1}$ かつ $[a^{-1}]_{I+\{a\rangle}=[0]_{I+(a)}$ .

である.

この命題により, $K[\overline{A}]/I$ における $qua\epsilon i$-inverse 計算はMDE との親和性が大変良いと分かる. したがっ

て, 以下の quasi-inverse および idempotent 計算アルゴリズムが得られる.
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Algorithm QuasiInverse Algorithm :dempotent
INPUT: A Gr\"obner basis $G$ of a zero-dimensional $INPU\Gamma$ : A Grobner basis $G$ of a zero-dimensional

radical ideal $I\subset K[\overline{A}]$ , a polynomial radical ideal $I\subset K[\overline{A}]$ , a polynomial
$a\in K[\overline{A}]$ considered as an element of $a\in K[\overline{A}]$ considered as an element of
$K[\overline{A}]/I$, anda term order $<\lambda$ . $K[\overline{A}]/I$, anda term order $<x$ .

OUTPUT: A polynomial $a^{-1}\in K[\overline{A}]$ considered as OUTPUT: A polynomiala $EK[\overline{A}]$ considered as
the quasi-inverse element of $a$ . the idempotent element of $a$ .

BEGIN BEGIN
$G_{q}arrow lnv0rSplit(G,a, <\lambda))$ $G_{q}arrow lnv0rSpllt(G,a, <\lambda)$ ;
1F $G_{q}$ is $a$ $polynom:al$ THEN 1F $G_{q}$ is a polynomial THEN

$a^{-1}arrow G_{q}$ ; $a^{\ell}arrow 1$ ;
ELSE ELSE

$b^{-1}arrow 1nv0rSplit(G_{q}, a, <\lambda)$ ; $G_{r}arrow GBrem(G,a, <\lambda)$ ;
$G_{r}arrow GBrem(G,a, <A)$ ; $a^{t}arrow IPo1((G_{q}, 1),$ $(G_{r},0),G,$ $<z$ );
$a^{-1}arrow 1Po1((G_{q}, b^{-1}),$ $(G_{r},0),$ $G,$ $<\lambda$); シの

シ\Phi return $a$
“ ;

return $a^{-1}$ ; END
シ\Phi

ここで, $lPo1((G_{1},a_{1}),$ $(G_{2},a_{2}),$ $G,$ $<x$ ) は $NF_{G,<\lambda}(a)=a$ かつ, $NF_{G_{1},<\lambda}(a)=a_{1}$ かつ p $NF_{G_{*},<\lambda}(a)=$

$a_{2}$ を満足する aE $K[\overline{A}]$ を計算する. $G,$ $G_{1},$ $G_{2}$ がそれぞれ $0$ 次元イデアルの Gr\"obner basi8であるとき
は, $G$ に附随した標準単項式基底と未定係数法を用いた線型方程式を解くことで条件を満足する $a$ を計算
できる. 今回のケースであれば補題 11より解の存在が保証される.

定瑠 16
$I\subset K[\overline{A}]$ を $0$ 次元根基イデアルとし, $G$ を $<\lambda$ に関する $I$ の Gr\"obner basis とする. $K[\overline{A}]/I$ を von
Neumann regular ring と見なすとき, $[a]_{I}EK[\overline{A}]/I$ に対して, ア)レゴリズム $Qua\epsilon 1lnver\epsilon\epsilon(G,a, <\lambda)$ ,
および ldempotont $(G, a, <_{4}r)$ は, それぞれ $[a]_{I}$ の $qu$asi-inverse $[a]_{I}^{-1}$ の多項式表現 $a^{-1}\in K[\overline{A}]$ . および
idempotent $[a]_{I}^{*}$ の多項式表現 $a^{*}\in K[\overline{A}]$ を出力する.

$F\subset K[\overline{A},\overline{X}]$ の V(I) に関する DCGB を得るための $K[\overline{A}]/I$ での Gr\"obner basis 計算は, これまでは補
題 11にあるように $I$ の素イデアル分解による同型 $K[\overline{A}]/I\simeq K[\overline{A}]/P_{1}x\cdots x$ K[A-]/P』を用いて, 各体
$K[\overline{A}]/P_{1}$ 上で $\phi_{P_{4}}(F)$ の Gr\"obner basi8を計算し, それぞれで得られた Gr\"obner bases $G_{P_{1}},$

$\ldots,$
$G_{P}$. を CRT

で結合して, $K[\overline{A}]/I$ の Gr\"obner basi8 $G_{l}$ を得ていた.
し $l^{a}$し, 本節にて $K[\overline{A}]/I$ の quasi-inverse計算の方法を与えたので, von Neumann regular ring $K[\overline{A}]/I$

の Gr\"obner bases計算を Buchberger Algorithmで直接与えることができる. von Neumann regular ring上
の多項式環での Buchberger Algorithm について, 詳しくはWeispfenning [13] を参照のこと.

5 Conclusion
Von Neumann regular ring $K[\overline{A}]/I$ 上の quasi-inver8e および idempotent 演算を MDE を用いることで
実現できることが示せ, これを組み込むことで DCGB を Buchberger Algorithm で直接計算できることを
示した.
また, $\mathbb{Q}[\overline{A},\overline{X}]$ 上で DCGB を計算する implementation を計算機代数システム $Ri_{8}a/Asir[6]$ 上にユー

ザー君語である Asir言瓶で書いた. implementation には以下に示す工夫を盛り込んでいる.. The Sugar 8trategy [2].
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. Gebauer-M\"oller’s useless pairs detection [1] on a von Neumann regular ring $K[\overline{A}]/I$ .. G\"obner trace algorithm [12] on a von Neumann regular ring $K[\overline{A}]/I$ .
実装は, まだ正式公開はしていない.
また, DCGB 計算と Suzuki-Sato による新しい CGS 計算法 [11] とを連携させることで, その CGS 計算

の高速化に寄与できる可能性も高く, 今後はそれらの検証を進めていきたい.
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