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1 はじめに

和算には多くの初等幾何の問題が含まれている. 和算家達は、辺の長さや面積、体積へ甲乙丙等の変数を
与えそれらの関係から多項式方程式を導き、最終的な答えとして変数の数値を求めるという手順で初等幾
何の問題を代数方程式の問題へ変換を行った。

1671年に澤ロー之が書いた「古今算法記」 には、 解答のない問題 15問が出されている. これに解答を
与えたのが、関孝和の「発微算法」 (1674年) であった。澤口のこの問題は、次数の高い 1変数方程式に帰
着される特徴があり、最高次のものは第 14問から導かれる 1458次方程式である。 関は発微算法で、 辺の
長さや面積、体積などから導かれた連立代数方程式系を解いているが、 最終的な答えとして数値ではなく、
主変数の 1変数多項式を示しその解を求めればよい、 という形で終わっている. 以来、現在まで全問を通じ
て数値解まで追求した研究は見あたらない. (但し、 第 14問については木村 [2] で示されている。) 本研究
では全問の数値解を示すと同時に、 澤口が本文中でパラメータに与えた値について考察する.

2 古今算法記遺題で使われている公式・計算手法

2.1 六斜術

第 12問、 13問、 14間は六斜術という関係式が基礎になって
いる。この関係式は江戸時代に様々な人の手で確立されたため式
の形は一通りではないが、 ここでは平山 [1] によるものを示す.

図 1のように、三角形の平面上に一点をとり、その点と 3頂
点を結ぷ. もとの三角形の 3辺を $a,$ $b$ ,c、結んだ線分を $d,e,$ $f$ と

すると次の関係式が得られる。
図 1: 六斜術
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$a^{2}d^{2}(b^{2}+c^{2}+e^{2}+f^{2})-a^{2}d^{4}-a^{4}d^{2}$

$+b^{2}e^{2}(a^{2}+c^{2}+d^{2}+f^{2})-b^{2}e^{4}-b^{4}e^{2}$

$+c^{2}f^{2}(a^{2}+b^{2}+e^{2}+d^{2})-c^{2}f^{4}-c^{4}f^{2}$

$-a^{2}b^{2}c^{2}-a^{2}e^{2}f^{2}-b^{2}f^{2}d^{2}-c^{2}d^{2}e^{2}$ $=$ $0$

これを六斜術といい、 和算の基礎公式となった。近代の数学で考えると、 四面体の 6辺でそめ体積を書
き表し、 四面体をつぶして体積を $0$ と置いた場合がこの六斜術に相当し、点を三角形の外側にとった場合
でも成立する。

2.2 三乗化

三乗化とは、 $x+y+z=0$から $x^{3}+y^{3}+z^{3}-3xyz=0$が導かれることを利用して式変形を行う手法であ
る. $f(x)=A+Bx+Cx^{2},9(x)=x^{3}-D$ が与えられているとき、 $f(x)$ から $A^{3}+B^{3}x^{3}+C^{\theta}x^{6}=3ABCx^{S}$

を導く。 これを $g(x)$ で簡約すると $A^{3}+B^{3}D+C^{3}D^{2}=3ABCD$ となり $x$ が消去できる. 古今算法記遺題
の第 3問、 4問、 12問、 13問、 14問にはこの手法が使われている. この用謡は小川 [4] によるもので、竹之
内 [6] では、 この手法は当時の発見であり三乗化を用いて問題を作ることが古今算法記遺題の意図の 1つで
あったと述べられている。 したがって、 問題の多くに三乗、三乗根を使った必然性のない条件が課されてい

る。 この結果は、 変数 $x$ に関する $f(x),$ $g(x)$ の終結式 Raes$(g(x), f(x),x)=A^{3}+B^{3}D+C^{3}D^{2}-3ABCD$

を求めたことに相当する。

3 数式処理による古今算法記遺題の解法の手順
古今算法記遺題の解を、計算機で求める手順について述べる。本研究では、数値解を求めることを目的と

しているため、 次の手順を用いて 1変数多項式を導き数値解を求める。

(Step 1) 辺の長さ、面積、体積等に変数を与え、そのうちの 1つを主変数とする. 古今算法記では主変数
は「天元」、 直角三角形のそれぞれの辺は「鈎股弦」という名称が与えられている。なお、 当時から
三平方の定理は知られていた。

(Step 2) 各変数の関係から得られる条件を多項式方程式 $fi,$ $\ldots$ , $f\ell$ に変換する. このとき、 $u_{2}$ は定数で、

これは遣題中であらかじめ与えられた値であり、吻は未知数とする.

$\{\begin{array}{ll}f_{1}(x_{1}, \ldots,x_{n}) = u_{1}:. f_{\ell}(x_{1}, \ldots,x_{\mathfrak{n}}) = u_{\ell}\end{array}$

(SteP 3) 連立代数方程式から Gr\"obner基底を計算して主変数 (天元) の 1変数多項式を求める。

(Step 4) 1変数多項式から、主変数についての数値解を求める. この値から、順次、他の変数の数値解も
求める。 この際、 数値解として負の値が得られた場合やその値では図形として不適な場合等は、 問題
に対する解の組としては不適として除外する.

計算例として第 4問を取り上げる.

例 1(古今算法記遣口 第 4問)

三つの立方体がある。只云う。甲積 $+$乙積=寸立積 137340坪。又云う。乙積 $+$丙積=寸立積 121750坪. 別

云う。 $\sqrt{\text{甲}x\text{面_{}\overline{\text{、}}}\iota}+\sqrt[a]{\text{乙}\hslash \text{面、寸}}+\sqrt[4]{\text{丙方面_{}\overline{\text{、}}}f}=1$尺 2寸. 甲、 乙、 丙の方面は、 それぞれいくらか。
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(Step 1) 辺の長さに変数を与える。

甲方面寸: $x$ , 乙方面寸: $y$ , 丙方面寸: $z,$ $\sqrt{x}:a,$ $\sqrt[3]{y}1b,$ $\sqrt[4]{z};c$

(Step 2) 各変数の関係から得られる条件を多項式方程式に変換する。

甲積 $+$乙積 $\Rightarrow fi=(a^{2})^{3}+(b^{S})^{3}-137340$

乙積 $+$丙積 $\Rightarrow f_{2}=(b^{3})^{3}+(c^{4})^{S}-121750$

$\sqrt{\text{甲}\mathfrak{B}\text{面_{}\backslash }+}+\sqrt[*]{\text{乙}\hslash \text{面寸}}+\sqrt{\text{丙}\not\supset \text{面_{}\overline{\text{、}}}\}}\Rightarrow f_{3}=a+b+c-12$

(Step 3) 連立代数方程式から主変数 (天元) $c$ の 1変数多項式を求める。

$I=(f_{1},$ $f_{2},$ $f_{3}\rangle$ $\subset Q[a, b,c]$ として、 1変数多項式を求めるために、
$I$ の辞書式順序 $(a\succ b\succ c)$ の Gr\"obner基底 $Gr$ を計算する.

$Gr=\{c^{108}-9c^{102}+648c^{101}-\ldots, ..., ... 24014242432\}$

図 2: 第 4問(Step 4) 主変数 $c$ の 108式が得られ、 これより数値解を求める。

4 計算結果

古今算法記遺題 15題中、連立代数方程式で表現されない 1題 (第 15問) を除いた 14題を対象とする.
Gr\"obner基底の計算には $Maple10[3]$ 、 $Risa/Asir[5]$ の 2種の数式処理システムを使用し、単項式順序は、主
変数を最低順序とした辞書式順序、係数体は $Q$ で計算した。

表 1: 条件の式数値解

89



90



5 数値解の計算に付随して得られた結果

5.1 古今算法記遣題 第 4問

計算の結果、得られる解は 2通りある。

文中で与えられている図 (図 2) から、 変数間の大小関係が甲方面寸 $>$ 乙方面寸 $>$ 丙方面寸となる
ことを想定しているように読みとれるが、数値解は No 1: 乙方面寸 $>$ 甲方面寸 $>$ 丙方面寸, No 2:
甲方面寸 $>$ 丙方面寸 $>$ 乙方面寸となり、いずれも大小関係を満たしていない. この結果を実際に確かめる
ためには 108次の方程式を具体的に解く必要があるが、 当時、 それは不可能であり、遣題に解答を与えた関
らもこの大小関係は確認できていないと考える。 したがって、 この結果は澤口、関の想定外と考えられる.
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[注] $i+j+k=12$ かつ $i^{2}>j^{3}>k^{4}$ となる正整数 $(i,j, k)$ は (7, 3, 2), (8, 3, 1), (9, 2, 1) の 3組しか存
在しないことが探索により確認できる。これらのうち (7, 3, 2) を用いて、 甲方面寸 $=49$ , 乙方面寸 $=27$ , 丙方
面寸=16と仮定して、原文に近い数値を持つ関係式を探してみると

$\{\begin{array}{ll}\text{甲積} + \text{乙積 }= 1373\text{藍}\text{甲積} + \text{丙積 }= 121745 (\text{下線部のみ原文と異なる})\end{array}$

という形が見つかる。現時点では全く推測でしかないが、澤口が {甲方面寸 $=49$ , 乙方面寸$=27$, 丙方面寸
$=16\}$ を想定して作題した可能性はあると考えられる。なお、上記の関係式を用いても、 (49, 27, 16) 以外に
(34.236, 45.979, 43.377) という別解が存在する。

5.2 古今算法記遣題 第 12問

三角形の中に 3本の斜めの線が入っている。
甲斜 6寸、 乙斜 4寸、 丙斜 1寸 4分 47。
只云う. 大$fl^{3}+$ 小 $fl^{3}$ は寸立積 637坪。
別云う。 中 $\text{斜^{}3}+$ 大 $\text{斜^{}3}$ は寸立積 855坪。
このとき、 大斜、 中斜、 小斜を求めよ.

変数大斜 (天元) $=x$ , 中斜 $=y$ , 小斜 $=z$ 図 3: 第 12問

521 澤ロー之が想定したと脅えられる解の組

澤口は、 大斜 $=8$ , 中斜 $=7$ ,小斜 $=5$ を想定したと考えられる. 理由として、以下があげられる。

$o$ これらの値の下で、 只云数 637=83+53、別云数 $855=7^{3}+8^{3}$ の関係を満たす。. これらの値に加え、与えられている値甲斜 =6、乙斜 $=4$を六斜術の式へ代入すると 144714728107. ..
が得られる. 丙斜 $=1.447$ はこの近似値と考えられる。. 実際に得られる大斜, 中斜,小斜の数値解は次となり、数値を基に作図した図形 (図 3) は問題で与え
られている図に近い。

大斜 $=$ 8.0000624823779463523
中斜 $=$ 6.9999183887746205743
小斜 $=$ 4.9998400387456928662

522 澤ロー之が想定していないと脅えられる解の組

第 12問には次の別解が存在する。

大斜 $=$ $8.510487426073304\infty 51$

中斜 $=$ 6.2023494789587359352
小斜 $=$ 2.7412524066380665512

図 4: $\cdot$ 第 12問想定外の解
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問題にこの解に相当する図形は与えられておらず、 この存在についての注記等もない。したがって、 これ

は澤口の想定外と考えられる。ただし、点が三角形の外側にあっても六斜術は成立するため、 この形の解の

組が得られることは自然である。

6 結論今後の課題. 古今算法記遣題の第 1問\sim 第 14問の数値解を求めた。本計算環境では、Gr\"obner基底を用いて第 1
問\sim 第 13間の 1変数多項式を導くことは可能だったが、第 14問の 1458次の 1変数多項式を計算す
ることは不可能だった。 この 1458次式は、三乗化を用いた関の方法を改良した算法で計算すると最
も短時間で求めることができた.

・求めた数値解を考察した結果、澤ロー之らの想定外といえる結果が見つかった。

- 第 4問

問題中の図では変数間の大小関係が甲方面寸 $>$ 乙方面寸 $>$ 丙方面寸になっているため、澤口

はこの大小関係を想定して遺題を提出したと考えられる。 しかし、得られた 2組の数値解はいず
れもこの関係を満たさない. これは澤口、 関の想定外と考えられる。

作題時の澤口の意図として、図における大小関係を満たす整数解 (49, 27, 16) を想定していたと
仮定するならば、問題文の表記が誤っている可能性も考えられる。

$-$ 第 12問

答えとなる数値解は 2組得られる. 数値解の値、問題中の図等から、澤口は一方の整数解を想定
して問題を作成したと考えられる。他方の解の存在については澤口の古今算法記、 関の発徽算法
等で言及はされていない。 この解が存在することは澤口らの想定外と考えられる.

$\bullet$ 整数解を想定して潭口が作題したが、実際には整数解に近い値が得られない問題が、上記第 4問以外
に存在する可能性がある。今後の課題として、 問題で与えられている定数、数値解等の再点検を行い
たい。
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