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1 Niederreiter 7ルゴリズムのサーベイ
今回取り上げたのは, 有限体上の因数分解アルゴリズムの 1つである Ni\’eerreiter アルゴリズムである.

有限体上の因数分解法としては Berlekamp アルゴリズムがよく知られて用いられているが, それとは違う
方法で, 似たような行列を用いる因数分解法として Niederreiter アルゴリズムは紹介されている.

Niederreiter の論文は文献リストにあるように多数見られる. 後のほうの論文では Niederreiter の改良点
などが述べられている. よって, すべてを読まなくてもアルゴリズムの理解は可能である. 後に述べるが,
このアルゴリズムは標数が小さいときに効率よく働くが, 大きくなると Berlekamp のほうが早く動く.

1.1 Niederreiter アルゴリズムの概要

この因数分解法では有利関数体上の微分方程式 $y^{(p-1)}+y^{p}=0$ を用いる. これを線形化して作られるベ

クトル空間 (2.1節で述べる) に対し, Berlehmp アルゴリズムのように行列 (2.1.1節で述べる) の零空間を
求め, そこで見つかった因子との GCD を取ること (2.1.2節で述べる) で因数分解を行う. この因数分解法
は Berlekamp とは違い無平方でも因数分解可能であり, 行列の構築が Berlekamp の行列に比べ, 元の多項
式から簡単に構築できる. また, この方法は標数が小さいときに有効である. 次の節では Niederreiter の因
数分解法について, 詳しく説明する.

2 Niederreiter因数分解法

2.1 Niederreiter因数分解法の詳細

Fp を標数が素数 $P$ である有限体, $f\in F_{p}[x]$ を無平方でモニックな次数 $d\geq 1$ の多項式とする. また. $f$

は $F_{p}$ 上で. $f=g_{1}\cdots g_{m}(g_{1}, \cdots g_{m}\in F_{p}[x])$ に因数分解されるとする. $f$ の自明でない因子を見つけるた
め, 有理関数体 $F_{p}(x)$ での次の $p-1$ 階の微分方程式を用いる.

$y^{(p-1)}+y^{p}=0$ (2.1)

$L(y)=y^{\langle p-1)}+y^{p}$ は Fp 上のベクトル空間 $F_{p}(x)$ での線形演算子である. よって (2.1) 式の解は $F_{p}(x)$ の

線形部分空間を形成する. 因数分解のためには, $F_{p}(x)$ の部分空間をなす $y=h/f(h\in F_{p}[x])$ なる (2.1) 式
の解を求める.
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ここで, $h(x)\in F_{p}[x]$ とすると, (2.1) 式は次のように書ける.

$f^{p}( \frac{\text{ん}}{f})^{(p-1)}=-h^{p}$ (2.2)

Theorem 1 ([13, theoreml]) 分母を $f=g_{1}\cdots g_{m}$ に固定するとき, (2.2) 式の解は次の式で与えられる.

$y= \sum_{1-1}^{m}\mathfrak{g}\frac{g_{1}’}{g_{1}}$ , $c_{1},$ $\cdots$ , 果、 $\in \bm{F}_{p}$

$\triangleleft$

両辺が次数 $(d-1)p$以下の $F_{p}$ 上の多項式となっており, どちらも $x^{p}$ の多項式となっている. $M_{p}(f)$ を

(2.2) 式の左辺の $dxd$係数行列とすると, (2.2) 式はんの係数ベクトル $h\in F_{p}^{d}$ を未知数とする次の線形方
程式になる.

$(M_{p}(f)+I_{d})h^{T}=0$ (23)

Theorem 2 $([13, th\infty rem2])$

rank$(M_{p}(f)+I_{d})=d-m$

$\triangleleft$

この定理より, もし rank$(M_{p}(f)+I_{d})=d-1$ ならば, $f$ は Fp 上
$-$

で既約となる. rank$(M_{p}(f)+I_{d})\leq d-2$

と仮定すると. 定理 1より (2.2) 式の解んは $c_{1}\in F_{p}$ と $b_{:}=g_{1}’\perp g\in F_{p}[x](1\leq i\leq m)$ で次のように与えら
れる.

ん $= \sum_{1\sim 1}^{m}c_{1}b$:

定理 2での証明から $b_{1},$ $\cdots b_{m}$ は解んの空間の基底であることが導ける. 解んに対して, 次のようにおく.

$J(h)=\{1\leq j\leq m : c_{j}=0\}$ ,

$h= \sum_{\ell-1,.\not\in J(h)}^{m}c:b_{i}=\sum$果 $g_{1}’ \frac{f}{g_{1}}=(\prod_{j\epsilon J(h)}g_{j})\sum_{1:=1,\not\in J(h)}^{m}$果 $g_{1}’ \frac{f}{g_{1}\prod_{j\epsilon J(h)}g_{j}}$

この式から次の式が導かれ, $gcd(f, h)$ の計算によってすべての $f$ のモニックな因子が求まることがわかる.

$gcd(f,h)=\prod_{j\in J(h)}g_{j}$

2.1.1 Niedeneiter行列の作成方法

(2.2)式の係数行列 $M_{p}(f)$ は直接求めることもできるが, $S.J\infty ng$ とYPark [8]や PFleichmann と PRoelse
[5] らにより効率的な作成方法が述べられている. ここでは, $S.J\infty ng$ と YPark らによる方法を紹介する.
まず, 行列 $M_{p}(f)$ を構成するのに必要となる (2.1) 式の微分方程式は $P$ が素数でないと使えないので. 一

般化するため, $Hasse- Teichm\ddot{u}1ler$ derivatives に墓ついた微分方程式を用いている.
$F_{q}$ を $q$ 個の要素を持つ有限体とする. $q$ は素数の標数 $p$ のべき乗である. それぞれの整数 $n\geq 0$ に対し
て, 階数 $n$ の $Hass\triangleright Teichmuller$ derivative $H^{(n)}$ は, $F_{q}$ 上で $x^{-1}$ を変数とした Laurent(ローラン)級数の
体 $F_{q}((x^{-1}))$ で次のように定義されている. $w$ は任意の整数である.
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$H^{(n)}( \sum_{1=w}^{\infty}qx^{-1})=\sum_{i=w}^{\infty}$

ノ

$-in)c_{1}x^{-:-n}$

すると, (2.1) 式は有理関数体 $F_{q}(x)$ 上の次の微分方程式となる. ここで, $F_{r}$ が $F_{q}$ の標数 $r$ の部分体に

なるように, 整数 $r>1$ を制限する. 例えば, $r=q$ 又は $r=p$($F_{q}$ の標数) など.

$H^{(r-1)}(y)=y^{r}$ (24)

この式を用いて, $N_{r}(f)h^{T}=(\text{ん^{}[r]})^{T}$ なる行列は次のように構築できる. $f^{p-1}= \sum_{j-0}a_{1}x$ とする.

$N_{r}(f)=(\begin{array}{lllllll}a_{r-1} a_{0} 0 0 \cdots 0 0a_{2r-1} a_{r} a_{0} 0 \cdots 0 0a_{\theta r-1} a_{2r} a_{r} a_{r-1} \cdots 0 00 0 0 a_{(r-1)d} a_{(r-1)d-f}0 0 0 . 0 1\end{array})$

21節の $M_{p}(f)$ と $N_{r}(f)$ との関係は $M_{p}(f)=-N_{p}(f)$ である.

2.1.2 Niederreiter アルゴリズムの後半のステツプの効串化

初期の $gcd(f, h)$ の取り方は, 線形方程式の解となる $P^{m}$個の多項式 $h\neq 0$ に対して, $f$ や $f$ の自明でない

因子との GCD を計算することで求めていた. Niederreiter は [16] で次の定理をベースにした後半のステッ

プの効率化を行っている.

Theorem 3 $([16, th\infty rem2])f=g_{1}\cdots g_{m}$ を定数でないモニックな多項式 $f$ を $N_{q}$ 上で因数分解したも

のとする. その時, 分母を $f$ に固定した $y= \frac{h}{f}$ の $\sim$ -空間の基底は $\{_{g_{1}}^{g’}\lrcorner$ ’. . . , $\frac{9}{g}\acute{\Phi}\}m$ で与えられる $\triangleleft$

基底の変換を行うことにより, GCD計算を高速化できる. 元の基底は $B_{0}=t_{91}^{g_{1}’},$ $\cdots g_{a\}}’a_{n}$ となっている.

アルゴリズムの前段階で基底 $B=t^{\underline{h}}’,$ $\cdots$ $hr\}$ が求められている. $B$ を簡約して基底 $B_{1}=\{u$」
$v_{1}$

$\frac{u}{v}mn\}$

が得られるとする. 基底 $B_{1}$ を用いることで GCD 計算の高速化を図る.
$f=g_{1}\cdots g_{m}$ の定数でないモニックな因子 $w$ が与えられているとする. $w=g_{1}\cdots g_{k}$ $(1 \leq k\leq m)$ と

書くことができる. $Ba8icSplittingStep$ の目的は $w$ の自明でない因子, または, $w$ の既約性を証明するこ

とである. Basic Splitting Step は $gcd(w, v_{1})$ $(1 \leq i\leq m)$ の計算により開始する. GCD の 1つが $w$ の自

明でない因子ならば目的を達したことになる.
そうでない場合は $gcd(w, v:)\in\{1,w\}$ を得る. 集合 $I(w)=\{1\leq i\leq m \ddagger w|v_{i}\}$ とする. $i\in I(w)$ と

$\beta\in F_{r}$ に対して次を考える.
$gcd(u_{1}+\beta w’\frac{v_{1}}{w}, v_{*})$ (2.5)

この GCD はいつも $w$ の 1つの因子である. もし, $w$ が可約ならば $i\in I(w)$ と $\beta\in F_{r}$ に対して, (2.5) は

$w$ の自明でない因子である. この方法により, GCD を取る回数が $p^{m}$ 回から $rm^{2}$ 回になる.

2.1.3 Niederreiter アルゴリズムのまとめ

Algorithm 1Niederreiter 因数分解法 [13]
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[入力] モニックな多項式 $f\in F_{p}[x]$

[出力] $f$ の互いに素な既約因子 $g_{1},$ $\cdots g_{m}\in F_{p}[x]$

Step 1. 行列 $N_{p}(f)$ の計算. $m=1$ なら $f$ を返して終了.

Step 2. 線形方程式 ($N_{p}(f)$ –I)ん$\tau_{=0}$ を解く. 解 $h$ から (2.2) 式を満たす $P^{m}$ 個の多項式 $h$ を構成する.

Step 3. $h\neq 0$ を取り出し, $gcd(f, h)\neq 1$ となるまで計算する. そこで出てきた $gcd(f, h)$ が $f$ の自明でな
い因子となる. 既約因子を求めるためにはそれぞれの因子に対してん $\neq 0$ との GCD計算を繰り返す.

$\triangleleft$

アルゴリズム 1のステップ 3を改良したものが次のアルゴリズムである.

Algorithm 2Basic Splitting Step(GCD 計算)[19]

\iota 入力] $f$ の因子 $w$

1出力] $w$ の既約因子

Step 1. $gcd(w,v:)$ の計算. $w$ の自明でない因子なら $w$ を分割し, それぞれに対して Basic $Spl\ddagger tting$ Step
を再帰的に適用する.

Step 2. $I(w)=\{1\leq i\leq m:w|v:\}$ を求め, 次の GCD を計算. $\beta\in F_{p}$ に対して $gcd(u_{1}+\beta_{w}^{u’nt}, v_{i})$ が自
明でない因子なら $w$ を分割してステップ 1に戻る. 自明な因子であれば $w$ は既約となる.

2.2 Niederreiter と Berlekampの比較

Niederreiter アルゴリズムと Berlkamp アルゴリズムはよく似た行列を用いている. しかし, この行列
の構築にかかる計算量は異なっている. Niederreiter行列の構築には $O$ ($d^{\omega}+(d^{2}+d\log r)(\log d)$ log log $d$)
($d=\deg(f)$ かつ $w<2.38$ は高速行列乗算の指数) の計算量である. 一方, Berlekamp行列の構築には高
速化された乗算アルゴリズムを用いると $O$ ( $(d^{2}+d\log q)(1ogd)$ log log d) の計算量である [16]. よって標数
が小さい場合は Niederreiter行列の構築のほうが早い.

3 包括的因数分解への応用
ここでは Niederreiter アルゴリズムの応用として, 包括的因数分解への応用を考える. まず, 包括的因数

分解とは $f(x)\in F[a, b, \cdots][x]$ に対して, パラメータに値を入力するなどして, 環準同型で既約分解が保持
される分解を求めるものである.

$\rho:Ffa,b,$ $\cdots$ ] $arrow p*$

その前段階として, 既約性が保たれる, パラメータの条件を求める.

3.1 既約判定の導出例
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Example 1次の $f(x)\in F_{2}[a][x]$ について. Example 2次の $g(x)\in F_{2}[a][x]$ について.

$f(x)=x^{2}+a$ $g(x)=x^{3}+x+a$

このとき, 任意の $a$ に対して可約になり $\bullet$ 可約条件 : $a=0,$ $g(x)=x(x+1)^{2}$

$f(x)=(x+a)^{2}$ . 既約条件 : $a=1$

3.2 Niederreiter行列による既約判定法

無平方な場合, 行列の階数判定により判定ができる. またこの行列は多項式の係数のべき乗のみを使うの
で, 行列の要素が分数にならず, パラメータが入っていても行列の構成が可能である. 階数が落ちる条件は
小行列式で判定することができる. 無平方かどうかの判定は $f(x)=(x^{d_{1}}+s)^{d_{2}}$ であるかの確認だけで十分
である.

3.3 実際の条件の導出例

Example 3次の $f(x)\in F_{3}[a][x]$ について. Example 4次の $g(x)\in F_{7}[a, b][x]$ について.

$f(x)=x^{2}+a$ $g(x)=x^{6}+ax^{3}+bx+1$

$\bullet$ $(x+s)^{2}$ より $s=0$ のとき無平方でない. . 無平方性の確認. 既約性の確認 確認すべきは $(x+s)^{5}$ のみだが解は存在しない.

(Niederreiter行列の小行列式の集合) . 既約性の確認
$=\{2+2a\}$ Niederreiter行列の小行列式の集合による既約. 結果 条件の導出

$a=0,2$ ならば可約 $\{a, b\}=\{0,3\},$ $\{0,4\},$ $\{1,1\},$ $\{1,2\},$ $\{2,2\},$ $\{3)0\}$

$a=1$ ならば既約 {4, 5}, {5, 4}, {6, 2}, {6, 4}

3.4 パラメータ条件導出のアルゴリズム

Algorithm 3 パラメータ条件導出法

[入力 ] $f(x)\in F_{p}[a, b][x]$

[出力] 可約となる $a,$ $b,$ $\cdots\in F_{p}$ の条件

Step 1. Niederreteir行列の構築

Step 2. $d-1$ 次小行列式の Gr\"obner基底 $arrow gbl$

Step 3. $f(x)=(x^{d_{1}}+s)^{da}$ であるかの確認 (ただし, $d_{1}d_{2}=d$)
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3-1. 多項式の剰余を計算

3-2. 各係数を取り出し Gr\"obner基底 $arrow gb2$

Step 4. gbl と gb2の和集合を返す

4 まとめ

Niederreiter 因数分解法については過去の研究論文が多数あるので, サーペイをより進めて行こうとして
いる最中である. 多くの論文があるため, 重複した内容や変えられているところが複雑になってわかりにく
くなっているので, 今後これを取りまとめいていきたいと思っている.
また t Niederreiter 因数分解法の応用についてであるが, Niederreiter行列を用いた既約判定法は部分部

分, 実装も進んでいる. しかし, この方法は発見的方法よりも時間がかかる. 今後は, このアルゴリズムの
厳密化とその証明を進めていこうと思っている.
なお, 多数の研究者による多くの論文があるが, 少なくとも論文 [8], [13], [19] に目を通すことを推奨

する.
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