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1 はじめに

本報告では, $nxn$実行列 $A$ の行列式 $\det(A)$ に対する高速な精度保証付き数値計算法を
提案する. $n$ が 2や 3など小さい場合は, 行列式の定義式どおり計算することも可能であ
るが. $n$ が大きい場合には. その方法は現実的ではない. このような場合, $A$ の LU分解
を用いるのが普通である.
本報告では, LU 分解を用いて行列式を計算した場合に, 得られた数値解の精度保証およ
び行列式の符号の保証を高速に実現するアルゴリズムを提案する. また, 数値実験によっ
て, 従来方式との比較も行う.

2 LU分解による行列式の計算
行列式を浮動小数点演算で計算するときに,「何よりも良い方法 $[2]J$ と言われているの

は, (部分軸交換付き) LU 分解を用いることである.
そこで, $PA=LU$ を満たすような $A$ の LU 分解が得られたとする. ただし, $P$ は軸交

換に伴う置換行列, $L$ は単位下三角行列, $U$ は上三角行列である. このとき, $\det(A)$ は以
下のように計算できる :

$\det(A)=\det(P^{T}LU)=\det(P)\det(U)$ (1)

すなわち, $\det(P)$ は, LU分解における軸交換の回数であり, $\det(U)$ は $U$ の対角要素の積
であるため, 容易に得ることができる.
もちろん, 実際には LU 分解は丸め誤差を含むので, 式 (1) の最初の等式は, 近似的に

成立することになる.
一方, $\det(A)$ の精度保証は, 以下の議論により実行できることがわかる. まず, $A$ が正

則 $(\det(A)\neq 0)$ であると仮定すると, 正則な $L,$ $U$ が存在する. 次に, $x_{\iota}$ と $x_{u}$ をそれ
ぞれ $L$ と $U$ の近似逆行列とする. また, $B:=X_{L}PAX_{U}$ とする. このとき, $\det(X_{L})=1$

であることから

$\det(B)=\det(P)\det(A)\det(X_{U})$

となる. すなわち, $\det(X_{U})\neq 0$ であれば

$\det(A)=\frac{\det(P)\det(B)}{\det(X_{U})}$ (2)
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が成立する. ここで, $A$ が悪条件でなければ, $B$ はほとんど単位行列に近くなる. それは,
$\det(B)\approx 1$ かつ $B$ が対角優位な行列となることを意味する. Gershgorin の定理から, $B$

のすべての固有値の包含が得られ, その積から $\det(B)$ の包含を得ることができる. これ
は, 式 (2) によって, $\det(A)$ の包含を得ることができることを意味する.
ここまでの議論を用いて, Rump [7] は以下のような行列式の精度保証を行う効率的な

INTLAB [6] のアルゴリズムを示した 1.

アルゴリズム 2.1 (Rump [7]) $\det(A)$ を包含するアルゴリズム

function $s$ . vdet (A)

[$L,U$ , Pl . lu (A) ; $/|$ LU factorizat $i$on
P. sparse (P);

I . speye (size $(\Lambda)$ ); $/_{1}I$ : identity matrix
$XL$ . I $/L$ , $|/$ Solve $X*L$ . I
$XU\cdot U\backslash I$ ; $/|$ Solve $U*X$ . I
$BzXL*intval$ (P*A)*XU;
$c\cdot mid$ ( $di$ag $(B)$ );

$r$ . mag (sum(B-diag $(c),2$));

$g\cdot midrad(c.r)$ ; $|/$ Gershgorin circle
$s$ . det (P)*prod (g)/prod ( $i$ntval (diag(XU)));

注釈 2.2 このアルゴリズムの最後の行は簡単にオーバフローやアンダフローを起こして
しまう. これを防ぐためには, 例えば, LINPACK で採用されているように, $d=f\cdot 2^{e}$ ,
$(0\leq|f|<1)$ のように表現するのが良い.

3 提案する精度保旺法

本節では, Rump によるアルゴリズム 21よりも高速な行列式の精度保証法および符号
の保証法を提案する.
まず, 行列式の符号を保証するために用いる以下の補題を示す.

補題 3.1 (Bronnimann et al. [1]) $F$ を $nxn$行列とする. 任意の行列ノルム $\Vert\cdot||$ に対
して, $||F||<1$ であれば

$\det(I+F)>0$

である. ただし, $I$ は $nxn$ 単位行列とする.

もし, $A$ が正則であれば, 以下のような $E$ が存在する :

$P(I+E)A=LU$ (3)

すなわち
$E=P^{T}LUA^{-1}-I$ (4)

となる. 式 (3) から
$\det(P(I+E)A)=\det(LU)$

1著者によって文献 [7] のアルゴリズムを Matlab 向けに多少効率化してある.
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であるため

$\det(P)\det(I+E)\det(A)=\det(L)\det(U)$

が成り立つ. $\det(L)=1$ および $\det(P)=\det(P)^{-1}=\pm 1$ から

$\det(I+E)\det(A)=\det(P)\det(U)$ (5)

となる. また

sign$(\det(I+E))\cdot sign(\det(A))=\det(P)\cdot sign(\det(U))$ (6)

が成り立つ. ここで, $\det(U)$ (およびその符号) は, $U$ の対角要素の積 (およびその符号)
によって計算することができる.
したがって, 式 (5), (6) および補題 3.1から, 以下の定理を得る.

定理 3.2 $A$ を正則な $nxn$実行列とする. $L,$ $U,$ $P$をそれぞれ任意の正則な単位下三角行
列, 上三角行列. 置換行列とする. $E:=P^{T}LUA^{-1}-I$ および $d:=diag(U)$ を定義する.
このとき, $\Vert E||<1$ であれば

$\det(A)=\frac{\det(P)}{\det(I+E)}\prod_{i=1}^{n}d_{i}$

および

sign$(\det(A))=\det(P)$ . sign $( \prod_{1=1}^{n}d_{i})=\det(P)\cdot\prod_{i=1}^{n}sign(d_{i})$

が成立する.

もし $\Vert E\Vert\ll 1$ であれば, $I+E$は単位行列に近くなり, $\det(I+E)\approx 1$ となる. Gershgorin
の定理から, $I+E$ のすべての固有値の積の包含, すなわち $\det(I+E)$ の包含を計算でき
る. 具体的には, $e$ $:=(1, \ldots, 1)^{T}\in \mathbb{R}^{n},$ $r$ $:=|E|e$ とすると. $||E||_{\infty}= \max\iota^{r}\iota$ であり,
$r_{1},r_{2},$ $\ldots,$ $r_{n}$ はそれぞれ Gershgorin 円の半径となる. したがって, $||E\Vert_{\infty}<1$ のとき

$0< \prod_{1=1}^{n}(1-r_{i})\leq\det(I+E)\leq\prod_{i=1}^{\mathfrak{n}}(1+r_{i})$ (7)

が成立する. また, 簡単な計算から, $n\Vert E||_{\infty}<1$ のとき

$1-n \Vert E||_{\infty}\leq\det(I+E)\leq\frac{1}{1-n\Vert E\Vert_{\infty}}$ (8)

が成立することも分かる.
以上の議論から, 以下の定理を得る.

系 3.3 $A$ を正則な $nxn$実行列とする. $P,$ $E,$ $d$を定理 32と同様に定義する. また

$\alpha$ $:= \det(P)\prod_{i=1}^{n}d_{i}$ , $\beta:=(1-n||E||_{\infty})^{\epsilon ign(a)}$

とおく. このとき, $||E||_{\infty}<1$ であれば

$\alpha\beta\leq\det(A)\leq\frac{\alpha}{\beta}$ (9)

が成立する.

次節では, ベクトル $r$ の上限を計算する方法について議論する.
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3.1 Gershgorin円の半径

式 (4) から

$r=|E|e=|P^{T}(LU-PA)A^{-1}|e\leq\Vert A^{-1}\Vert|LU-PA|e$ (10)

が成り立つ. ここで, $||A^{-1}||_{\infty}$ と $|LU-PA|$ の見積もりは独立に実行できることに注意す
る. ただし, $||A^{-1}||_{\infty}$ の見積もりをする過程で $|LU-P$川の見積もりを再利用することも
可能である.

$||A^{-1}||$ の上限を計算するための様々な手法が知られている. よく知られている方法は以
下のようなものである [3].

$||A^{-1} \Vert_{\infty}\leq\frac{||R\Vert_{\infty}}{1-||I-RA\Vert_{\infty}}$ (11)

この中で, 主に計算コストを要するのは $||I-RA||_{\infty}$ の見積もりである. これまでに以下の
ような方法が知られている. 浮動小数点演算による四則演算をそれぞれ 1flop として, 必
要な計算量も示しておく.

$\bullet$ 標準的な方法 $[3, 5]$ : 9$n^{3}$ flops ($R$ の計算: $z^{n}43$ flops, I–RA の包含: $4n^{3}$ flops)

$\bullet$ 高速な方法 [3]: $z^{n}23$

$\bullet$ その他の方法 [4]

ここでは, Oishi-Rumpによる高速な方法 [3] を紹介する. 以下は, $A$ の LU 分解が

$[L,U,P]$ . $1u(A)$ ;

のように与えられている場合に, $\Vert A^{-1}||_{\infty}$ の上限を求める Matlab のプログラムである.

アルゴリズム 3.4 (Oishi-Rump [3]) $||A^{-1}\Vert_{\infty}$ の上限を求めるアルゴリズム

function $c-fastinvnorm(L,U)$
$n\Rightarrow$ length(L); $/|$ dimension
I . speye (n);

$XL\cdot 1/L$ : $/|$ Solve $X*L=$ I
XU $-1/U$ ; $/|$ Solve $X*U\Leftrightarrow 1$

Eps $=2^{-}-53$ ; /. machine epsilon
$e\approx$ ones $(n.1)$ ;

setround $(+1)$ $/|$ rounding upward8
vl . abs $(XU)*(abs(XL)*(ab\epsilon(L)*(abs(U)*e)))$ ;
v2 . abs $(XU)*(abs(U)*e)$ ;
gam . $n*Eps/-(n*Eps-1)_{i}$ $/|$ gam $>\cdot n*Eps/(1-n*Eps)$

v3 . gam $*(2*v1+v2)$ ;
alpha $\approx$ norm($v3$ . inf); /. upper bound for norm($I-R*A$ . inf)

if alpha $>\not\in 1$

setround(0) /. rounding to nearest
error (’ A is too $i11-conditioned$ . ‘)
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end
v4 $=$ abs $(XU)*(abs(XL)*e)$ ;
$c=$ norm($v4$ . inf) / $-(alpha- 1)$ ; /. upper bound for norm(inv(A), inf)
getr$0$und (0)

return

注釈 3.5 $\Vert A^{-1}\Vert$ の上限を計算する別の方法としては. $A$ の最小特異値の下限 $\mu>0$ を計
算することが考えられる. この場合, $\Vert A^{-1}\Vert_{2}$ の上限を $1/\mu$ によって計算する.

Higham [2] によって, LU分解の事前誤差評価

$|LU-PA|\leq\gamma_{n}|L||U|$ (12)

が示されている. これから

$|LU-PA|e\leq\gamma_{n}|L||U|e$ (13)

が得られ, この右辺は $O(n^{2})$ flops で計算できる.

注釈 3.6事前誤差評価は多くの場合に過大評価となるので, LU-PA を陽的に計算する
ことも考えられる. その計算には $O(n^{3})$ flops必要であり, 三角行列同士の積 $LU$ は, 密行
列同士の積と比べて, 計算機上での最適化が簡単ではないが (BLAS にも, そのような関
数は用意されていない), 得られる誤差評価は式 (13) よりもシャープになる.

以下に, $||A^{-1}||$ の上限を計算する高速な方法 [3] と式 (13) を組み合わせた行列式の符号
を保証する Matlab アルゴリズムを示す ただし, このアルゴリズムでは, 行列式のゼロ判
定はできないことに注意する.

アルゴリズム 3.7 sign$(\det(A))$ を求めるアルゴリズム

function $s$ . fastsigndet (A)

$n$ . length(A); Eps $\sim 2-53j$

$[L,U,P]\approx$ 1u(A); $P\cdot$ sparse (P) $j$

detP $=$ det (P);

$c=fastin\bm{e}norm(L,U)_{j}$ $/|$ アルゴリズム 2
setround $(+1)$

gam . $n*Eps/-(n*Bps-1)$ ’
v-lu $=$ abs $(L)*(abs$ (U)*ones $(n,$ $1))_{1}$

$norm_{-}E=$ gam $*c*norm$( $v_{}1u$ , inf); /, upper bound for norm($E$ , inf)

setround(0)

if norm-B $<1$

$s$ . detP $*prod(sign(diag(U)))$ ;
else

error ( A is too iil-conditioned. ‘)

end
return
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8行目の abs $(L)*$ ( $abs$ (U)*ones $(n,$ $1)$ ) は fastinvnormの中で既に計算しているので, そ
の結果を再利用しても良いが, 計算量は $O(n^{2})$ flops なので, 実際の計算時間にはあまり
影響しない.
同様に, 行列式の値を保証する Matlab アルゴリズムを以下に示す (一部に INTLAB の
関数も使用している).

アルゴリズム 3.8 $\det(A)$ の包含を求めるアルゴリズム

function $s$ . fastvdet (A)

$n$ . length(A); Eps . 2 $-63$ ;
[L,U, $P$] $\in 1u(A)$ ; $P$ . sparse (P);

detP . det (P);

$c\cdot fastinvn\circ rm(L.U)$ ; /. アルゴリズム 2
setround $(+1)$

gam . $n*Eps/-(n*Eps-1)$ }

$r$ . (gam $*c$ ) $*$ (abs $(L)*(abs$ (U)*one$s(n,$ $1))$ );

norm-E . norm($r,i$nf); $/_{1}$ upper bound for norm($E$ , inf)

if norm-B $<1$

du . prod$(1+r)$ ;
setround $(-1)$

dl $\epsilon$ prod$(1 -r)$ ;
setround(0)

$dn$ infsup (dl, du) ; /. dl $<$. det $(I+B)<\Leftrightarrow$ du
$s$ . detP $*prod(intval(diag(U)))/dj$

else
setround(0)

error (‘ A is too ill-conditioned. ’)

end
return

実際には, prod(intval (diag $(U)$ )) の部分でオーバフローやアンダフローを起こさない
ように工夫するべきである.
行列が悪条件であったり, 行列式の値がゼロのような場合は, 上記のアルゴリズム 37,

3.8は

A is too ill-conditioned.

とエラーメッセージを表示する. すなわち, 問題が悪条件であるため結果を出すことがで
きないことはあっても. 間違った結果を出すことはない.
行列式のゼロ判定については. 上記のアルゴリズムでは対応できないため, 別のアプロー
チが必要となるが, 本報告では議論の対象としない.

4 数値実験

本節では, 提案する行列式の精度保証法 (アルゴリズム 3.8: $fastvd\epsilon t$) の性能評価を
行う. 数値実験には, Intel Pentium $M(1.2GHz)$ を CPU に持つ計算機を用い, すべての
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計算は Matlab R2006a上で倍精度演算を用いて実行した.
行列式の精度保証をする Rump の方法 (アルゴリズム 2.1: vdet) と計算時間および精
度保証結果について比較する. また, 式 (11) の右辺の評価に標準的な方法 $[3, 5]$ を用い,
$|LU-PA|$ を事前誤差評価を用いずに丸めモード制御演算 $[3, 5]$ で

setround $(-1)$

Tl $\epsilon L*U-P*A$ ;
setround $(+1)$

Tu . $L*UP*A$ ;
Tu . max (abs (T1), abs (Tu));

のように陽的に評価するアルゴリズムを robustvdet として, 比較対象に加える. 計算時
間については, 参考のため, 行列式の符号判定をするアルゴリズム 3.7 (fast $\epsilon ig\det$ ) に
よる結果も示す. 精度保証結果については. 得られた区間 $s=\llcorner s,\overline{s}$] に対し, 相対精度の意
味で rad$(s)/mid(s)$ を示す. ただし? mid$(s)$ $:=(\overline{s}+\underline{s})/2,$ $rad(s)$ $:=(\overline{s}-\underline{s})/2$ である.
まず, $n=1OO,$ $500$,1000, 2000について, $A$ を [-1, 1] に一様分布する擬似乱数を要素と

するような行列とした場合の結果を表 1, 2に示す. このとき, $A$ の条件数は $10^{2}\sim 10^{4}$ 程度
であった. 括弧内の数値は, vdet に対して何倍高速であるかを表している.

表 1: 計算時間 (秒)

表 2: 乱数行列における精度保証結果 (rad$(s)/mid(s)$ )

この結果から, 計算時間については, 提案方式 (fastdet) は Rump の方法 (vdet) と

比較して 2.5倍\sim 45倍程度高速であることが分かる. また, 精度保証結果については, 行
列サイズ $n$ が大きくなるにつれて. 提案方式の結果が大きく悪化することがわかる. これ
は, 提案方式では式 (10) の

$r=|P^{T}(LU-PA)A^{-1}|e\leq||A^{-1}|||LU-PA|e$

の評価において, 高速化のために
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. 逆行列のノルム $\Vert A^{-1}\Vert$ に分離したこと. 事前誤差評価によって $|LU-PA|$ の上限を見積もっていること

が, $r$ を過大評価している主な原因である. 一方, Rump の方式は, $n$ がある程度大きく
なっても適用可能であり, 提案方式よりもロバストであると言える.
次に, $n=100$ に固定し, $A$ の条件数を $10^{2}$ から $10^{14}$ まで変化させたときの精度保証結

果を表 3に示す. テスト行列の生成には, Higham [2] の randsvd関数を用いた.

表 3: 様々な条件数における精度保証結果 (rad$(s)/mid(s)$ ), $n=100$

この結果から, fastvd。$t$ は条件数がある程度まで大きい場合でも適用可能であるが, 保
証された精度は vdet と比べて $10^{3}$ 程度悪いことが分かる. また, robustvdet の結果は,
vdet とほぼ同等であると言える.
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