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概要. クラウト (Crout) 版 ILU 前処理には, 上三角行列 $U$ の逆行列 $U^{-1}$ の列ごとの
ノルムの大きさを見積もるドロッピング技法を採用することができるという利点がある.
本論文では, 対称正定値行列を係数に持つ線形方程式に対して, 上記の逆行列をベースに
したドロッピング技法をどのように拡張するかについて記述する. さらに, 数値実験を通
じて, 逆行列をベースにしたドロッピング技法の持つ優れた特長を明らかにする.
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Abstract. The Crout variant of ILU preconditioner devised recently has been to have
some advantages over conventional row-based ILU preconditioner. One of advantages
is to be able to adopt a dropping strategy for estimating column norm of inverse $U^{-1}$ .
This paper shows how to extend this inverse-based dropping 8trategy to solve a linear
system of equations with symmetric positive definite matrix. Furthermore this paper
reveals signiflcant characteristics of inverse-based dropping strategy through numerical
experiments.

1. はじめに

連立一次方程式 $A_{X}=b$ を解くことを考える. ここで $A$ は対称正定値行列 $A=(a_{i,j})\in$

$R^{nx_{\hslash}}$ , 解ベクトル $x\in R^{n}$ , 右辺ベクトル $b\in R^{n}$ とする. このような連立一次方程式を
反復法で解く場合, 前処理として IC(Incomplete Cholesky, 以下 IC と略す) 分解が広く
用いられている. IC 分解では, 連立一次方程式の係数行列 $A$ をよく近似した前処理行列
$M=U^{T}U(\approx A)$ を生成する (ただし, $U$ は上三角行列 $U=(u_{i,j})\in R^{nxn}$ とする). さらに,

閾値による IC 分解 (IC with tolerance: 以下, IC(toの分解と略す) [14] では, フィルインに

対して, 予め定めた閾値 tol より小さいフィルインに対してはそれをドロッピングしなが
ら, 分解行列 $U$ を計算していく. そして, 生成した前処理行列の逆行列 $M^{-1}=(U^{T}U)^{-1}$

を係数行列に作用させて係数行列の対称性を保存するように変換し, 変換された後の方
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程式

(1.1) $(U^{-T}AU^{-1})(Ux)=U^{-T}b$

に対して反復法を適用する. その際, 閾値の大きさによっては, 反復法の収束性に大きな
ばらつきが生じることがある. この理由は, 従来のドロッピングつき IC(toり分解では,
「行列 $U$ の誤差行列淫が小さい場合には, その逆行列 $U^{-1}$ の誤差行列 $X$ もおのずと小さ
いであろう」 という前提で不完全分解がなされてきたことに起因する [31 [41 [5]. しかし,

その理論的な必然性はなく, 逆行列 $U^{-1}$ の誤差行列 $X$ が偶然大きい場合に, その影響に

より前処理つき反復法の収束性が悪化している危険性があった. しかし, 逆行列 $U^{-1}$ の

誤差行列 $X$ を計算する適当な計算手段が今まで存在しなかった.
近年, 非対称行列用の前処理として Crout 版 $LU$ 分解 (以下, ILUC 分解と略す) が提

案された [71. 原論文では, 従来の LUT(dual Threshold ILU) 分解 [12] [131との収束性
の違いが明らかにされ, さらに逆行列 $U^{-1}$ の誤差行列 $X$ の具体的な評価方法について

Inverse-based ドロッピング手法と呼ばれる方法が提案された. 元々逆行列 $L^{-1}$ の行ノル

ムあるいは逆行列 $U^{-1}$ の列ノルムを利用したドロッピング手法は最初文献 [3] で発表され

た. その後, LUC 分解は, 文献 [81 [91などでピポッティング操作が組み入れられるなど
盛んに研究がなされている.

本研究の目的は, Inverse-based ドロッピング手法の考え方を対称行列に適用すること,

さらに原論文では必ずしも十分明らかにされなかった Inverse-based ドロッピング手法が
持つ収束特性をより明確にすることである.

2. $|C(toI)$ 分解について

IC(toり分解 [14] は次のように表される.

$A=U^{T}U+R+R^{T}$ .
ただし, 行列 $U,$ $R$ は各々上三角行列とし, 行列 $R$ は分解の不完全さを表す形式的な行列
で, 分解途中で棄却 (ドロッピング) された分解行列 $U$ の要素を含む. また, 実際の前処

理つき反復法のアルゴリズム中には現れない. IC(toの分解を行うとき, 予め閾値として

用いるパラメータ tol を設定し, 分解の対象の行列 $U$ の要素の大きさが閾値 tol よりも大
きいときはその要素の計算を実行し, 逆に小さいときはその要素をドロッピングして (要

素の値を零とおいて) 計算を進めることにする. ただし, 実際は, 係数行列 $A$ はスパース

行列のための圧縮列格納形式 (以下, CCS 形式と略す) [1] で保存されるので, CCS 形式
によく対応した $U^{T}$ を計算により求めることにする. 以降, アルゴリズム中では, 便宜上

行列 $U^{T}$ を下三角行列 $L=(l_{jl})$ で表現する.

IC(toの分解では, 下三角行列 $U^{T}$ の各列 $k=1,$ $\ldots,$
$n$ に対して, 次の手順で計算を行う.

ただし, 要素 $a_{\dot{j}l}$ は分解過程においては作業用配列として使われ, 分解が終了した後は行
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列 $U^{T}$ の非対角要素になる要素を表す. 一方, 従来の IC(toの分解では, 対角要素可は
$\overline{a_{j,j}}=a_{j,j}$ と置かれる.

[IC(toの分解の手順]

$a_{jl}^{*}=a_{j} \rho-\sum_{m=1}^{k-1}l_{j,m}l_{k,m},$ $(j=k+1, \ldots, n)$

$l_{jl}=\{\begin{array}{ll}a_{j,k}^{*}/l_{kl}, ( \frac{|a_{j.k}|}{\sqrt{(a_{j}\neg r^{a}\Gamma_{ll})}}>tol UD \text{とき}) (j=k+1, \ldots,n)0. ( \frac{|a_{j,k}|}{\sqrt{\varpi_{u^{g}}a\varpi_{u}}}\leq tol \text{のとき})(j=k+1, \ldots.n)\end{array}$

しかし, 場合によっては, 式 (2.1) の右辺の平方根の中の式の値が負になり, 分解が破綻
することがある. 分解が破綻することを防ぐための手法として, シフト IC(toの分解があ
る. シフト IC(toの分解では, シフト量と呼ばれる一定のスカラ値 $\alpha$ として, 予め係数行
列 $A$ の対角項全てに $\alpha$ を加える. シフト IC(toの分解は次のように表される.

(2. 1) $\tilde{A}=A+\alpha I=U^{T}U+R+R^{T}$ .
ただし, $I$ は単位行列とする.

3. $|C(tol)$ 分解で生じる誤差に対する考察

$IC(t$の分解つき反復法では, 解くべき方程式を式 (1.1) に変換して解くのが一般的であ
る. このとき, 行列 $A$ を完全 (コレスキー) 分解して (閾値 tol を $0$ にして) 得られた上三

角行列を $\overline{U}$ とするとき, $IC(tol)$ 分解により得られた分解行列 $U$ は誤差行列淫を用いて次
のように表せる.

(3.1) $U^{T}=\overline{U}^{T}+\tilde{X}^{T}$ , $U=\overline{U}+\tilde{X}$ .

また, 行列 $U$ の逆行列 $U^{-l}$ は別の誤差行列 $X$ を用いて次のように表せる.

(3.2) $U^{-T}=\overline{U}^{-T}+X^{T}$ , $U^{-1}=\overline{U}^{-1}+X$.

これらの式 (3.1), (3.2) を使うと, 前処理後の係数行列 $U^{-T}AU^{-1}$ は次のように表せる.

(3.3) $U^{-T}AU^{-1}=I+\overline{U}X+X^{T}\overline{U}^{T}+X^{T}AX$.

ここで, 式 (3.3) 中に式 (3.1) で定義した誤差行列 $\tilde{X}$ が現れていないことに注意を要する.
したがって, 一般に行列 $U$ の誤差行列 $\tilde{X}$ が小さい場合に逆行列 $U^{-l}$ の誤差行列 $X$ も小さ
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いという保証はまったくなく, 式 (3.3) から, もし逆行列 $U^{-1}$ の誤差行列 $X$ が大きい場合

には前処理つき反復法の収束性に影響を及ぼす可能性があることが分かる.
さらに, より実用的なシフト $IC(tol)$ 分解で生じる誤差についても考える. 式 (2.1) の行

列 $\tilde{A}$ を完全分解して得られた上三角行列を $\overline{U}_{\alpha}$ , シフト量に関する誤差行列 $Y$ とすると

き, シフト量を加える前の係数行列 $A$ は次のように表せる.

(3.4) $A=\overline{U}^{T}\overline{U}=\overline{U}_{\alpha}^{T}\overline{U}_{\alpha}+Y(=\tilde{A}+T)$.

シフト IC(toの分解により得られた分解行列 $U_{a}$ は式 (3.1) と同様に, 誤差行列島を用い
て次のように表せる.

(3.5) $U_{a}^{T}=\overline{U}_{\alpha}^{T}+\tilde{X}_{a}^{T}$ , $U_{\alpha}=\overline{U}_{a}+\tilde{X}_{a}$

また, 行列 $U_{\alpha}$ の逆行列 $U_{\overline{\alpha}}^{1}$ は式 (3.2) と同様に, 別の誤差行列 $X_{\alpha}$ を用いて次のように
表せる.

(3.6) $U_{\overline{\alpha}}^{T}=\overline{U}_{\overline{\alpha}}^{T}+X_{\alpha}^{T}$ , $U_{\overline{\alpha}}^{1}=\overline{U}_{\overline{\alpha}}^{1}+X_{\alpha}$ .
これらの式 (35), (36) を使うと, 前処理後の係数行列 $U_{\overline{\alpha}}^{T}AU_{\overline{\alpha}}^{1}$ は次のように表せる.

$U_{\overline{\alpha}}^{T}AU_{\overline{\alpha}}^{1}=(\overline{U}_{\overline{a}}^{T}+X_{\alpha}^{T})(\tilde{A}+Y)(\overline{U}_{\overline{\alpha}}^{1}+X_{a})$

$=I+\overline{U}_{a}X_{\alpha}+X_{\alpha}^{T}\overline{U}_{\alpha}^{T}+X_{\alpha}^{T}\overline{A}X_{\alpha}$

$+\overline{U}_{\overline{a}}^{T}Y\overline{U}_{\overline{\alpha}}^{1}+\overline{U}_{\overline{\alpha}}^{T}YX_{a}+X_{\alpha}^{T}Y\overline{U}_{\overline{\alpha}}^{1}+X_{a}^{T}YX_{\alpha}$ .

シフト $IC(tol)$ 分解では, 誤差行列 $x_{\alpha}$ が大きくなれば, 誤差行列 $Y$ の与える影響が大き
くなることが分かる.
以上から, ドロッピング操作が前処理行列の逆行列 $U^{-1}$ に与える影響の見積もり, すな

わち, $U^{-T}$ の行のノルム ( $U^{-1}$ の列のノルム) をできるだけ正確に見積もり, それに基づ

きドロッピングする IC(toわ分解の方が, より適切なドロッピングができると考えられる.

4. lnverse-based ドロッピング手法に基づく $IC(tol)$ 分解

Inverse-based ドロッピング手法に基づく $IC(tol)$ 分解 (以下, ibJC(to$l$) 分解と略す) は,

前節で述べたように, 前処理行列のノルムの見積もりにより適切なドロッピングを行う
$IC(tol)$ 分解である. Table 1に従来の IC(toの分解と $ibJC(tol\gamma$ 分解における誤差行列およ
びドロッピングのとき対象となる行列の違いを示す. さて, ibJC(toわ分解について, これ

から具体的に説明を行っていく. ただし, 便宜上, 行列 $\overline{U}^{T}=(\overline{u}_{jj})$ を下三角行列 $\overline{L}=(\overline{l}_{i,j})$

を用いて表現する.
まず, 行列叛を, 1から $k$ 列目まで前処理行列 $L$ の 1から $k$ 列目までと同じ要素を持

ち, $k+1$ から $n$ 列目まで要素 $\overline{a_{i,i}}(1\leq i\leq n)$ を対角要素に持つ対角行列と同じ要素を持つ
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Table 1. Error matnix and object matrix of dropping strategy in the conventional $IC(to0$

and $iblC(tol\gamma$ decompositions.

次のような下三角行列を考える.

$L_{k}=$ (
$l_{1,1}$ $0$

.

$\dot{l}ul_{nl}$

$\overline{a_{k+1.l+1}00}$

.

$0$

$\frac{0}{a_{nn}}0,$ ).
行列 $L$ の $k$ 列目を生成するとき, 初めてフィルイン $l_{jl}(j>k)$ が棄却されたと仮定する.

このとき, 行列 $L_{k}$ は次のように表現できる. ただし, 行列 $\overline{L}_{k}$ は, 行列 $L$ の $k$ 列目を生

成するときにフィルイン $l_{j,k}(i>$ 初を棄却しなかった場合に相当する行列である. すな
わち, 行列 $\overline{L}_{k}$ は係数行列 $A$ を $k$ 列目まで完全分解した行列である. また, 単位ベクトル
$e_{i}(1\leq i\leq n)$ は $i$ 行目が 1で, $i$ 以外の行はすべて $0$ の列ベクトルとする.

$L_{k}=\overline{L}_{k}-l_{jl}e_{j}e_{k}^{T}$ .
$j\succ k$ より, $\overline{L}_{k}e_{j}=\overline{a_{j.j}}e_{j}$ であることに注意すると,

(4.1) $L_{k}=\overline{L}_{k}-l_{j,k}e_{j}e_{k}^{T}=\overline{L}_{k}(I-l_{j,k}e_{j}e_{k}^{T}/a_{j,j}\neg$

である. 式 (4.1) より, 行列 $L_{k}^{-1}$ を次のように表現できる.

$L_{k}^{-1}=(I-l_{jik}e_{j}e_{k}^{T}/a_{j,j}\neg^{-1}\tilde{L}_{k}^{-1}$

$\approx\overline{L}_{k}^{-1}+l_{jl}e_{j}e_{k}^{T}\tilde{L}_{k}^{-1}/\overline{a_{j.j}}$ .

したがって, 行列 $L_{k}$ の逆行列 $L_{k}^{-1}$ は $l_{jf}/\overline{a_{\ddot{u}}}$ と $\overline{L}_{k}^{-1}$ の $k$ 行目の積の値だけ影響を受ける

ことが分かる. すなわち, $||l_{j,k}e_{j}e_{k}^{T}\overline{L}_{k}^{-1}/\overline{a_{j,j}}||_{\infty}=|l_{j,k}/\overline{a_{j.j}}|||e_{j}e_{k}^{\tau_{\overline{L}_{k}^{-l}}}||_{\infty}$ でドロッピングを行う
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ことにより, ドロッピングにより影響を受ける逆行列の行のノルムを限定することができ
る. ただし, $||A||_{\infty}$ は行列 $A$ の最大ノルムで,

(4.2) $||A||_{\infty}= \max_{X\neq 0}\frac{||A_{X}||_{\infty}}{||x||_{\infty}}=\max_{i}\sum_{j--1}^{n}|a_{i,j}|$

のように定義される. また, $||e_{j}e_{k}^{T}\overline{L}_{k}^{-1}||_{\infty}$ はすべての要素が $0$ でないあるベクトル $b$ を用

いて, 次のように近似できる. ここで, 行列 $\overline{L}_{k}^{-1}$ の $k$ 行目の要素は, 行列 $\overline{L}^{-l}$ の $k$行目の
要素と各々一致し, $||e_{j}e_{k}^{r_{\overline{L}_{k}^{-1}}}||_{\infty}$ と $||e_{j}e_{k}^{T}\overline{L}^{-l}||_{\infty}$ は各々 $k$ 行目の要素の絶対値の総和である
ことに注意を要する.

$||e_{j}e_{k}^{T}\overline{L}_{k}^{-1}||_{\infty}=||e_{j}e_{k}^{T}\overline{L}^{-1}||_{\infty}$

(4.3)
$= \max^{\underline{||e_{j}e_{k}^{r_{\overline{L}^{-1}b||_{\infty}}}}}$ .

$b\neq 0$ $||b||_{\infty}$

したがって, $||e_{j}e_{k}^{r_{\overline{L}^{-1}}}||_{\infty}$ を推定するためには, 式 (4.3) を満たすようなベクトル $b(\neq 0)$ を

決定すればよい. 最大ノルムの定義式 (4.2) において, $i=m$ のとき,

(4.4) $\sum_{j--1}^{n}|a_{i,j}|$

が最大になったとすると, その最大値を与えるベクトル $x$ の第 $i$ 成分は,

(4.5) $x_{j}=sign(a_{m,j})$, $(j=1,2, \ldots, n)$

となることが知られている [101 [11]. ただし, sign は,

sign$(t)=\{\begin{array}{ll}+1, (t\geq 0)-1 (t<0)\end{array}$

で定義される符号関数である. しかし, 式 (4.3) では, 行列 $\overline{L}^{-1}$ の計算をせず, ベクトル
$b$ の要素の符号を決定できない. そこで,

$b=(-b_{1}, -b_{2}, \ldots, -b_{\hslash})^{T}$ ,
(4.6) $(b_{1}, b_{2}, \ldots, b_{n}=\pm 1)$

の中から, $||e_{j}e_{k}^{T}\overline{L}^{-1}b||_{\infty}$ をできるだけ大きくするベクトル $b$ を探すことを考える. このよ

うなベクトル $b$ を見つければ, 次の近似式が成り立つ.

(4.7) $||e_{\dot{\text{ノ}}}e_{k}^{\tau_{\overline{L}^{-1}||_{\infty}\approx}} \frac{||e_{j}e_{k}^{r_{\overline{L}^{-1}b||_{\infty}}}}{||b||_{\infty}}$

式 (4.7) の右辺項は, $\overline{Z}\xi=b$ の解 $\xi$ の第 $k$ 成分で評価でき, ベクトル $\xi$ の第 $k$ 成

分 $\xi_{k}$ は, 右辺ベクトル $b$ の第 $k$ 成分を用いた次の式で求められる. ただし, $\xi_{k}=$

$(\xi_{1},\xi_{2}, \ldots,\xi_{k},0, \ldots,0)^{T}$ とする.

$\xi_{k}=(b_{k}-e_{k}^{T}\overline{L}_{k-1}\xi_{k-1})/l_{k}$誘.
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以上から, $||e_{j}e_{k}^{T}\overline{L}^{-l}|$沖を見積もる次のアルゴリズムが得られる. ただし, アルゴリズム中
の $\xi_{k}$ と $v_{k}$ は, $||e_{j}e_{k}^{T}\overline{L}^{-1}||_{\infty}$ と $e_{k}^{T}\overline{L}_{k-1}\xi_{k-l}$ に各々対応する.

Algorithm 1: Estimating the norms $||e_{j}e_{k}^{T}\overline{L}^{-1}||_{\infty}$

set $\xi l=1/l_{1.1}$ ; $v_{i}=0(i=1, \ldots n)$

for $k=2,n$

$temp_{+}=1-v_{k}$

temp- $=-1-v_{k}$

if $|temp_{+}|>|temp_{-}|$ then
$\xi_{k}=temp_{+}/l_{u}$

else
$\xi_{k}=temp_{-}/l_{u}$

end if
for $j=k+1,n(l_{jl}\neq 0)$

$v_{j}=v_{j}+\xi_{k}l_{j,k}$

end for
end for.

従来のドロツピング手法では, フィルイン依に対して,

(4.8) $|l_{j\lambda}|/\sqrt{\overline{a_{j.j}}}=|a_{j,k}^{*}|/\sqrt{\varpi a_{j.j}a\mapsto u}\leq tol$

のとき棄却する. 一方, Inverse-based ドロッピング手法では, Algorithm 1に従いフィル

イン触に対して,

(4.9) $|l_{jl}/\overline{a_{j,j}}|||e_{j}e_{k}^{T}\overline{L}^{-1}||_{\infty}=|l_{jl}||\xi_{k}|/|\overline{a_{j,j}}|=|a_{j.k}^{*}||\xi_{k}|/(|\overline{a_{j,j}}|\sqrt{\neg au}\leq tol$

のとき棄却する.

5. 数値実験

テスト行列は, Kouhia の疎行列データベース [6] から行列 $S3DKQ4M2$ , S3DKT3M2
の合計 2種類の実対称正定値行列を選出した. これらのテスト行列の主な特徴を Table 2
に示す. なお, 行列 S3DKQ4M2の問題はシリンダー (薄肉モデル) を四角形状シェル要
素でメッシュ分割して得られたものであり, 一方, 行列 S3DKT3M2はシリンダーを三角
形状シェル要素でメッシュ分割して得られたものである [21 [61 $\cdot$

数値実験は, Fortran90でプログラムを実装し, 計算はすべて実数倍精度演算, コンパ

イラの最適化オプションは-03, そして, CPU に Pentium4 (クロック周波数 3.$8GHz$) を
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搭載した PC で行った. 初期近似解 $x_{0}=0$ とした. 最大反復回数は行列の次元数と同じ
値にした. 2種類のテスト行列は予めそれらの対角項を 1に揃える正規化を各々行った.
収束判定値は相対残差の 2 ノルム : $||r_{m}||_{2}/||r_{0}||_{2}\leq 10^{-8}$ とした. シフト IC(toの分解, シフ
ト $ib$」$C$(toの分解において閾値 tol は $o.\alpha$)$5$ から 0.15まで 0.005刻み (合計 30通り) で変
化させ, シフト量 $\alpha$ は 0.0から 0.2まで 0.02刻み (合計 11通り) で変化させた ($\alpha=0$ の

とき IC(toの分解, iblC(toの分解に各々相当する).
行列 $S3DKQ4M2$ , S3DKT3M2に対するシフト $IC(tol)$ 分解つき CG 法 (以下, SIC$(tol\gamma-$

CG 法と略す) とシフト $ibJC(tol)$ 分解つき CG 法 (以下, $SiblC(tol)- CG$ 法と略す) の反
復回数, およひ計算時間を Table 3, 4に各々示す. ただし, 計算時間 “time“ は前処理行
列の生成に要した時間と CG 法の反復計算に要した時間の合計とし, $\min$ ’, $\max’$ は

各々反復回数 (計算時間) の最小値, 最大値, “ave.” は反復回数 (計算時間) を総試行数 (分
解が破綻したときは除く) で割った値とする.
また, Fig. 1-4に行列 $S3DKQ4M2$, S3DKT3M2に対する SIC$(toI)- CG$法と $SibJC(tol)-$

CG 法の閾値 tol とシフト量 $\alpha$ 変化毎の反復回数を各々示す. ただし, 棒グラフが表示さ

れていないところは分解が途中で破綻したことを表す.
さらに, Table 5, 6に行列 $S3DKQ4M2$ , S3DKT3M2に対する SIC(toの-C襖法と $S$

$ib1C(tol)- CG$ 法のシフト量 $\alpha$ 変化毎の合計時間とフィルイン数を各々示す. ただし,

“break” は分解が途中で破綻したことを表す.

Table 2. $Specifica\dot{0}on$ of tested real symmetric $posi\dot{\mathfrak{a}}ve$ definite matrices.

[行列 S3DKQ4M2の問題]
まず, Table 3, Fig. 1, 2から次のことが観察できる.

$\bullet$ 反復回数の最小値, 最大値, 平均値について, $SibJC(to0- CG$ 法の方が $SlC(tol)- CG$

法より少なかった. また, SIC(tol)-CG 法では, 最大反復回数 (行列の次元数) まで

達し収束しない場合があった.
$\bullet$ 計算時間の最小値, 最大値, 平均値について, 最小値は SIC(toの-CG 法の方が $S$

$ibJC(tol)- CG$ 法より短く, 最大値, 平均値は $Sib$」$C(toi)- CG$ 法の方が SIC$(to\iota\gamma- CG$

法より短かった.
$\bullet$ SIC$(tol)- CG$ 法の反復回数は $tol,$ $\alpha$ の変化に対して不安定に変化した. すなわち,

$tol=0.05$ ,0.055, $\alpha=0.06$ のときと $tol=$ 0.105, $\alpha=0.14$ のとき収束せず,
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Table 3. Camparison of convergence property of shiftedlC$(toi)- CG$ and shifted
$iblC(toi)- CG$ methods for matnix $S3DKQ4M2$ .

Table 4. Campanison of convergence property of shiR\’elC(tol\gamma -CG and shifted
$ibJC(tol)- CG$ methods for matrix $S3DKT3M2$.

$tol=0.05,$ $\alpha=0.05,0.07$ のとき, $tol=0.1,$ $\alpha=0.12,0.14,0.16,0.18$ のとき,

$tol=0.105,$ $\alpha=016$ のとき反復回数は極端に増加した.
$\bullet$ $SiblC(tol)- CG$ 法の反復回数は $tol,$ $\alpha$ の変化に対して安定に変化した. また, 収

束する $tol,$ $\alpha$ の範囲は $SibJC(to$の-CG 法の方が広かった.

次に, Table 5から次のことが観察できる.

$\bullet$ フィ)レイン数について, SIC(toの-CG 法と $SibJC(tol)- CG$ 法はともに, $\alpha$ の変化

に対して単調に減少した. また, 同じ tol 下で見ると, SIC(tol)-CG 法の方が $S$

$ibJC(tol)- CG$ 法よりもフィルイン数は少なく,

$-tol=0.O1$ のとき, $\alpha=0.02$では 40% 程度, $\alpha=0.2$では 15%程度少なかった.

$-tol=0.05$ のとき, $\alpha=0.06$では 45% 程度, $\alpha=0.2$では 30%程度少なかった.

$-tol=0.1$ のとき, $\alpha=0.12$では 55% 程度, $\alpha=0.2$ では 45% 程度少なかった.

$-tol=0.15$ のとき, $\alpha=0.12$ では 65% 程度, $\alpha=0.2$では 50%程度少なかった.
$\bullet$ 合計時間について, $SiblC(tol\gamma- CG$ 法は $\alpha$ の変化に対してほぼ単調に増加したが,

SIC(tol)-CG 法は $\alpha$ の変化に対して不安定に変化した. すなわち,

$-tol=0.O1$ のとき, $\alpha=0.12$ では極端に長くなった.

$-tol=0.05$ のとき, $\alpha=0.06,0.08,0.12$ では極端に長くなった. 特に $\alpha=0.06$

では収束しなかったことに注意を要する.

$-tol=0.1$ のとき, $\alpha=0.2$ 以外では極端に長くなった.

$-tol=0.15$ のとき, $\alpha$ 変化毎に単調に減少した.

[行列 S3DKT3M2の問題]
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Table 5. Computational costs and fill-ins of $shifted\lrcorner C(to0- CG$ and shifted ibJC(to$l$)$- CG$

methods for matrix $S3DKQ4M2$.

まず, Table 4, Fig. 3, 4から次のことが観察できる.

$\bullet$ 反復回数の最小値, 最大値, 平均値について, $Sib1C(to\overline{l})- CG$法の方が SIC(tol)-CG

法より少なかった.
$\bullet$ 計算時間の最小値, 最大値, 平均値について, 最小値は SIC$(tol)- CG$ 法の方が $S$

$iblC(tol)- CG$法より短く, 最大値, 平均値は $SiblC(toI)- CG$ 法の方が SIC(toの-CG

法より短かった.
$\bullet$ SIC(tol)-CG 法の反復回数は $tol,$ $\alpha$ の変化に対して不安定に変化した. すなわち,

$tol=$ 0.045, $\alpha=0.04$ のとき, $tol=0.05$ , 0.095, $\alpha=0.06$ のとき, $tol=0.\omega 5$

. 0.1, $\alpha=0.08$ のとき, $tol=0.14,$ $a=0.12$ のとき反復回数は極端に増加した.
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Table 6. Computational costs and fill-ins of $shiRedJC(toI)- CG$ and shifted $ibJC(tol)- CG$

methods for matrix $S3DKT3M2$ .

$\bullet$ $SiblC(tol)- CG$ 法の反復回数は $tol,$ $\alpha$ の変化に対して安定に変化した. また, 収

束する $tol,$ $\alpha$ の範囲は $SiblC(tol)- CG$ 法の方が広かった.

次に, Table 6から次のことが観察できる.

$\bullet$ フィルイン数について, SIC(to$l$)$- CG$ 法と $SiblC(tol\gamma- CG$ 法はともに, $\alpha$ の変化
に対して単調に減少した. また, 同じ tol 下で見ると, SIC$(tol)- CG$ 法の方が $S$

$iblC(toi)- CG$ 法よりもフィルイン数は少なく,

$-tol=0.O1$ のとき, $\alpha=0.02$では 40% 程度, $\alpha=0.2$では 10%程度少なかった.

$-tol=0.05$ のとき, $\alpha=0.06$では 40% 程度, $\alpha=0.2$では 35%程度少なかった.
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$\frac{-0\alpha-0\alpha 0\alpha un\alpha\alpha-00\epsilon-\alpha\iota 0}{}$ $\infty\overline{-\alpha\prime-0\prime 4QQ||QQ||-ozo}^{1}$

(a) $0\leq\alpha\leq 0.1$ (b) $0.12\leq\alpha\leq 0.2$

$\mapsto^{\cdot\cdot 0\infty-0\alpha 0\alpha uno\alpha\cdot\cdot 0D|\cdot\cdot\alpha to\neg}$ $\infty-01l-0140\overline{\alpha tl001|-0p}0$

(a) $0\leq\alpha\leq 0.1$ (b) $0.12\leq\alpha\leq 0.2$

Fig. 2. Iterations versus tolerance value and shifted value of shifted $iblC(tol)- CG$ method
for matrix $S3DKQ4M2$.

$-tol=0.1$ のとき, $\alpha=0.08$ では 50% 程度, $\alpha=0.2$ では 50% 程度少なかった.
$-$ $tol=0.15$ のとき, $\alpha=0.12$ では 60% 程度, $\alpha=0.2$では 50%程度少なかった.

$\bullet$ 合計時間について, $SiblC(tol)- CG$ 法は $\alpha$ の変化に対してほぼ単調に増加したが,

SIC$(toi)- CG$ 法は $\alpha$ の変化に対して不安定に変化した. すなわち,

$-tol=0.O1$ のとき, ほぼ単調に増加した.
$-$ $tol=0.05$ のとき, $a=0.06$ では極端に長くなった.

$-tol=0.1$ のとき, $\alpha=0.08$ では極端に長くなった.
$-$ $tol=0.15$ のとき, $\alpha$ 変化毎に単調に減少した.

SIC$(tol)- CG$ 法は, $tol,$ $\alpha$ 変化毎に反復回数が不安定に変化する傾向が多く見られた.
特に行列 S3DKQ4M2の問題では, 最大反復回数内に収束しない現象も見られた.
一方, $\acute{s}_{\lrcorner}bJC(to\mathfrak{h}- CG$ 法は, $tol,$ $\alpha$ が大きくなる毎に, 反復回数は単調に増加する傾向

が見られ, 安定に変化することが分かった. また, 必要メモリ量の観点から見ると, Table
5, 6では, $\alpha$ が大きくなる毎に, SIC($tol\gamma- CG$ 法に対する $s_{\lrcorner}b1C(to$の-CG 法の必要メモ
リ量の比は小さくなる傾向が見られた. ここで, 行列 $S3DKQ4M2$, S3DKT3M2の問題

135



$\sim 0\alpha-0\alpha 0\alpha uo0\alpha-0D*-a\iota 0$ $|\underline{- 0}1l-01\cdot O\propto|arrow 0\alpha|\cdot\cdot QJ0$

(a) $0\leq a\leq 0.1$ (b) $0.12\leq\alpha\leq 0.2$

$\infty-0\infty-0\alpha 0\alpha uo\alpha u-0M\cdot 010$

(a) $0\leq\alpha\leq 0.1$ (b) $0.12\leq a\leq 0.2$

Fig. 4. Iterations versus tolerance value and shifted value of shifted $ibJC(tol)- CG$ method
for matrix $S3DKT3M2$.

に対して, 二つの解法の必要メモリ量が同程度になるまで $\alpha$ を大きくしたところ, Fig. 5
に示すような結果が各々得られた. ただし, 棒グラフ, および折れ線グラフは各々反復回
数 (左側縦軸), フィルイン数 (右側縦軸) を表し, 表示されていないところは分解が途中で
破綻したことを表す. また, tol は最も必要メモリ量の少ない $tol=0.15$ のときとした.

Fig. 5(a) から次のことが観察できる.

$\bullet$ SIC(tol)-CG 法の反復回数は, $\alpha=0.14$ から $\alpha=0.28$ までは単調に減少し, 以降の
$\alpha=0.3$ から $\alpha=0.5$ までは単調に増加した.

$\bullet$ SIC(tol)-CG 法のフィルイン数は, $\alpha$ 変化毎に非常に緩やかに減少した.
$\bullet$ $SibJC(to$の-CG 法の反復回数は, $\alpha$ 変化毎に単調に増加した.
$\bullet$ $SibJC(to$Q-CG 法のフィルイン数は, $\alpha$ 変化毎に単調に減少した.
$\bullet$ 二つの解法の必要メモリ量は $\alpha=0.5$ のとき, ほぼ同程度となった.

また, Fig. 5(b) から次のことが観察できる.

$\bullet$ SIC(tol)-CG法の反復回数は, $\alpha=0.16$ から $\alpha=0.22$ までは急激に減少し, $\alpha=0.26$
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で急激に増加し, 以降の $\alpha=0.28$ から $\alpha=0.6$ まではほぼ単調に増加した.
$\bullet$ SIC$(tol)- CG$ 法のフィルイン数は, $\alpha$ 変化毎に非常に緩やかに減少した.
$\bullet$ $SibIC(tol)- CG$ 法の反復回数は, $\alpha$ 変化毎に単調に増加した.
$\bullet$ $SibJC(tol)- CG$ 法のフィルイン数は, $a$ 変化毎に単調に減少した.
$\bullet$ 二つの解法の必要メモリ量は $\alpha=0.6$ のとき, ほぼ同程度となった.

(a) matrix S3DKQ4M2 (b) matrix S3DKT3M2
Fig. 5. Iterations and fill-ins versus shifted value of $shiRedJC(toI)- CG$ and shifted
$ib1C(to\mathfrak{h}- CG$ methods for test mamces$(tol=0.15)$ .

以上から, $S$」$b1C(tol)- CG$法の反復回数が, $tol,$ $\alpha$ の変化に対して安定に変化すること

は必要メモリ量の変化に対して安定に変化することと言い換えることもできる. これは,

式 (36) で示したように, SibJC(tol) 分解が誤差行列 $X_{\alpha}$ のノルムの大きさを見積もり,
行列 $U_{a}$ の要素をドロッピングすることにより, 前処理後の係数行列 $U_{a}^{-T}AU_{a}^{-1}$ の反復法
の収束性に関する性質, すなわち条件数が $tol,$ $a$ の変化に対して徐々に大きくなったた
めであると考えられる. また, $a$ 変化毎に SibJC(tol)-CG 法のフィルイン数が単調に減
少したのは, そのドロツピングの式 (49) が, SIC$(tol)- CG$ 法のドロツピングの式 (48) よ

りも $\alpha$ の変化の影響を受け易いためであると考えられる. これは, $a$ が大きくなる毎に式
(4.9) の $|\xi|$ が小さくなり, そしてその分母が式 (4.8) の分母よりも大きくなることから予
測できる. したがって, SibJC(tol)-CG 法において, SIC$(tol)- CG$ 法のように必要メモリ

の大幅な削減を目指すには, $\alpha$ を積極的に大きく設定すればよいことが分かる.

6. まとめ

$IC(tol)$ 分解を適用した CG 法の収束性に大きなばらつきが生じることに着目し, その

問題点を克服するために非対称行列用の手法として提案された Inverse-based ドロッピン
グ手法の考え方を $IC(to\Gamma)$ 分解に適用することを試みた. そして, Inverse-based ドロッピ
ング手法に基づく $IC(tol)$ 分解を $ib1C(toI)$ 分解と名付け, より実用的なシフト $iblC(tol)$

分解と併せて, それらの評価を様々な角度から行った. その結果, 当手法の収束性は, 従
来型のシフト IC(toわ分解つき CG 法の収束性と比較して, 閾値 tol とシフト量 $a$ , そして

フィルイン数の変化に対して安定に変化することが分かった.
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