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1 序

M. U. Schmidt は論文 [Sch02] において Willmore 予想 $*1$の解決を宣言し

た。 Schmidt のアプローチは Taimanov によるアイデアを出発点としてい

る。すなわち、

(1) $\mathbb{R}^{3}$ ないし $\mathbb{R}^{4}$ へのトーラスのはめ込み

に

(2) ポテンシャル付 Dirac 作用素とその $0$-固有関数の組

そして

(3) ポテンシャル付 Dirac 作用素のフェルミ曲線

を順に対応させ、 データ (3) の集合上で変分問題を考察するのである。

(1) から (2) の対応は、劔持-Weiers廿 ass 型表現公式によって与えられる o

この公式を Konopelchenko[KOO] による Dirac 作用素を用いた形で述べるこ

1 $Wi$ llmore 予想の歴史については安藤氏の論説 [An] が良い,

数理解析研究所講究録
第 1577巻 2008年 104-116 104



とが、 (2) から (3) に移行するために必要である。 また、 (3) におけるフエル

ミ曲線とは本論説では、O-Floquet 固有関数の multiplier の集合を指していう

ことにする。 (通例では、一つの multiplier に対し複数の独立な $0$-Floquet 固

有関数が存在する場合は、その multiplier は多重である。 よって、multiplier

の集合を正規化したものをフエルミ曲線ないしはスペクトル曲線と呼んで

いる (スペクトル、 といっても固有値 $0$ の部分のみである)。)

データ (1) の集合には、 $\overline{\mathbb{R}}^{3\text{、}}\overline{\mathbb{R}}^{4}$ の共形変換が作用するが、Wilmore 汎関

数がこの作用で不変であることは $\mathbb{R}^{3}$ の場合よく知られている。 この作用は

データ (3) の集合上には自明に作用する、 というのが、本論説で解説する

$Grinevich- Taimanov$[Gr-Ta07] の主定理である。

なお、 $\mathbb{R}^{3}$ の場合の不変性の証明は [Gr-Sc97] が与えている。 [Gr-Sc97] に

よれば、元々は TaimanOV の予想で、Pinkall も独自に証明していた、 とのこ

とである。

解集合上の作用としては、共形変換群の作用のほかに、データ (2) の集

合には Davey-StewartsOn 階層 ($\mathbb{R}^{4}$ の場合)、 変形 Novikov-VeselOV 階層 $(\mathbb{R}^{3}$

の場合) による作用がある。 $\mathbb{R}^{4}$ の場合、 これがデータ (1)(但し $\mathbb{C}$ の単連結

領域の場合) に作用を引き起こすことを Konopelchenko[KOO] が注意した。

Taimanov $[Ta05]$ はこれがトーラスのはめ込みの変形を与える条件を考察し

ている。 大仁田氏の論説 [Oh08] にあるように、 これらの作用はフエルミ

曲線のモジ $=$ ライ空間の考察において重要な役割を担っているように思わ

れる。
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2 劔持-Weierstrass 型表現公式とフエルミ曲線

2. 1 劔持-Weierstrass 型表現公式: $\mathbb{C}$ の単連結領域の場合

Konopelchenko[KOO] による形で、劔持-Weierstrass型表現公式を $\mathbb{R}^{4}$ 内の

曲面について述べる。 まず、データ (2) からデータ (1) を導く。

$\Omega$ を複素平面 $\mathbb{C}$ の単連結領域、 $z=x+i^{y}$ は $\mathbb{C}$ の複素座標とする。 $U$ を

$\Omega$ 上定義された複素数値 $C^{\infty}$ 関数とする。

2つのポテンシャル付 DiraC 作用素 9, $g\vee$ を

$\mathscr{D}=(\begin{array}{ll}U \partial-\overline{\partial} \overline{U}\end{array})$ , $\mathscr{D}^{\vee}=(\begin{array}{ll}\overline{U} \partial-\overline{\partial} U\end{array})$

で定義する。 ここで、 $\partial=\partial_{z}\overline{\partial}=$ 毒である。 9と $g\vee$ は形式的エルミー

ト共役である。

$\Omega$ 上の $\mathbb{C}^{2}$ 値関数 $\psi=(\begin{array}{l}\Psi\iota\Psi^{2}\end{array})$
、

$\varphi=(\begin{array}{l}\varphi_{l}\emptyset\end{array})h$

$9^{\psi}=0$ $9^{v_{\varphi}}=0$

を満たすとする。 このとき、

$f_{1}= \frac{i}{2}(\overline{\emptyset}\overline{\psi}_{2}+\varphi_{1}\psi_{1})$, $f_{2}= \frac{1}{2}(\overline{h}\overline{\psi}_{2}-\varphi_{1}\psi_{1})$ ,

$f_{3}= \frac{1}{2}(\overline{\varphi}\psi_{1}+\varphi_{1}\overline{\psi}_{2})$ , $f_{4}= \frac{i}{2}(\overline{\emptyset}\psi_{1}-\varphi_{1}\overline{va})$

とおくと、 1-形式

$\eta_{k}=f_{k}dz+\overline{f_{k}}d\overline{z,}$ $k=12,34$,

は閉形式で、

$x=(x^{1},\neq,x^{3}x^{4})$ , $l=x^{k}(p)+ \int_{p}\eta_{k},$ $k=123,4P\in U$
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は $\mathbb{R}^{4}$ 内の曲面を定める。

$\mathbb{R}^{4}$ から誘導される曲面上の計量は

$e^{2\alpha}dzd\overline{z}=(|\psi_{1}|^{2}+|\psi_{2}|^{2})(|\varphi_{1}|^{2}+|\varphi|^{2})dzd\overline{z}$

と表され、 平均曲率ベクトル $H=\frac{2x_{z\overline{z}}}{e^{2\alpha}}$ とポテンシャル $U$ との間には

$|U|= \frac{|H|e^{\alpha}}{2}$ .

の関係がある。

$\mathbb{R}^{3}$ 内の曲面は、 $U=\overline{U}(9=\mathscr{D}^{\vee})$ , そして $\psi=\varphi$ の場合として得られる。

($x^{4}=0$ となる。)

次に、 データ (1) からデータ (2) を導く。

$x=(x^{1}x^{2},x^{3},x^{4});\Omegaarrow \mathbb{R}^{4}$ を共形はめ込みとする。共形性より

$\langle x_{z},x_{z}\rangle=\sum(\oint_{Z})^{2}=04$

$k=1$

が成り立っている。 いま、 $\mathbb{C}P^{3}$ の同次座標を $(y^{1} ;P:i;\mathcal{Y}^{4})$ で表し、Q\subset C戸

を
$(y^{1})^{2}+(\mathcal{V}^{2})^{2}+(\nu^{3})^{2}+(y^{4})^{2}=0$

で定義する。 $(x_{z}^{1} ; F_{z};x_{z}^{3};x_{z}^{4})\in Q$である。 そして、双正則写像

$\mathbb{C}P^{1}\cross \mathbb{C}P^{1}arrow Q\subset \mathbb{C}P^{3}$ : $((a_{1} : a_{2}), (b_{1} : b_{2}))\mapsto(\mathcal{Y}^{1}:P;y^{3};y^{4})$

を

$\mathcal{Y}^{1}=\frac{i}{2}(a_{2}b_{2}+a_{1}b_{1})$ , $y^{2}= \frac{1}{2}(a_{2}b_{2}-a_{1}b_{1})$ ,

$y^{3}= \frac{1}{2}(a_{2}b_{1}+a_{1}b_{2})$ , $y^{4}= \frac{i}{2}(a_{2}b_{1}-a_{1}b_{2})$

で定める ($Se_{\Psi^{\text{\’{e}}}}$ 埋め込み) 。 この双正則写像による同一視の下で

$(x_{z}^{1} ; l_{z};x_{z}^{3}; x_{z}^{4})=(G_{\Psi’}G_{\varphi})$

$G_{\Psi}=$ ( $\psi_{1}$ I $\overline{\psi}_{2}$) $\in \mathbb{C}P^{1}$ $G_{\varphi}=(\varphi_{1} : \overline{\emptyset})\in \mathbb{C}P^{1}$
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と表しておく。 さて、 $G_{\psi}$ の $\mathbb{C}^{2}\backslash (00)$ への持ち上げ $(\psi_{1},\overline{\psi}_{2})$ を一つ選ぶと

$x_{z}^{1}= \frac{i}{2}(\overline{\varphi}\overline{\psi}_{2}+\varphi_{1}\psi_{1})$ , $d_{z}= \frac{1}{2}(\overline{n}\overline{\psi}_{2}-\varphi_{1}\psi_{1})$ ,

$x_{z}^{3}= \frac{1}{2}(\overline{\varphi}\psi_{1}+\varphi_{1\Psi^{2})}^{-}, x_{z}^{4}=\frac{i}{2}(\overline{\emptyset}\psi_{1}-\varphi_{1}\overline{\psi}_{2})$ .

が成り立っような $G_{\varphi}$ の $\mathbb{C}^{2}\backslash (00)$ への持ち上げ $(\varphi\iota,\overline{n})$ が定まる。 これら

の持ち上げは

$(\overline{\emptyset}\psi_{1})_{\overline{z}}=$ ( $\overline{\varphi}l$強)z’ $(\overline{\varphi}\overline{\psi}_{2})_{\overline{Z}}=-(\overline{\varphi}_{1}\overline{\psi}_{1})_{z}$

を満たすが、 さらにあるポテンシャル $U$ に対する Dirac 方程式 $9^{\psi}=$

$09^{v_{\varphi}}=0$ をみたすように、持ち上げを取り直すことが出来る。実際、 $G_{\psi}$

の持ち上げとしてとりあえず

$(s\overline{s})$ , $S1=e^{i\theta}$ COS $\eta$ , $s_{2}=\overline{s_{2}}=\sin^{\eta}$

を取っておき ( $\frac{1}{2}\theta\eta$ は $\pi$ の整数倍の差を除いて一意に決まる)、

$(\psi_{1},\overline{\psi}_{2})=(ds_{1}\overline{d}s_{2})$

と取り直すことにする。

(1) $\psi=(\begin{array}{l}\psi]\psi_{2}\end{array})=(\begin{array}{l}e^{i\theta+g}cos\eta\overline{d}sin\eta\end{array})$

があるポテンシャル $U$ に対する Dirac 方程式 $9^{\psi}=0$ を満たすためには、 $g$

が
$g_{\overline{z}}+i\theta_{z^{-}}$cos2 $\eta=0$

を満たせばよく (この $\overline{\partial}$ 問題は領域 $\Omega$ 上で解ける)、 このときポテンシャ

ル $U$ は
$U=-\overline{d}^{-g-i\theta}$ ( $i\theta_{z}$ Sin $\eta$ COS $\eta+\eta_{z}$)

と表せる。 そして、 この $G_{\Psi}$ の持ち上げから定まる $G_{\varphi}$ の持ち上げ $(\varphi_{1},\overline{\infty})$

に対し、 $\varphi=(\begin{array}{l}\varphi_{l}\emptyset\end{array})$ は同じ $U$ に対する $9^{v_{\varphi}}=0$ を満たす。
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$g$ の取り方は正則関数 $h$ の差の違いの自由度がある。 よって

$\psiarrow\psi=(\begin{array}{l}e_{-}^{h}\psi_{l}e^{h_{\psi_{2}}}\end{array})$ , $\varphiarrow\varphi’=(\begin{array}{ll}e^{-h} \varphi_{l}- e^{-h} \emptyset\end{array})$ , $Uarrow U’=U^{\overline{h}-h}$

と取り換えることができる。

2.2 劔持-Weierstrass 型表現公式: 領域がトーラスの場合

次に、 2次元トーラスからのはめ込みを考察する。

A を $\mathbb{C}$ の格子とし、 $T=\mathbb{C}/\Lambda$ と表すことにする。 A の基底箔,箆を取っ

ておく。 $x:Tarrow \mathbb{R}^{4}$ を共形的はめ込みとする。

[Ta05] で次の命題が示されている :

$x$ に対し、次の諸条件をみたす $\mathbb{C}^{2}$ 値関数 $\psi,$ $\varphi$ と A凋期的な $\mathbb{C}$ 値関数 $U$

が存在する :

1) $9^{\psi}=09^{v_{\varphi}}=0$ ;

2) $\psi,\varphi$ は劔持-Weiers廿 ass 型表現公式によって $x$ の普遍被覆翫 $\mathbb{C}arrow \mathbb{R}^{4}$

を与える ;

そして、 このような $\psi,$ $\varphi,$ $U$ は変換

$(\begin{array}{l}\Psi^{1}\Psi^{2}\end{array})arrow(\begin{array}{l}e_{-}^{h_{\psi_{l}}}e^{h_{\psi_{2}}}\end{array})$ , $(\begin{array}{l}\varphi_{l}\emptyset\end{array})arrow(e_{\frac{}{h}}^{-h_{\varphi_{1}}}e^{-}\emptyset),$

$Uarrow e^{\overline{h}-h}U$

を除いて一意に定まる。 ここで $hh$

$h(z)=a+bz$ 但し $Im(b^{\gamma})\in\pi \mathbb{Z},$ $\forall\gamma\in\Lambda$ .

の形の正則関数である。

口

証明の概略を述べる。 2.1節で

$g_{\overline{Z}}+i\theta_{Z^{-}}\cos^{2}\eta=0$
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を $g$ について解いた。 $\theta_{z^{-}}\cos^{2}\eta$ が A-周期的であることから、 $g$ は一般に

$g=h(z)+c\overline{z}+f(z,z)=$

の形で求まることが分かる。 ここで、$h(z)$ は任意の正則関数、$f$ はある AJ
期関数、 そして $c$ は $c=- \frac{1}{vol(\mathbb{C}/\Lambda)}\int_{T}ib_{z^{-}}\cos^{2}\eta dxd_{\mathcal{Y}}$ て定まる定数である。

そして、 $U$ が A-周期的になるためには、 $g$ がさらに

(2) $g=a+bz+c\overline{z}+$ ($\Lambda$-周期関数) (すなわち $h=a+bz$)

の形をしていて、 かつ $(\overline{g}(\gamma)-g(\gamma))\in 2\pi i\mathbb{Z},$ $\forall\gamma\in\Lambda$ をみたすことが必要十

分である。

3 無限小ダルブー変換

$p(z),$ $q(z)$ を A-周期的な $\mathbb{C}$ 上の関数として

$L=$

ノ

$–q \frac{}{\partial}$ $p\partial),$ $L^{\vee}=$

ノ

$-\overline{\partial}p$ $-q\partial),$ $p=p(z),$ $q=q(Z)$ .

とおく。 ($-q=Up=\overline{U}$ の場合、 $L=9,$ $L^{\vee}=\mathscr{D}^{\vee}$ である。 )

$L$ の $0$-固有関数 $\Psi$ で

$\Psi(z+\eta)=\kappa_{1}\Psi(z),$ $\Psi(z+n)=\kappa_{2}\Psi(z)$

なる複素数 $\kappa_{1},$ $\kappa_{2}$ が存在するものを O-Floquet 固有関数と呼ぶ。 $(\kappa_{1}, \kappa_{2})$ を

$\Psi$ の multiplier という。 multiplier 全体の集合、すなわち

$\Gamma=$ { $(\kappa_{1},$ $\kappa_{2})\in \mathbb{C}^{2}|(\kappa_{1},$ $\kappa_{2})$ はある O-Floquet 固有関数の multiplier}

を $L$ のフェルミ曲線とよぶことにする。 $L^{\vee}$ のフェルミ曲線を $\Gamma^{\vee}$ であらわ

す。 multiplier をフェルミ曲線上動かして得られる O-Floquet 固有関数の族

を、 O-Floquet-Bloch 固有関数と呼ぶ。

さて、 無限小ダルブー変換を定義する。
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*multiplier $\kappa_{1}(\lambda),$ $\kappa_{2}(\lambda),$ $\lambda\in\Gamma$ を持つ $L$ の O-Floquet-Bloch 固有関数

$\psi(\lambda,z)=(\begin{array}{l}\psi_{l}(\lambda_{Z})\psi_{2}(\lambda,z)\end{array})$ と

$\bullet$ multiplier $\kappa_{1}^{\vee}(\mu)$ , $\kappa_{2}^{\vee}(\mu),$ $\mu\in\Gamma^{\vee}$ を持つ $L^{\vee}$ の O-Floquet-Bloch 固有関

数 $\phi(\mu,z)=(\begin{array}{l}\phi_{l}(\lambda,z)\phi(\lambda,z)\end{array})$

の無限小変形を次のようにして定義する。

まず、 $L,$ $L^{\vee}$ の O-FlOquet 固有関数

$\Psi^{D}=(\begin{array}{l}\Psi_{l}^{D}(z)\Psi_{2}^{D}(z)\end{array}),$ $\Phi^{D}=(\begin{array}{l}\Phi_{l}^{D}(z)\Phi_{2}^{D}(z)\end{array})$

で

$\Psi^{D}(z+\gamma_{l})=\hat{\kappa}_{i}\Psi^{D}(z),$ $\Phi^{D}(z+\gamma_{l})=\frac{1}{\hat{\kappa}_{i}}\Phi^{D}(z),$ $i=1,2$ ,

を満たすものを用意する。

このとき、

$d\omega(\lambda,z)=\Phi_{1}^{D}(z)\psi_{1}(\lambda,z)dz-\Phi_{2}^{D}(z)\psi_{2}(\lambda z)dz-$

$d\omega^{\vee}(\mu,Z)=\psi_{1}(\mu,z)\Psi_{1}^{D}(z)dz-h(\mu,Z)\Psi_{2}^{D}(z)d\overline{z}$

をみたす関数 $\omega(\lambda z),$ $\omega^{\vee}(\mu,z)$ が定数 $c(\lambda),$ $c^{\vee}(\mu)$ の差を除いて一意に決

まる (各右辺が閉形式であることが確かめられる。 ) さらにこれらの定数

$C(\lambda),$ $c^{}(\mu)$ も次のようにして定めることができる。 すなわち

$\kappa_{1}(\lambda)/\hat{\kappa}_{1}\neq 1$ かつ $\kappa_{2}(\lambda)/\hat{\kappa}_{2}\neq 1$ ならば $\omega(\lambda,z)$ は Floquet-Bloch 条件:

$\omega(\lambda z+\gamma_{i})=\frac{\kappa_{i}(\lambda)}{\hat{\kappa}_{i}}\omega(\lambda z)$ .

で一意に決まる。 同様に

$\kappa_{1}^{\vee}(\mu)\hat{\kappa}_{1}\neq 1$ かつ $\kappa_{2}^{\vee}(\mu)\hat{\kappa}_{2}\neq 1$ ならば $\omega^{\vee}(\mu,z)$ は $Floquet-Bloch$ 条件:

$\omega^{\vee}(\mu,z+\gamma_{i})=\kappa_{i}^{\vee}(\mu)\hat{\kappa}_{i}\omega^{\vee}(\mu,z)$ .

で一意に決まる。
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以上のデータの下で、 $\psi(\lambda,z),$ $\phi(\mu,z)$ の無限小ダルブー変換を

$\delta^{\psi}(\lambda z)=\omega(\lambda z)\Psi^{D}(z),$ $\delta\phi(\mu,z)=\omega^{\vee}(\mu,z)\Phi^{D}(z)$

で定義する。

次が成立する :

1. $\Psi(\lambda,z),$ $\phi(\mu,z)$ の無限小ダルブー変換から引き起こされる $LL^{\vee}$ の変形

$\delta L,$ $\delta L^{\vee}$ は

.
$\delta L=(\begin{array}{ll}-\Psi_{2}^{D}(z)\Phi_{l}^{D}(z) 00 -\Psi_{l}^{D}(z)\Phi_{2}^{D}(z)\end{array})$ ,

$\delta L^{\vee}=(\begin{array}{ll}-\Psi_{l}^{D}(z)\Phi_{2}^{D}(z) 00 -\Psi_{2}^{D}(z)\Phi_{1}^{D}(z)\end{array})$ ,

すなわち

$\delta^{p}(z)=-\Psi_{1}^{D}(z)\Phi_{2}^{D}(z),$ $\delta^{q}(z)=\Psi_{2}^{D}(z)\Phi_{1}^{D}(z)$

である。 特に、 $L,$ $L^{\vee}$ の対称性を保っ。

2. $\omega(\lambda),$ $\omega^{\vee}(\mu)$ が先の FlOquet-BlOCh 条件をみたすように正規化してあ

れば、 $\delta_{\Psi}(\lambda),$ $\delta\psi(\mu)$ は multiplier を保つ。 よって、無限小ダルブー変

換はこのときフェルミ曲線 $\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Gamma),\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Gamma^{\vee})$ を保つ。

口

4 $\overline{\mathbb{R}}^{4}$ の共形変換によるフェルミ曲線の不変性

$\mathbb{R}^{4}$ の一点コンパクト化を $\overline{\mathbb{R}}^{4}$ で表す。 共形的に $\overline{\mathbb{R}}^{4}\cong\#$ とみなす。 $\overline{\mathbb{R}}^{4}$ の

(向きを保つ) 共形変換は、一点に関する拡大、平行移動、 回転、 そして複

数個の反転の合成によって表されることが知られている (リューヴィルの定

理)。 拡大、平行移動、回転によるフェルミ曲線の不変性は容易にわかる。

そして、 これらの変換によって二つの反転互いに共役なので、原点中心の反
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転と一つの座標軸上にある点中心の反転の合成に関して不変性を示せぱ十

分である。

さて、 劔持-Weiersffass 型表現公式

$\partial_{z}x^{1}=\frac{i}{2}(\overline{\emptyset}\Psi^{2}+\varphi_{1}\psi_{1})-$ , $\partial_{z}x^{2}=\frac{1}{2}(\overline{w}^{1}\overline{n}-\varphi_{1}\psi_{1})$ ,

$\partial_{z}x^{3}=\frac{1}{2}(\overline{\varphi}\psi_{1}+\varphi_{1}\overline{\psi}_{2})$ , $\partial_{z}x^{4}=\frac{i}{2}(\overline{\varphi}\psi_{1}-\varphi_{1^{-}2})$ .

で与えられたはめ込み $\mathbb{R}^{2}/\Lambdarightarrow \mathbb{R}^{4}$ があるとする。 ここで、 $\psi,$ $\varphi$ は 2.1

節、 22節で構成したものをとることにする。 2.1節の式 (1)、 $2.2$ 節の式 (2)

より、

$\psi_{1}(z+\gamma_{i})=\kappa_{i}\psi_{1}(z),$ $\iota\hslash(z+7^{i})=\overline{\kappa_{iv\ (z)}}$ ,

$\varphi 1(z+\gamma_{i})=\frac{1}{\kappa_{i}}\varphi_{1}(z)$ , $\emptyset(z+\gamma_{i})=\frac{1}{\overline{\kappa_{i}}}\varphi_{i}(z)$ , $i=1,2$ .

をみたす 2つの複素数 $\kappa_{1},$ $\kappa_{2}$ の存在がわかり、 しかも周期条件をみたす微

分方程式:
$9^{\psi}=0,$ $\sim^{v_{\varphi}}=0$

を満たしていることからこの multiplier は実数、すなわち $\kappa_{i}=\overline{\kappa_{i}},$ $i=1,2$ で

あることが導かれる。 したがって

$\psi(z+\gamma_{l})=\hat{\kappa}_{i}\psi(z)$ , $\varphi(z+\gamma_{l})=\frac{1}{\hat{\kappa}_{i}}\varphi(z)$ , $\hat{\kappa}_{i}\in \mathbb{R},$ $i=1,2$ ,

であり、前節で述べた無限小ダルブー変換の枠組みに乗せることが出来る。

さて、 $L,$ $L^{\vee}$ は次の式で与えられる 2つの無限小ダルブー変換の和

$\partial_{\tau}=\partial_{\tau_{1}}+\partial_{\tau_{2}}$

とする。 ここで $\partial_{\tau_{1}}$ は

$\Psi^{D}=(\begin{array}{l}\psi_{l}\psi_{2}\end{array}),$ $\Phi^{D}=(\begin{array}{l}\overline{\emptyset}.-\overline{\varphi}]\end{array})$

で生成され、一方 $\partial_{\tau_{2}}$ は

$\Psi^{D}=(\begin{array}{ll}\text{ノ } \overline{\psi}_{2} -\overline{\psi}_{l}\end{array}),$
$\Phi^{D}=$

ノ

$\varphi_{1}\emptyset)$ .
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で生成されるものとする。

このとき次が成り立っ :

1. $\partial_{\tau}$ は等スペクトル変形を与え、 しかも reality 条件を保つ。 そして

$\partial_{\tau}U=\varphi_{1}\overline{\psi}_{1}-\overline{\emptyset}\psi_{2},$ $\partial_{\tau}\overline{U}=\overline{\varphi}_{1}\psi_{1}-\emptyset\overline{\psi}_{2}$,

である。

2. $\Psi$ と $\Phi$ に対する $\omega$

、

$\omega^{\vee}$ が条件 $\omega(0)=0,$ $\omega^{\vee}(0)=0$ をみたすように

取ってあれば

$\partial_{\tau\Psi^{1}}=(x^{3}-\dot{\alpha}^{4})\psi_{1}-i(x^{1}-\dot{\alpha}^{2})_{\psi 2}^{-}$

$\partial_{\tau^{\psi_{2}=(x^{3}-\dot{\alpha}^{4})\psi_{2}+i(x^{1}-\dot{\alpha}^{2})_{\psi 1}^{-}}}$

$\partial_{\tau^{\varphi_{1}=(x^{3}+\dot{\alpha}^{4})\varphi_{1}-i(x^{1}-\dot{\alpha}^{2})\overline{n}}}$

$\partial_{\tau\emptyset}=(x^{3}+ix^{4})\emptyset+i(x^{1}-\dot{\alpha}^{2})\overline{\varphi}1$ .

が成り立っ。

以上より、 この無限小作用は次の無限小共形変換

$\partial_{T}x^{1}=2x^{1}x^{3}$

$\partial_{T}t=2x^{2}x^{3}$

$\partial_{\tau}x^{3}=(x^{3})^{2}-(x^{1})^{2}-(x^{2})^{2}-(x^{4})^{2}$

$\partial_{\tau}x^{4}=2x^{4}x^{3}$ .

から引き起こされるものであることがわかる。 この形がどのような共形変

換の 1 パラメータ族を微分して得られるか、節を改めて述べることにする。

ともあれ、 これで $\overline{\mathbb{R}}^{4}$ の共形変換によるフェルミ曲線の不変性が示されたこ

とになる。

5 補足 : $\overline{\mathbb{R}}^{n}$ の無限小反転の表示

$z\in \mathbb{R}^{n}(n=234, \ldots)$ とし、

$P\in \mathbb{R}^{n}$ を固定する。
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$i_{p}$ : $\overline{\mathbb{R}}^{n}arrow\overline{\mathbb{R}}^{n}$ : $z \mapsto\frac{z-p}{|z-p|^{2}}$

は、 点 $p$ を中心とする半径 1の球に関する反転に平行移動 $zrightarrow z-p$ を合成

したものである。 $i_{0}$ にらを合成した写像は

$(i_{p}oi_{0})(z)=$ $\frac{\neg^{z}|z|-p}{1\frac{z}{|z|}Z^{-p1^{2}}}$

$\frac{z-|z|^{2_{p}}}{|z-|z|2_{p}|^{2}}\cdot|z|^{2}$

$\frac{z-|z|^{2_{p}}}{|z|^{2}+|p|^{2}|z|^{4}-2\langle z,p\rangle|z|^{2}}\cdot|z|^{2}$

$\frac{z-|z|^{2_{p}}}{1+|p|2|z|^{2}-2(z,p\rangle}$

と表される。 ここで、 $p=te_{i},$ $t\in \mathbb{R}$ とおく ($e\iota,$ $\ldots,e_{n}$ は $\mathbb{R}^{n}$ の標準基底)。

$=$ $\{$

$\frac{d}{d\prime}|_{t=0}(i_{te_{i}}oi_{0})(z)$

$\frac{(z-|z|^{2}te_{i})’}{1+|te_{i}|^{2}|z|^{2}-2\langle z,te_{i}\rangle}-\frac{(z-|z|^{2}te_{i})(1+|te_{i}|^{2}|z|^{2}-2\langle z,te_{i}\rangle)’}{(1+|te_{i}|^{2}|z|^{2}-2\langle z,te_{i}\rangle)2}\}|_{t=0}$

$|z|^{2}e_{i}-(-2z_{i})z$

となる o たとえば $n=4,$ $i=3$ のとき

$\frac{d}{df}|_{t=0}(i_{te_{3}}oi_{0})(z)=(342z_{3}z_{1}k=1=(\begin{array}{l}\ _{3}z_{l}2z_{3}z_{2}(z_{3})^{2}-(z_{l})^{2}-(z_{2})^{2}-(z_{4})^{2}2Z3^{Z}4\end{array})$

である。
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