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1 序文

次の区分的定数遅れを持つ自励系微分方程式を考える。

$\frac{dN(t)}{dt}=rN(t)\{1-aN(t)-bN([t])\}$ . $t\neq 0,1,2,$ $\cdots$ , $t\in(O, \infty)$ . (1.1)

ここで、 $N(t)$ は一種の生物の密度で、 $+^{dNt}$ は関数 $N(t)$ の $t$ }こおける右微分 (the right-hand side
derivative)。 $r,$ $a,$ $b$ は正の数、 $[t]$ は $t\in(O, \infty)$ の整数部分を表している。

K.Gopalsamy, $P.Liu[1]$ により、 $\alpha=\frac{a}{b}$ としたとき、 $\alpha\in[1, \infty$) の場合は、 $r\in(O, \infty)$ において、 平

衡点 $W= \frac{1}{a+b}$ は大域漸近安定であることが示されている。 しかし、 $\alpha\in(0,1)$ の場合においては

あまり調べられていなかった。 KGopalsamy, PLiu[l】では、 (1.4) 式において $\alpha\in(0,1)$ の場合も、

$r \leq\frac{1}{a}\log(1+2\alpha)+\log(\frac{1+\alpha}{1arrow\alpha})$ ならば、平衡点 $x= \frac{1}{1+\alpha}$ は大域漸近安定であると示した。証明は以下

のような、微分方程式と同等の差分方程式を求め、 リアプノフ関数 $(V(n)=(x(n)-x^{*})^{2})$ を用いて

示している。

$N(n+1)= \frac{N(n)\exp\{r[1-bN(n)]\}}{1+aN(n)\frac{\epsilon xp(r[1-bN(n)])-1}{1-bN(n)}}$
(1.2)

これは、 (1.1) 式より、

$\frac{d}{dt}\{\frac{1}{N(t)}\exp\{r[1-bN(n)]t\}\}=ar\exp\{r[1-bN(n)]t\}$ , (1.3)

が成り立つことより求められる。 (K.Gopalsamy, PLiu[l] 参照). しかし、K.Gopalsamy, P.$Liu[1]$ は、

$r$ の条件がまだ拡張されると予想し、課題として、 $r \leq\frac{1+\alpha}{\alpha}1og(\frac{1+\alpha}{1-\alpha})$ が必要十分条件であることが挙

げられていた。 Y.Muroya, Y.Kato[7] では、 K.Gopalsamy, P.Liu[l] と同様に差分化を行い、 その課

題を関数 $f(t;r)=(1-t) \frac{l’-1}{t}$ を用いることで $\alpha\in(0,0.63487\cdots)$ においては解決した。 関数 $f$の定

義と性質は二章で紹介する。 そして、H.Li, R.Yuan[9] が、 同様の関数 $f$ を用いて、 $\alpha\epsilon$ [0.625, 1)
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において課題を解決している。 これで、 $\alpha\in(0,1)$ においても式 (1.1) において、 大域安定性を持っ
$r$ の必要十分条件が $r \leq\frac{1+\alpha}{\alpha}\log(\frac{1+\alpha}{1-\alpha})$ であることが示された。

っまり区分的定数遅れの項が一っの場合は、 次の定理が成り立っ。

定理 1.1 $r,$ $a,$ $b$ を正の定数としたとき、 次の二つの条件がある。

(1) $\alpha\in[1, \infty$) かつ、 $r\in(0, \infty)$

(2) $\alpha\in(0,1)$ かつ、 $0<r \leq\frac{1+\alpha}{a}\log(\frac{1+a}{1-a})$

このうち、 どちらか一つを満たすとき、 (1.1) の全ての正の解は\mbox{\boldmath $\tau$} $\lim_{1arrow\infty}N(t)=\overline{a}+71$ を満たす。

図で表すと、領域 と においては、湖の大域漸近安定性が書え、領域 では、 不安定である。

次に、 以下のような複数個の区分的定数遅れを持っ微分方程式を考える。

$\{\begin{array}{ll}\lrcorner_{dt}dNt1=r(t)N(t (1-aN(t)-\Sigma_{j=0}^{m}b_{j}N(n-])\},n\leq t<n+1, n=0,1,2, \cdots,N(O)=N_{0}\succ 0 and N(-J)=N-j\geq 0, j=1,2, \cdots , m.\end{array}$ (1.4)

ここで、$r(t)$ は $[0, \infty$) で正の連続関数であり、$\Sigma_{j=0}^{m}b_{j}>0,$ $b_{j}\leq 0,$ $i=0,1,2,$ $\cdots m,$ $a+\Sigma_{j\cdot 0}^{m}b_{j}>0$

である。 この式は $Y.Muroya[3]$ で研究されており、 関数 $f$ を用いて、解の縮小性 (con廿 actibity) を

調べている。 大域漸近安定性よりも厳しい性質である縮小性を求めているので、先の $r$ の条件よ

りは範囲は狭 \langle $0<r \leq\hat{r}(\tilde{\alpha})\leq\frac{1+\alpha}{\alpha}\log(\ulcorner)$ となる。 そしてさらに、遅れの項が複数となったこと

で、 $\Sigma_{j=1}^{m}b_{j}<\alpha+b_{0}<\Sigma^{m}j=0b_{J}$ という条件が必要になっている。 この条件の生物学的意味は、 遅

れの項の影響が、現在の項の影響よりも大きく、かつ、複数ある遅れの項のうち、始めの遅れが最

も影響力をもつということである。 つまり、縮小性を求めたことで、 $r$ の範囲が狭まり、遅れを複

数にした分、遅れの優劣に関する条件が必要になった。従い、前述した YMuroya, $YKato[7]$ は、

m=O,r(t)=r の場合において、縮小性でなく、大域漸近安定性を求め、 $r$ の条件を改良したものと

見ることも出来る。 しかし、 $m\geq 1$ の場合は ‘ まだ改良されていない。 また、 Y.Muroya[3] では、

ある始めの区分的遅れより、過去を表現する遅れの項を区分的にせず、一般化することで、 式を拡

張している。 そして、 同様に式が縮小性を持つ $r$ の十分条件を証明している。
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これらのことを踏まえ、本論文では、Y.Muroya[3] で拡張した式の係数を変数にする、 つまり、
$a=a(t),b=b(t)$ と非自励化することで、 さらに式を拡張する。 そして同様に、 以下のような区分

的遅れを持つ非自励系ロジスティック方程式の解が縮小性を持つ為の $r$ の十分条件を示す。 そし
て、 展望としては、縮小性ではなく大域漸近安定性を求めることで、 $r$ の条件の改良を行うことが
挙げられる。

$\{$

$\underline{d}N\lrcorner t\lrcorner dt=N(t)\{r(t)-a(t)N(t)-b_{0}(t)N(t_{l})-\Sigma_{j=1}^{m}b_{j}(t)N(\tau_{j}(t))\}$,
(1.5)

$x(t)=\phi(t)\geq 0$ , $-\underline{\tau}\leq t\leq t_{0}$ , and $\phi(t_{0})>0$

ここで、 $\#_{t}^{dN\prime}$ は関数 $N(t)$ の $t$ における右微分 (the right-hand side derivative)。 $r(t)$ は [to, $\infty$) におい

て連続な関数で $r(t)>0$ である。 $\phi(t)$ は $[-\underline{\tau}, t_{0}]$ の区間で連続な関数。 $a(t)$ は非負で [to, $\infty$] におい

て連続。 $b_{j}(t),$ $(j=0,1, \cdots, m)$ は $[t_{0}, \infty$ ) において連続で $b_{j}(t)>0$ である。 また、 $\tau_{0}(t)$ は以下のよ

うな区分的定数遅れである。

$\tau_{0}(t)=t_{l}$ , $t,$ $\leq t<t_{+1}$ , $l=0,1,2,$ $\cdot$ .. , (1.6)

そして、 $\tau_{j}(t)$ は (to, $\infty$) において区分的に連続で、

$-\underline{\tau}\leq\tau_{j}(t)\leq\tau_{0}(t)\leq t$, $1\leq j\leq m$ ,
(1.7)

$\underline{\tau}(t)\equiv\inf_{0\leq J\leq m}\tau_{J}(t)arrow\infty$, $(tarrow+\infty)$ .

である。 ここで、 $a(t)\geq Z_{J=0}^{m}b_{j}(t)$ の場合は、 (1.5) の解が大域漸近安定であることは知られてい

る。 そこで、本論文では以下、 $\alpha(t)=\frac{4t)}{\Sigma_{/\cdot 0}^{n}b_{J}(t)}$ とおいたとき、 $0\leq\alpha(t)\leq 1$ であるときの条件

を調べる。証明の手法は、K.Gopalsamy, P.Liu[l] と同様に差分化を行い、 Y.Muroya, $YKato[7]$ ,

H.Li, R.Yuan[9] と同様に、 関数 f(t;r) を用いて評価する。係数を変数化し、非自励系にしたこと

から、 $0$ 解が周期解など、 変数を含むようになる。 そこで、既知の周期解又は概周期解を $u(t)$ と

し、 $x(t)=N4^{1}\overline{u}(’)$ とすることで、平衡点 $x$ を定数 1にするという $B.Lisena[8]$ の手法を取り入れ

る。 また、遅れを一般化したことから、差分化を完全には行えないため、縮小性の表現が問題に

なる。 その問題は、 $Y.Muroya[3]$ の手法を取り入れて、 $t$ を $t<t<t_{l+1}$ の区分で考え、縮小性を

$\max_{S\iota\leq f_{s1}},|x(t)-1|\leq\max_{\underline{r}(l_{l})\leq t\leq t},$ $|x(t)-1|$ , と表現することで解決した。
そして、今回の主定理である次の結果を得られた。

定理 1.2 (1.5) 式は、 $x(t)=_{u(l)}^{N}$」$’$」$A(t)=a(t)u(t),B(t)=b(t)u(\tau_{j}(t))$ としたとき、次のように表される。

$\frac{dx(t)}{dt}=x(t)\{(A(t)+\Sigma_{j4}^{m}B_{j}(t))-A(t)x(t)-\Sigma_{j=0}^{m}B_{j}(t)x(\tau_{j}(t))\}$ . (18)

このとき、 平衡点は $x=1$ となる。

この式において、 $A(t).B_{j}(t)\geq 0$ , [$i=1,2,$ $\cdots m$), $\tau_{j}(t)\leq\tau_{0}(t)=t_{l}$ , $0=1,2,$ $\cdots m$). である o

次の条件を満足する定数 $0\leq\underline{\alpha}\leq\overline{\alpha}<1$ 及び、 $0<\gamma\leq 1$ が存在すると仮定する。

$0 \leq\underline{\alpha}\leq\frac{A(t)}{z;_{0^{B,(\prime)}}}\leq\overline{\alpha}\leq 1$ ,
(1.9)

$\gamma\leq\frac{B_{0}(t)}{Z_{J\triangleleft}^{n}B_{J}\langle t)}\leq 1$ ,
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すると、 もし、

$\Sigma_{j=1}^{m}B_{j}(t)<A(t)+B_{0}(t)$ ,
$\underline{A}B,$ $\leq\max(\hat{r}\cup\tilde{\alpha},K\hat{r}\cup\alpha)$ ,

$[ \underline{\frac{\Lambda}{BK\tilde{\alpha}}}l^{=_{j=0}^{t\prime*}B_{j}(s)ds}=1-\frac{I_{\sum_{-}}1\alpha p\{1)m}{K}=(\frac{\alpha}{\int_{\gamma}t}+=exB_{l}(\underline{\alpha}-\alpha\gamma$

},

(1.10)

が成り立っのならば、縮小性

$\max_{t_{l}\leq’\leq\iota_{l 1}}|x(t)-1|\leq\max_{\underline{\tau}(l_{l})\leq t\leq t}|x(t)-1|$
, (1.11)

を持ち、 かっ、 大域漸近安定性

$\lim_{larrow\infty}x(t_{l})=x’$ , (1.12)

を持つ。

この結果は、Y.Muroya[3] の区分的複数遅れを持つ非自励系モデルで得られた結果の一般化にあた
る。

次に、本結果の精度の目安として、 K.Uesugi, Y.Muroya[6] で挙げられている定理とグラフを以下

に書く。 以下の式を考える。

$\{\begin{array}{ll}+^{dNt}=rN(t)\{1-\Sigma_{j\Leftrightarrow 0}^{m}b_{j}N([t-J])\}, t\geq 0,m\geq1, (1.13)N(0)=N_{0}>0, N(-J)=N_{-j}\geq 0, j=1,2, \cdots,m,\end{array}$

ここで、 $r>0,$ $b_{i}\geq 0$ , $i=1,2,$ $\cdots,m,$ $\Sigma_{j.0}^{m}b_{j}>0$ である。

定理 A-l(Muroya[4] 定理 2.1を参照)

(1.13) 式において、

$b_{0}>\Sigma_{j\Leftrightarrow 1}^{m}b_{1}$ , かつ $0<r\leq 1$ . (1.14)

ならば、

$|N(n+1)-N’| \leq\max_{0\leq jSm}|N(n-J)-N’|$ , $n.=0,1,2,$ $\cdots$ , (1.15)

(1.13) 式の解は縮小性を持ち、 さらに正の解漣は大域漸近安定性を持つ。

定理 A-2 $Muroya[5]$ を参照

(1.13) 式において、

$b_{j}\geq 0$ , $b_{0}>\Sigma_{j=1}^{m}b_{J}$ , かつ (1.16)

$r<1+1_{0} g\{\frac{2}{1+\frac{Z_{J^{1}}^{n}.b_{j}}{b_{0}}}\leq 1+\log 2<2$
. (1.17)

ならば、 (1.13) の解炉は大域漸近安定である。
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定理 A-3Muroya[3] 定理 35を参照
$m\geq 1$ $b_{0}> \Sigma_{j=1}^{m}b_{j},\tilde{\alpha}=-\frac{\Sigma_{;\cdot 1}^{m}b_{l}}{b_{0}}$ と仮定する。 このときもし、 $\hat{r}(\alpha)$ が本論文の命題 22で定義され、

$r\leq\hat{r}(\tilde{\alpha})$ , (1.18)

ならば、 (1.13) の解は縮小性を持ち、正の解躍は大域漸近安定である。

定理 A-4Uesugi[6] を参照

(1.13) 式において、 $r_{1}=rN^{*}b_{0},$ $r_{2}=rN^{l}\Sigma_{j=1}^{m}b_{J}$ としたとき、

$r_{1}>r_{2}\geq 0$ , $r=r_{1}+r_{2}\leq 2$ , $r_{1}+r_{2}- \frac{r_{2}}{r_{1}}e^{r\downarrow+r_{t}-1}\geq 0$ , (1.19)

となるような $r_{1},$ $r_{2}$ に対して、 もし、

$r_{1}+r_{2}\succ 1$ . (1.20)

ならば、 正の解湖は大域漸近安定である。

本論分の結果と、 定理 A1-3を比べるため図を描く。

$t$

$arrow\aleph$

$-\cdot-$ 図

– 弼

一齢

一勧

庭卵$g|$

$\iota\infty\aleph nf\alpha v\alpha_{W}\iota$.

図からも、本論文の結果は、縮小性を求めた条件の中で、今までの研究結果 A-1,2,3を含む、最も

条件の広いものと分かる。他には、W.Wendi[2] が、 複数種でのより一般的な式において、 条件を

出している。 その条件は一般的な式を扱っており、 (1.13) 式に適応すると、 $r_{1}\leq 1.r_{2}=0$ となる。

2 準備

証明に使用する関数六$r;t$) の定義といくつかの性質を紹介する。 $r>0,$ $-1<\alpha<1$ において、

$f(t;r)=\{\begin{array}{ll}(1-t)\frac{J’-1}{t}, t\neq 0,r, ’=0.\end{array}$ (2.1)
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とおく。 そして、 $-1<\alpha<1$ において、 次のような $Y\in(-1,1)$ の関数 $g(Y;\alpha)$ を考える。

(22)$g(Y;\alpha)=\{\frac{\frac{1}{2(\alpha+Y)l}}{l-\alpha^{2}}1og\frac{(l+\alpha\rangle(1+Y)}{(1-\alpha)(l-Y)}$ $Y=-\alpha Y\neq-\alpha.$
’

このようにおいたとき、 次の 3つの命題が成り立っ。証明は、 $YMuroya[3]$ を参照。

命題 2.1 $0<Y<\alpha$ , for $0<\alpha<1$ かっ $\alpha<Y<0$ , for $-1<\alpha<0$ の下で、 次の方程式の一意解
$\hat{Y}=Y(\alpha)$ が存在する。

$\frac{1}{1-p_{2}}=g(f;\alpha)$ , $-1<\alpha<1$ , (23)

特に、 $r_{(0)=0}$ で、

$\lim_{\alphaarrow 0}Y(\alpha)=\zeta(0)$ . (2.4)

命題 2.2 $-1<\alpha<1$ において、 $Y(\alpha)$ を命題 2.1で定義するとき、

$\hat{r}(\alpha)=\frac{2(1+\alpha)}{1-f^{2}(\alpha)}$, $t \wedge(\alpha)=\frac{\alpha+f(\alpha)}{1+\alpha}$ . (25)

とおく。 そのとき、 $\hat{r}(\alpha)$ は、 $\alpha\in(-1,1)$ について強単調増加関数である。 また、

$\lim_{\alphaarrow-1+0}\hat{r}(\alpha)=0$ , $\lim_{a\sim-1-0}\hat{r}(\alpha)=+\infty$, (2.6)

となる。 従って、

$\lim_{\alpha-\cdot-1+0}\hat{Y}(\alpha)=-1$ , $\lim_{\alphaarrow-1-0}f(\alpha)=1$ , (2.7)

さらに、

$\{\begin{array}{ll}\hat{t}(\alpha)<1, f^{Y}(t\wedge(\alpha);\hat{r}(\alpha))=0,f’(t;\hat{r}(\alpha)) \succ O, for -\infty<t<\hat{t}(\alpha) and,f’(t;\hat{r}(\alpha)) <0, for t(\alpha)\wedge<t<1.\end{array}$ (2.8)

従って、任意の $0<r\leq\hat{r}(\alpha)$ に対して、 次が得られる。

$\{\begin{array}{ll}f(t;r)\leq f(t;\hat{r}(\alpha))\leq f(t\wedge(\alpha);\hat{r}(\alpha))=\frac{2}{1-\alpha}, for t<1,f(t;\hat{r}(\alpha))<\perp 1-\alpha for t<1. and t\neq t\wedge \alpha),\end{array}$ (2.9)

さらに、 $-1<\alpha<0$ に関して、 $\hat{r}(\alpha)<\hat{r}(1+2\alpha)$ であり、 $r<\hat{r}(1+2\alpha)$ について、

$1+\alpha f(t;r)>0$, for any $t<1$ . (2.10)

命題 2.3 $\beta\gamma>0$ に関して、

$f(x;r, \beta,\gamma)=x\frac{e^{\psi-\gamma x)}-1}{\beta-rx}$ , (2.11)

とおいたとき、 $t=1-\beta\chi_{\chi}$ $\tilde{r}=\beta r$, とすると、

$f(x;r, \beta,\gamma)=\frac{1}{\gamma}f(t;\tilde{r})$ . (2.12)

である。
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3 区分的遅れを持つ非自励系ロジスティック方程式の縮小性

3.1 式の変形

命題 3.1 (1.5) 式は、 $x(t)=N\overline{u}(t)\omega_{\Lambda(t)=a(t)u(t),B_{j}(t)=b_{j}(t)u(\tau_{j}(t))}$
’ とすることで、 次のよう}こ表さ

れる。 ここで、 u(tりは既知の解 (周期解や概周期解) である。

$\frac{dx(t)}{dt}=x(t)\{(A(t)+\Sigma_{j=0}^{m}B_{j}(t))-\Lambda(t)x(t)-\Sigma_{j=0}^{m}B_{J}(t)x(\tau_{j}(t))\}$, (3.1)

このとき、 平衡点は $x^{l}=1$ となる。

命題 3.1の証明

$B.Lisena[8]$ の手法に習い、 $x(t)=_{u(t)}^{N}\Delta^{t}$ とすることで、平衡点 $l=1$ とする。 条件より、 $\log x(t)=$

log $N(t)-\log u(t)$ が成り立ち、 この両辺を微分して式を整理すると

と\omega
$=\{r(t)-a(t)N(t)-b_{0}(t)N(t_{l})-\Sigma_{j=1}^{m}b_{J}(t)N(\tau_{j}(t))\}$

$-\{r(t)-a(t)u(t)-b_{0}(t)u(t_{l})-\Sigma_{j\cdot 1}^{m}b_{j}(t)u(\tau j(t))\}$,
$=a(t)u(t)(1-+_{u\langle t}^{Nt})+b_{0}(t)u(t,)(1_{u(}^{N\prime}- \lrcorner^{f}\lrcorner)+\Sigma_{j=1}^{m}b_{j}(t)u(\tau J(t))(1-\frac{N(\tau_{j}(t))}{u(\tau_{J}(’))})$,

(3.2)

$=(A(t)+\Sigma_{j\simeq 0}^{m}B_{j}(t))-A(t)x(t)-\Sigma_{j=0}^{m}B_{j}(t)x(\tau_{j}(t))$ . 口

32 準差分化

命題 3.2 (3.1) 式は次のように書き換えられる。

$x(t)= \frac{x(t_{t})exp|\int_{\iota},A(\sigma)+X_{J\triangleleft}B,\langle\sigma)(1-\triangleleft r_{J}(\sigma))\nu\sigma\}}{1+\chi(\iota,)\int_{l},4(s)\epsilon xp1\int_{l_{l}}A(\sigma)+\Sigma_{0}^{n}B_{j}(\sigma X^{1-x(\tau_{j}(\sigma))\cross\sigma|ds}}$. (3.3)

さらに、 もし、 $\Sigma_{j=1}^{m}B_{j}(t)-B_{0}(t)\leq A(t)$ であるならば、

$(x(t)-1)= \frac{1-x(t\prime)\int,_{l}B_{0}(s)\epsilon xp(\int^{l},_{l}A(\sigma)+\Sigma_{J^{\epsilon 0}}^{n}B_{J}(\sigma X\iota-x(\tau_{j}(\sigma))\nu\sigma)ds}{l+x(’ l)\int’,A(s)\epsilon xp\{\int_{l}^{s}\Lambda(\sigma)+\Sigma^{n_{0}}.B,(\sigma)(1-x(\tau_{j}(\sigma))\mu_{\sigma)ds}}(x(t_{l})-1)$

(3.4)
$x( \iota’)\int’,Z_{*1}^{n}B_{j}(s)(x(\tau_{j}(s))-1)\exp 1\int_{l}^{l}lA(\sigma)+z_{\triangleleft}^{n}\epsilon_{j}(\sigma X1-x(\tau_{j}(\sigma)))d\sigma|ds$

$-\overline{\iota+X(\prime\prime)f,\prime A(s)\epsilon xp1\int^{J},\prime A+\Sigma_{j\cdot 0/}}$

が成り立っ。

命題 3.2の証明

$YMuroya[3]$ の手法を取り入れつつ、 $K.Gopalsamy,P.Liu[1]$ とほぼ同様に差分化を行う。まず、

(1.5) 式より次が成り立っ。

$\partial i^{[\frac{1}{x(t)}}d$ exp $t\int_{\iota,}^{t}(A(\sigma)+\Sigma_{j\Leftrightarrow 0}^{m}B_{j}(\sigma)))-\Sigma_{j=0}^{m}B_{j}(\sigma)x(\tau_{j}(\sigma))d\sigma$}] (3.5)
$=A(t)$ exp $t\int_{t_{t}}^{t}(A(\sigma)+\Sigma^{m}J-\triangleleft B_{j}(\sigma)))-\Sigma_{j=0}^{m}B_{j}(\sigma)x(\tau_{j}(\sigma))d\sigma$ }.

上式の両辺を $t_{l}\leq t<t$ で積分し、 $tarrow t_{l+1}$ として整理すると次が得られる。
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次に、 上式の両辺から、 平衡点 $x^{*}=1$ を引いた形を部分積分を用いて求める。

$(x(t)-1)$

(3.6)

口

33 定理 12の証明

(3.4) 式より、 次が成り立っ。

$t$ , $\leq\max,’*||\frac{l-x(\prime_{l)\int,B_{0}(s)\epsilon xp\mathfrak{l}\int\Lambda(\sigma)*ZB(\sigma X1-x(\tau_{j}(\sigma))\cross\sigma|ds}\prime\prime\iota/\triangleleft/a}{1+x(t_{l})\int_{l_{l}}\Lambda\langle s)\epsilon xp\dagger\int’,A(\sigma)+Z_{j\alpha}B,(\sigma)\langle 1-x(\tau_{J}\langle\sigma))\mu_{\sigma\}ds}}||x(t_{l})-1|$

$+ \max_{t\prime s\prime\leq\prime}’\star 1|\frac{x(t_{l})\int_{t}’Z_{j\cdot I}^{n}B_{J}(s)(X\tau_{J}(s))-1)\epsilon xp|l’,A\langle\sigma)*Z_{j4}^{m}B_{j}(\sigma)(1-x(\tau_{J}(\sigma))\cross\sigma|ds}{1+x\{’\prime)\int^{l}A(s)\exp\dagger\int^{f},A(\sigma)+2_{j\cdot 0}B_{j}(\sigma)(1-x(\tau/(\sigma)))d\sigma)ds}|^{(3.\cdot 7)}$

$x\{\max_{\underline{\tau}(’)\leq t\leq},, |x(t)-1|\}$ ,

このとき、 $1 rightarrow x(t,)\int_{t_{l}}’B_{0}(s)\exp\{\int_{l}^{s}A(\sigma)+\Sigma_{j=0}^{m}B_{j}(\sigma)(1-x(\tau_{j}(\sigma)))d\sigma\}ds\geq 0$ ならば、

$\{\max_{t,\leq t\leq t,*|}|x(t)-1|\}\leq\max_{t,\leq t\leq t,*I}|\frac{\iota+x(t_{l})\int,_{l}\{2_{J^{I}}^{n}.B_{j}(s)-B_{0}(s)\}\epsilon xp\mathfrak{l}\int,_{l}\Lambda(\sigma)+z_{j\cdot 0//}^{np(\sigma)\langle 1-x(\tau(\sigma))\mu_{\sigma|ds}}}{1+x(t,)J_{l}^{v}\prime.1\langle s)\epsilon xp(\int_{l}A(\sigma)+\Sigma_{0}^{m}B_{J}(\sigma X1-x(\tau_{J}(\sigma))\nu\sigma|ds}|$

(3.8)
$x\{\max_{\underline{\tau}(\iota’)\leq t\leq t_{l}}|x(t)-1|\}$

が成り立ち、仮定 $\Sigma_{j=1}^{m}B_{j}(t)-B_{0}(t)\leq A(t)$ より、縮小性、っまり $\max_{t_{l}\leq t\leq},,*||x(t)-1|\leq\max_{\underline{\tau}(t’)\leq’\leq},,$ $|x(t)-$

$1|$ が言える。

従って、以降は、 $1-x(t_{l}) \int_{l}’B_{0}(s)$ exp $\{\int^{s}A(\sigma)+Z_{j=0}^{m}B_{j}(\sigma)(1-x(\tau_{j}(\sigma)))d\sigma\}ds<0$の場合のみを考

える。 このとき (3.7) 式より、

$\{\max_{t’\leq t\leq t\prime+I}|x(t)-1|\}\leq\max_{t,\leq t\leq t_{l*I}}|\frac{1+x(t_{t})\int Z^{n}.B(s)\epsilon xp1\int,A(\sigma)\neq Z_{j\cdot 0}^{n}B_{j}(\sigma)(1-x(\tau/(\sigma))\nu\sigma|ds}{1+x(’\prime)\int lA(s)exp1\int_{l^{4}}4(\sigma)+\Sigma_{j\cdot 0}^{n}B_{j}(\sigma X1-x(\tau_{j}(\sigma))\cross\sigma\}ds}|$

(3.9)
$x\{mu_{\underline{\tau}(’\iota)\leq t\leq},,$ $|x(t)-1|)$

が成り立っ。 ここで新しく記号を、 $t\leq t<t_{l+1}$ に対し、

$x(t)=1-z(t)$,

$X(x)= \Sigma jm=0B_{j}(s)\exp\{\int_{t,}^{s}A(\sigma)+\Sigma_{j=0}^{m}B_{J}(\sigma)\{1-x(\tau_{j}(\sigma))\}d\sigma\}dsF(x)=\frac{x(t_{l})\int_{(1x)}-\chi t,t}{1+\underline{\alpha}X(x)}$

,
(3.10)

とすると、 (3.9) より、

$\{\max_{t,St\leq},,*\downarrow|x(t)-1|\}\leq|F(x)|\{\max_{\underline{\tau}(t_{l})\leq’\leq},, |x(t)-1|\}$ (3.11)
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となる。 また、

$X(x)$ $=x(t_{l}) \int_{t_{l}}’\Sigma_{j=0}^{m}B_{j}(s)\exp\{\int_{t_{l}}^{s}\Sigma_{j=0}^{m}B_{j}(\sigma)\{\frac{A(\sigma)}{\Sigma_{/*0}^{m}B_{j}(\sigma)}+\{1-x(\tau_{j}(\sigma))\}\}d\sigma\}ds$,

$\leq x(t_{l})\int_{t}^{t}\Sigma_{j\overline{-}0}^{m}B_{j}(s)\exp\{\int^{s}\Sigma_{j=0}^{m}B_{j}(\sigma)\{\overline{\alpha}+\{(1-x(\tau_{j}(\sigma))\}+\underline{\alpha}\}-\underline{\alpha}\}d\sigma\}ds$, (3.12)
$=K_{0}x(t_{l}) \int_{l}^{t}\Sigma^{m}B(s)\exp\{\int_{t\prime}^{s}\Sigma_{j=0}^{m}B_{j}(\sigma)\{\{1-x(\tau_{j}(\sigma))\}+\underline{\alpha}\}d\sigma\}ds$

となる。 ここで、 $K_{0}=\exp\{B_{l}(\overline{\alpha}-\underline{\alpha})\}$ である。 そして、

$\Sigma_{j\underline{-}0}^{m}B_{j}(\sigma)\{\{1-x(\tau_{j}(\sigma))\}+\underline{\alpha}\}$ $=\Sigma_{j=0}^{m}B_{j}(\sigma)(\underline{\alpha}+1)-\Sigma_{j\underline{-}0}^{m}B_{j}(\sigma)x(\tau_{j}(\sigma))$

$\leq\Sigma_{j=0}^{m}B_{j}(\sigma)(\underline{\alpha}+1)-B_{0}(\sigma)x(t_{l})$

$=\Sigma_{j_{-}\triangleleft^{B_{j}(\sigma)\{(\underline{\alpha}+1)-\frac{s}{z_{j}^{n}}\omega_{\sigma}}\triangleleft^{s_{J}^{\sigma}}t7^{x(t_{l})\}}}^{m}$

(3.13)

$\leq\Sigma_{j=0}^{m}B_{j}(\sigma)\{\underline{\Lambda}-\gamma x(t_{l})\}$ ,

が成り立つ。 また、 命題 23より、

$K_{0}x(t_{l}) \int_{l_{l}}’\Sigma_{j0}^{m_{\overline{\vee}}}B_{j}(s)ex_{l}p\{\int_{\int,\leq K_{0}x(t),\Sigma}\prime 1\sum_{\simeq 0}jmB_{j}(\sigma)\{\{1-x(\tau_{j}(\sigma))\}+\frac{\alpha}{\sigma}|d\sigma\}dssj=0^{B_{j}(s)\exp[\int_{\mathfrak{l}_{l}}^{s}\Sigma_{j-\triangleleft}^{m}B_{j}(\sigma)d\{\underline{A}-\gamma x(t_{l})\}]ds}m$

$=K_{0^{X}}(t_{l}) \frac{1}{(\underline{\alpha}+1)-\gamma x\langle t_{l})}(m$

(3.14)
$\leq K_{0}x(t_{l})\frac{d\prime(4r\{\prime_{l))_{-\downarrow}}}{\underline{\ell}-\gamma x(t,)}$

$=K_{0}f(x(t_{l});B,.\underline{A},\gamma)$

$=K_{0^{\frac{1}{7}}}f(1-x(t_{l});\underline{A}B_{l})$

である。 ここで、 $\frac{1}{K}=_{\gamma}^{K}\Delta$ とおくと、 $F(z)$ は $X(z)$ について、 単調減少であるので、

$F(z) \geq\frac{1-\frac{1}{K}f(1-x(t_{l});\underline{A}B_{l})}{1+\underline{\alpha}\frac{1}{K}f(1-x(t,);\underline{A}B_{l})}$ , (3.15)

が成り立っ。 式 (3.10) より、 $F(z)<1$ は明らか、 よって $F(z)\geq-1$ を (3.15) を用いて示す。
まず始めに、 $\underline{A}B,$ $\leq\hat{r}\cup\tilde{\alpha}$ を仮定する。 この時、 $\underline{\tilde{\alpha}}=(1-\frac{(1-\underline{\alpha})}{K})$ とすると、命題 22より、

$f(1-x(t_{l});\underline{A}B,)$ $\leq\frac{2}{1-\dot{\alpha}}$

$-2$

$= \frac{1-(12K}{1-\underline{\alpha}}=_{t[- 0}\overline{-\not\simeq)}$

(3.16)

が示され、 $\frac{1}{K}f(1-x(t_{l});\underline{A}B_{l})<\frac{2}{1-\underline{\alpha}}$ であることが分かる。従って、 $|F(z)|\leq 1$ が示され、縮小性

$( \max_{S’\leq t_{l+1}}|x(t)-1|\leq\max_{\underline{\wedge}l,)\leq i\leq l}|x(t)-1|)$が示された。

次に、 $\frac{\underline{A}B,}{K}\leq\hat{r}\cup\alpha$ を仮定する。 すると $1-x(t_{f})\geq 0$ の場合、命題 22より、

[
$(1-x(t’)\underline{\Lambda}s,)\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$\leq\frac{f(K2}{1-\underline{\alpha}}\leq(1-x(t,)):\frac{A}{-}p\tau^{l})$ (3.17)

となり、 縮小性が示される。 また、 $1-x(t_{l})\leq 0$ の場合も、仮定と命題 22より、

$\frac{f\langle 1-x(\prime_{l})\underline{\Lambda}B,)}{K}$

$\leq\frac{f(0:\underline{\Lambda}s,)}{AB^{K}}$

$K$ (3.18)
$\leq\leq\bigcup_{\frac{r_{2}\hat\alpha}{1-\underline{a}}}$

,

41



となり、縮小性が示される。 また、縮小性より、一様安定性を持つ。大域吸引性については、

$\lim,arrow\infty|x(t_{l})-1|=C$ とおくと、 $YMuroya[3]$ と同様の手法を用いることによって、 $C=0$ であるこ

とが示される。従って、(3.1) の正の平衡点 $x$ は一様安定かつ、大域吸引性を持つので、(1.5) 式の解

は大域漸近安定性を持つ。 口
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